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SVAZEK 23 (1978) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 4

UBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG
SPEZIELLER LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME
MIT EINER ZYKLISCHEN MATRIX

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen 16. Februar 1977)

In der Arbeit [2] wird ein gewisses Iterationsverfahren fiir die Ldsung eines
Gleichungssystems der Form

(1) x=Bx+b

untersucht. Es handelt sich um den Fall, wenn die n x n Matrix B folgende Eigen-
schaften besitzt:

a) die Blockmatrix B wird auf die Form B = L + U zerlegt, wobei L bzw. U
eine untere bzw. obere verallgemeinerte Dreieckmatrix ist und die Diagonalblocke
Nullmatrizen sind;

b) der n-dimensionale Vektorraum R ist durch die direkte Summe der Unter-
rdume vy, ..., v, (m < n) gebildet, wobei diese Zerlegung des Vektorraumes R
der Zerlegung der Matrix B in Bldcke entspricht und die Matrizen L, U folgende

Bedingungen erfiillen:
Lv;cv,yy, Uv,cv,_,, i=1,...,m

undv; = 0fiiri < lundi > m.

Das Iterationsverfahren definieren die Beziehungen

(2) X,y = T(a, f)x, + P(at, ) b,
(3) T(x, ) = (2E + BL) ' [(« — )E + (B + 1)L + U],
(4) P(o, B) = («E + BL)™ ",

wo, a, f reele, von Null verschiedene Parameter sind.
Es handelt sich also um ein Gleichungssystem mit einer 2-zyklischen Matrix. Wir
werden in der ganzen Arbeit voraussetzen, dass fiir die Eigenwerte y; der Matrix B
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die Ungleichungen u? <0, i = 1, ..., n gelten; diese Bedingung ist z.B. im Falle
einer schiefsymmetrischen Matrix B erfiillt.

Man bezeichnet M = max /|u;*|, m = min /||, i =1, ..., n. Es gilt dann
—M? < p? < —m? i=1,...,n Man kann leicht beweisen, dass fir § = —1,
wenn die untersuchte Methode in das gewohnliche Oberrelaxationsverfahren iiber-
geht, nimmt der Spektralradius o(T(x, —1)) der Matrix T(a, —1) fiir o = §[1 +
+ (1 + M?)] seinen Minimalwert —[1 — /(1 + M?)]/[1 + /(1 + M?)] an.
Es ist also 1 < a (falls 0 < M < 1 ist, gilt offensichtlich 1 < o < 1,21).

In der Arbeit befassen wir uns mit dem Bereich @ von Parametern [a, §] fiir die
das untersuchte Iterationsverfahren zumindestens so schnell, wie das Oberrelaxations-
verfahren, konvergiert; @ enthilt also solche Punkte [o, 8], fiir die o(T(x, f)) =
< [t = (1 + M)]/[1 + (1 + M?)] gilt. Wir beschrinken uns dabei nur auf
die Punkte mit o« > 0.

Von dem Satz | der Arbeit [ 1] folgt sofort fiir p = 2, h = k = | folgender Satz:

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix T(a, p). Falls . + (B + 1)/B ist und
falls die Zahl yu die Beziehung

(5) (1 — o+ ) = 12(1 + B — ip)

erfiillt, ist p ein Eigenwert der Matrix B. Falls umgekehrt p ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel A der quadratischen Gleichung (5) ein Eigen-
wert der Matrix T(a, ).

In der Arbeit [2] wurde der Fall, wenn 0 < yf fiir i = 1, ..., n ist, untersucht;
es wurden die Sitze 2, 3, 4 (siche [2]) bewiesen, die die konkrete Form des Gebietes Q
und die approximative Lage der optimalen Parameter [0, fopi] betreffen. Fiir den
bereits untersuchten Fall von u? < 0, i = 1, ..., n gelten analogische Sitze. Da die
Beweise ganz analogisch sind, fithren wir sie da nicht an.

Satz 2. Es sei A
by(a) = [—4a® J(1 + M?) + da(l + /(1 + M?)) — (1 + J(I + M?)*.
A+ MAOIRMA + (1 + M?)),
by(a) = [—4a® + 4a(1 + J(1 + M?)) — (1 + J(1 + M?))* (1 + M?)]:
2MA(1 + /(1 + M?)),

by(a) = [—(1 = )’ [m*] + [o(1 = (1 + M2)?[m?*(1 + (1 + M?))*] — 1.
Dann ist [a, B] € Q genau dann, wenn zugleich
(6) ) gz bl(a) , Bz bz(a) , B= bz(“)
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ist, wobei o(T(a, B)) = —[1 — /(1 + M?)]/[1 + J(1 + M?)] fiir die Grenzpunkte
der Menge Q in Kraft ist.

Von dem Satz 2 folgt der folgende Satz, welcher die Form des Gebietes Q in Ab-
hangigkeit von der Zahl m beschreibt. Es gilt dabei folgende Bezeichnung:

o = Y1+ J(1+ M), ay =31+ J(1+ MY+ M?),
as = 31 + /(1 + M) J(1 + M?).
Satz 3. 1. Essei m*> < — 1 + /(1 + M?). Dann enthlt die Menge Q den einzigen
Punkt [o;, —1].
1. Es sei

() =1 1+ M) < = 20 (1 M) (1 (M)
=2+ J(+ M)+ A1+ ML
Dann enthdlt Q genau die Punkte [a, B], fiir die gleichzeitig die Ungleichungen
ay Sa oy, ba) £p < by(x)

gelten, wobei «, eine einzige, im Intervali (o, oa3) liegende, Wurzel der Gleichung
by(«) = by(a) ist; (dabei gilt a, = oy im Falle der Gleichheit in der Formel (7)).
I1. Es sei

(8) 21 =+ M) (1 = Y1+ WP [-2+ /(1 + M) +

+ 4V/(l + M?*)] < m? £ M?.
Dann enthilt Q genau die Punkte [a, B], welche die folgende Ungleichungen
erfiillen:

fir oy
fur oy

IA 1IN
IA A
R
o
=
K

x

dabei a, die einzige, im Intervall (a3, o5y liegende, Wurzel der Gleichung by(a) =
= by(a) bezeichnet (es gilt dabei a, = a5 im Falle der Gleichheit in der Formel (8)).

Die Gestalt der Menge € fiir den Fall III mit der scharfen Ungleichung in der
Bezichung (8) ist von Abb. 1. sichtbar. Bemerke man, dass die Gerade B, dhnlicher-
weise wie in der Arbeit [2] den Graphen der Funktion f = B,(a) = 2a(1 — /(1 +
+ M?))|M? darstellt (offensichtlich ist By(a,) = —1 fiir jede Zahl M). Die Gerade B,
ist ferner eine Tangente der Graphen der Funktionen b;, b, mit den Beriithrungs-
punkten o, bzw. as.

Der Satz 4 gibt eine praktisch anwendbare Approximation des optimalen Para-
meterpaares [oon, Bope] an, filr welches das untersuchte Iterationsverfahten am
schnellsten konvergiert (d.h. wenn o(T(0topes Bope)) = min o(T(a, B)) ist).

a>0

B+0
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Satz 4, Es sei —1 + J+ M?) < m? < M? und

(9) g = (14 V(1 + M) (1 + m)[L+ J(1 + M) + m?],
Bo = =201 + m)[[1 + J(1 + M?) + m?].
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Abb. 1

Dann liegt der Punkt [%to, Bo] im Inneren des Gebietes Q und es gibt
(10) Q(T(aopl’ ﬂop()) é Q(T(ao, ﬂo)) =[n;]lnB Q(T(a,ﬁ)) =
= YD = (14 (1 M (L )] <
< =1 = (U + ML+ (1 + M),
wobei fiir m* = M? die Gleichheiten
Q(T(at)pt’ ﬂov*)) = Q(T(aO’ ﬂo)) =0
gelten und fir m* = —1 + J(1 + M*) oy = ay, fp = —1,
o(T(oo, Bo)) = 0Ty, —1)) = —=[1 = /(1 + M*)J/[1 + (1 + M?)]

erfiillt ist.

Von dem Satz 4 folgt sofort, dass im Falle ;Lf <0,i=1,...,n die untersuchte
Methode schneller als das Oberrelaxationsverfahren konvergiert, insofern p? <

<1— /(1 +M? fir i=1,...,n gilt; dabei folgt von (10), dass der Wert
0(T(ctopi> Bopy)) desto kleiner ist, je kleiner die Zahl M2 — m? ist.
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Souhrn

O JISTE ITERACNI METODE PRO RESENI SPECIALNICH LINEARNICH
SOUSTAV S CYKLICKOU MATICI

MIROSLAV SISLER

Prédce se zabyvad jistou iteraéni metodou zdvislou na dvou redlnych parametrech
o, f, kterd je zobecnénim superrelaxacni metody. Je uvaZovdna soustava linedrnich
rovnic typu x = Bx + b, kde B je dvoucyklickd, souhlasné uspofddand matice;
pfitom se predpoklddd, Ze &tverce vlastnich ¢isel matice B jsou zdporné. V prdci
jsou uvedeny podminky, za kterych konverguje uvaZovand metoda rychleji neZ
superrelaxani metoda. Jsou uvedeny téz explicitni vzorce pro piiblizné hodnoty
optimalnich parametrd «, f5.
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