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SVAZEK 23 (1978) AP LI K A C E M ATE M A T I K Y ČÍSLO 4 

ÜBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FÜR DIE LOSUNG 
SPEZIELLER LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 

MIT EINER ZYKLISCHEN MATRIX 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen 16. Februar 1977) 

In der Arbeit [2] wird ein gewisses Iterationsverfahren für die Lösung eines 
Gleichungssystems der Form 

(1) x = ß x + b 

untersucht. Es handelt sich um den Fall, wenn die n x n Matrix ß folgende Eigen
schaften besitzt: 

a) die Blockmatrix ß wird auf die Form ß = L + U zerlegt, wobei L bzw. U 
eine untere bzw. obere verallgemeinerte Dreieckmatrix ist und die Diagonalblöcke 
Nullmatrizen sind; 

b) der n-dimensionale Vektorraum R ist durch die direkte Summe der Unter
räume v l 9 . . . , v m ( m = n) gebildet, wobei diese Zerlegung des Vektorraumes R 
der Zerlegung der Matrix ß in Blöcke entspricht und die Matrizen L, U folgende 
Bedingungen erfüllen: 

L/i c v i + J , ÜVjCv, . . , , / = ! , . . . , m 

und v, = 0 für i < 1 und /' > m. 

Das Iterationsverfahren definieren die Beziehungen 

(2) x v + 1 = T(o, ß) x v + P(o, ß) b , 

(3) T(o, ß) = (oE + ßL)~l [(o - 1) E + (^ + 1) L + U] , 

(4) P(o,/?) = (oE + /?LY1, 
wo, ay ß reele, von Null verschiedene Parameter sind. 

Es handelt sich also um ein Gleichungssystem mit einer 2-zyklischen Matrix. Wir 
werden in der ganzen Arbeit voraussetzen, dass für die Eigenwerte w( der Matrix ß 
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die Ungleichungen fi2 < 0, i = 1, . . ., n gelten; diese Bedingung ist z.B. im Falle 
einer schiefsymmetrischen Matrix ß erfüllt. 

Man bezeichnet M = max VI/*»2.' m = m m V |^»2|' - = - , • • • - n- Es gut dann 
i i 

— M2 <i /i2 <£ — m2, i = 1, . . ., n. Man kann leicht beweisen, dass für ß = — 1, 
wenn die untersuchte Methode in das gewöhnliche Oberrelaxationsverfahren über
geht, nimmt der Spektralradius O(T(a, — 1)) der Matrix T(a, — l) für a = \\l + 
+ 7 (1 + M2)] seinen Minimalwert - [ l - 7 (1 + M2)]/[l + 7 ( 1 + M2)] an. 
Es ist also 1 < a (falls 0 < M < 1 ist, gilt offensichtlich 1 < a < 1,21). 

In der Arbeit befassen wir uns mit dem Bereich Q von Parametern [a, ß\ für die 
das untersuchte Iterationsverfahren zumindestens so schnell, wie das Oberrelaxations
verfahren, konvergiert; Q enthält also solche Punkte [a, /?], für die D(T(a, ß)) g 
= ~ [ ] - V 0 + M 2 ) ] / P + VC1 + M 2 ) 1 ß j I t- W i r beschränken uns dabei nur auf 
die Punkte mit a > 0. 

Von dem Satz 1 der Arbeit [1] folgt sofort für p — 2, h = k = 1 folgender Satz: 

Satz 1. Es ser 1 ein Eigenwert der Matrix T(a, /?). F#//s 2 + (ß + ])jß ist und 
falls die Zahl \i die Beziehung 

(5) (1 - a + Aa)2 - p2(l + ß - AjS) 

erfüllt, ist JLI ein Eigenwert der Matrix ß. Fa//s umgekehrt /i ein Eigenwert der 
Matrix ß ist, dann ist jede Wurzel X der quadratischen Gleichung (5) ein Eigen
wert der Matrix T(a, ß). 

In der Arbeit [2] wurde der Fall, wenn 0 < /i2 für / = 1, . . . , n ist, untersucht; 
es wurden die Sätze 2, 3, 4 (siehe [2]) bewiesen, die die konkrete Form des Gebietes Q 
und die approximative Lage der optimalen Parameter [aopt, ßopt] betreffen. Für den 
bereits untersuchten Fall von D.2 < 0, i = 1, . . ., n gelten analogische Sätze. Da die 
Beweise ganz analogisch sind, führen wir sie da nicht an. 

Satz 2. Es sei 

b{(a) = [-AOL2 ^( l + M2) + 4a(l + 7(1 + M2)) - (1 + 7(1 + M2)2 . 

. V ' ( l +M 2 ) ] /2M 2 (1 + 7(1 + M2)), 

b2(a) = [~4a2 + 4a(l + 7 (1 + M2)) - (1 + 7 (1 + M2))2 (1 + M2)] : 

:2M2(1 + 7(1 + M 2 ) ) , 

b3(a) = [ - ( 1 - a ) > 2 ] + [a2(l - 7(1 + M2))2/m2(1 + 7 (1 + M2))2] - 1 . 

Dann ist [a, ß] e Q genau dann, wenn zugleich 

(6) ß^bx(a), ß^ b2(a), ßS b2(a) 
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ist, wobei g(T(a, ß)) = - [ 1 - .7(1 + M2)]/[l + VO + M2)]für die Grenzpunkte 
der Menge Q in Kraft ist. 

Von dem Satz 2 folgt der folgende Satz, welcher die F^orm des Gebietes Q in Ab
hängigkeit von der Zahl m beschreibt. Es gilt dabei folgende Bezeichnung: 

«i = iO + vO + M2)) > *3 = iO + VO + M 2 ) )V(I + M2) , 

«5 = i 0 + VO + M 2 ) K / 0 + M 2 ) . 

Satz 3.1. Es sei m2 _ — 1 + ^/(.l. + M2). Dann enthält die Menge Q den einzigen 
Punkt [a l 5 — 1]. 

IL Es sei 

(7) - 1 + N/(l + M2) < m2
 = 2(1 + V(l + M 2))( l - \ / ( l + M2)3) : 

: [ - 2 + V(l +M2) + VO + M 2 ) 3 ] -

Dann enthält Q genau die Punkte [a, ß\, für die gleichzeitig die Ungleichungen 

ax = a ^ a2 , bx(a) = ß = b3(a) 

gelten, wobei a2 ein«? einzige, im Intervall (au a3> liegende, Wurzel der Gleichung 
bj(a) = b3(a) ist; (dabei gilt a2 = a3 im Fa//e der Gleichheit in der Formel (7)). 

III. Es sei 

(8) 2(1 - 7 ( 1 + M2))(l - V ( l + M 2 ) 3 ) / [ - 2 + V ( l + M2) + 

+ ^ ( 1 + M2)3] < m2
 = M2 . 

Dann enthält Q genau die Punkte [a, ß\, welche die folgende Ungleichungen 
erfüllen: 

für a{ ^ a = a3 ist bi(a) _ ß _ b3(a), 
fur a3 _ a = a4 ist b2(a) — ß ^ b3(a) ; 

dabei a4 die einzige, im Intervall (a3, a 5 ) liegende, Wurzel der Gleichung b2(a) = 
= b3(a) bezeichnet (es gilt dabei a4 = a5 im Fa//e der Gleichheit in der Formel (8)). 

Die Gestalt der Menge Q für den Fall III mit der scharfen Ungleichung in der 
Beziehung (8) ist von Abb. 1. sichtbar. Bemerke man, dass die Gerade Bt ähnlicher
weise wie in der Arbeit [2] den Graphen der Funktion ß = Bx(a) = 2a(l — ^/(l + 
+ M2))\M2 darstellt (offensichtlich ist B^aJ = - 1 für jede Zahl M). Die Gerade Bt 

ist ferner eine Tangente der Graphen der Funktionen bu b2 mit den Berührungs
punkten ax bzw. a5. 

Der Satz 4 gibt eine praktisch anwendbare Approximation des optimalen Para
meterpaares [aopt, ßopt] an, für welches das untersuchte Iterationsverfahten am 
schnellsten konvergiert (d.h. wenn ^(T(aopt, ßopt)) = min 0(T(a, ß)) ist). 

<x>0 
/JФO 
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Satz 4. Es sei -1 + VO + M2) < m2 < M2 und 

(9) a0 = (1 + VO + M 2 ) ) 0 + ™2)/[l + 7(1 + M2) + m2] , 
0O = -2(1 + m2)/[l + 7(1 + M2) + m2] . 

1 04 a3 aĄ ees 

0 ! ! ì « 

-1 

>Ш--kJ 
\ \ \NÄ 

ß v v V 
Abb. 1 

Q(T(aopt, Pm)) = g(T(a0, p0)) = min í?(T(a,j?)) = 

Dann liegt der Punkt [a0, ßo] im Inneren des Gebietes Q und es gibt 

(10) 

= 7[m2(M2 - m2)/(l + 7(1 + M2))2 (1 + m2)] < 

< - [ l - 7 ( l + M 2 ) ] / [ l + 7 ( l + M 2 ) ] , 

wobei für m2 = M2 die Gleichheiten 

e(T(«oP„ ßopt)) = ö(T(a0, ß0)) = 0 

gelten und für m2 = - 1 + 7(1 + M2) a0 = a,, ß0 = - 1 , 

ö(T(«o, ßo)) = ö(n«i» -1)) = - [ 1 - 7 0 + M2)]/[l + 7(1 + M2)] 
erfüllt ist. 

Von dem Satz 4 folgt sofort, dass im Falle /i2 < 0, i -= 1, . . . , n die untersuchte 
Methode schneller als das Oberrelaxationsverfahren konvergiert, insofern fi2 < 
< 1 - 7(1 + M2) für i = 1, . . . , n gilt; dabei folgt von (10), dass der Wert 
Q(T(ccopt, ßopt)) desto kleiner ist, je kleiner die Zahl M2 — m2 ist. 
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S o u h r n 

O JISTÉ ITERAČNÍ METODĚ PRO ŘEŠENÍ SPECIÁLNÍCH LINEÁRNÍCH 
SOUSTAV S CYKLICKOU MATICÍ 

MIROSLAV ŠISLER 

Práce se zabývá jistou iterační metodou závislou na dvou reálných parametrech 
a, p, která je zobecněním superrelaxační metody. Je uvažována soustava lineárních 
rovnic typu x = Bx -f- b, kde B je dvoucyklická, souhlasně uspořádaná matice; 
přitom se předpokládá, že čtverce vlastních čísel matice B jsou záporné. V práci 
jsou uvedeny podmínky, za kterých konverguje uvažovaná metoda rychleji než 
superrelaxační metoda. Jsou uvedeny též explicitní vzorce pro přibližné hodnoty 
optimálních parametrů a, ft. 
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