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SVAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

ASYMPTOTISCHE BERUHRUNG VON ZWEI KONVEXEN MENGEN
IN (BESTIMMTER) RICHTUNG

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen 29. Mirz 1977)

Der Begriff der Berithrung von konvexen Mengen ist vom Standpunkt der Theorie
der konvexen Optimierung ein Begriff von fundamentaler Bedeutung. Neben dem
iiblichen Begriff der Berithrung im Punkt der fraglichen Mengen, der in der Literatur
ausreichend analysiert wurde (z. B. [1]), ist der Begriff der asymptotischen Beriihrung
von konvexen Mengen von wichtiger Bedeutung. Eine solche asymptotische Be-
rithrung kommt z. B. dann in Frage, wo es um ein endliches Infimum einer konvexen
Zielfunktion iiber einer konvexen Menge geht, wobei das entsprechende Minimie-
rungsproblem unldsbar ist. In der Arbeit [2] sind einige Kriterien fiir die Berithrung
von konvexen Mengen in ihrem gemeinsamen Punkt angefiithrt, woraus dann einige
Optimalitdtskriterien fiir eine Minimierungsaufgabe in der konvexen Optimierung
leicht abzuleiten sind.

Das Ziel der vorgelegten Arbeit liegt in der Aufstellung einer geeigneten Definition
der asymptotischen Beriihrung in Richtung fiir zwei konvexe abgeschlossene Mengen
in E, und in seiner erschopfende geometrische Charakteristik. Eine solche geometri-
sche Untersuchung scheint in dem Sinne wertvoll zu sein, dass ihre entsprechende
Ergebnisse zu einfachen Kriterien fiir asymptotische Beriihrung von konvexen
Mengen fithren mogen, die z. B. sehr dhnlich denjeniger in der Arbeit [2] angegebe-
nen kriterien fiir eine Punktberithrung sind.

Es zeigt sich, dass der Begriff des Recesionskegels einer konvexer Menge und
cinige seiner Eigenschaften (siehe z. B. [3], [4], [5]) bei der fraglichen geometrischen
Untersuchung mit Vorteil angenutzt werden kann. Der Recesionskegel im Punkt x
einer konvexen Menge M ist folgendermassen definiert:

Mg(ox) = {ye M| ox + 1y — ox)e M, t = 0} .
Wir beschrinken uns weiter nur auf abgeschlossene nichtleere konvexe Menge M.

Eigenschaft 1: Sind | x, ,x € M beliebige Punkte, so unterscheiden sich die Kegel
Mc(,x), Mg(,x) hochstens durch eine Translation;
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Eigenschaft 2: Fiir einen beliebigen Punkt x € M stellt die Menge MR(x) einen
abgeschlossenen konvexen Kegel (mit einem Scheitel im Punkt x), dar;

Eigenschaft 3: Sind ;M, ,M abgeschlossene konvexe Mengen und o xe M N ;M
beliebig, so gilt ; Mg(ox) N ,Mg(ox) = (;M N ,M)g(ox).

Definiert man (siche z. B. [5])
W= {veE,| |lv] =1, ox + vie Mg(ox), t = 0},
dann nennt man die Menge
Mg = {xeE| x=vi, ve U, t 2 0}

der der Menge M zugehorige Recesionskegel. Es ist klar, dass sich der Kegel Mg
von jedem Recesionskegel MR(x), x € M, hochstens durch eine Translaiion unter-
scheidet, wobei der Koordinatenurpsrung o in E, ein Scheitel von Mg ist. Daher hat
auch der Kegel Mg die oben angefiihrten Eigenschaften 2 und 3.

Definition 1. Es seien (M, ;M == 0 konvexe, abgeschlossene Mengen in E, mit
M ,M=0und

(1.1) plox;v) = {xe E,,[ X = ox +vt, t =0}, Nv“ =1

Halbgerade in E, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes t' = 0 und ¢ > 0 die e-Um-
gebung

(1 .2) O(p'; e)

der Halbgeraden

{xeE, o(x, p’) = min {|x - Y|} < e}
yep’

(1.3) p'={xeE|x = x+vi, 1 =1}

Punkte aus {M sowie aus ,M enthdlt. Man sagt dann, dass die Mengen M, ,M
sich in Richtung v asymptotisch berithren (oder, dass sie in Richtung v eine asympto-
tische Berithrung besitzen).

Vereinbarung. Die Symbole ;M, ,M sollen stets nichtleere, konvexe und ab-
geschlossene Mengen in E, mit der Eigenschaft ;M n ,M = 0 darstellen, die sich
asymptotisch in Richtung v im Sinne der obigen Definition 1 beriihren.

Satz 1. Ist ;Mg der, der Menge M (i =1, 2) zugehorige, Recesionskegel und
Q = {xeE,| |x| = 1}, so gilt fiir den Vektor v aus (1.1)

(1.4) veQn My M.
Beweis. Es sei ;x € ;M beliebig und definieren wir die Halbgerade

(1.5) p(ix;v) = {xe E|x=,x+vr, t20},
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die parallel mit der Halbgeraden p(ox; v) aus (l.l) ist und dieselbe Orientation
besitzt. Wihlt man " > 0 und g€ (0, ') beliebig, so gilt x’ = ;x + vt’ € p(;x; v),
x' # x und fir e-Umgebung O(x';¢) = {xeE,| [x — x’
€ E,\ O(x'; ¢). Der Projektionskegel

<¢} von x' ist xe

(1.6),  Poprin(i1X) = {xeE| x = x +uly — x), ye O(x"; £), u = 0}

der konvexer Menge O(x’; ¢) von dem Punkt ,x ist offenbar ein n-dimensionaler
konvexer Kegel in E, mit dem einzigen Scheitel im Punkt ;x, dessen Abschliessung

durch
Potein(1X) = {xe E|[x — x| - \/<(T)(zr)_—28—2> (rx =) 2 0}

und das Innere durch

(1.6)s int Poer(1%) = Pogein( 1)\ {1x} =
N2
=JxeE]||x - x| - /(L (v, x — 1x) <0
\l (T/)z _ 62
beschrieben ist. Da der Durchschniit der Halbgeraden p(ox; v) mit der konvexen

Menge int Pou';g)(ﬁ‘) eine offene Halbgerade ist (die eine Teilmenge von plox; v)
darstellt), so gibt es einen Punkt x* der Halbgeraden p(,x; v) in der Weise, dass

(1L7) x* = ox +t*v, >0, x*ePyu. (x)\{;x}, ofix,x*)>1 + 2
gilt. Fiir die Halbgerade
(1.8) p* = {xe E,,| X = ox + vi, 1 = 1*}

gilt dann p* < Py, (;%) N {;x} und daher gibt es ein &, > 0 in der Weise, dass
die &,-Umgebung von x* die Eigenschaft O(x*;¢,) © Py, (%) \ {;x} hat. Wihlt
man &, = min (¢,¢,), so gilt ebenfalls O(x*; ;) = Porip(1X)\ {;x}. Fiir einen
jeden Punkt y e O(x*; ¢) gilt dann

py=1{xeE|x=y+vi, t 20} Py, (1x)N{;x]} .

Bezeichnet man mit O(p*; &) die &,-Umgebung der Halbgeraden p* aus (1.8), so
gilt offenbar

(1.9) O(I)*; 80) = U Py © PO(x’;c)(lx)\ {IX} .

yeO(x*;20)

Fiir den Abstand o(x,, ,x) eines beliebigen Punktes x, der Halbgeraden p* von dem
Punkt ;x erhdlt man

0%(x,, 1X) = (oX + VI — X, oX + VI — | X) =
= (x* + v(t — %) — ;x, x* + v(t — t*)‘ — X)) =
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= (x* — 6 x* — %) + 2t — %) (v, x* — x) + (1 = %) (v, v) =
= [x* = x|? + 2(r = *) (v, x* — | x) + (1 — 1%)?.

Da anderseits nach (1.6), (v, x — ;x) > 0 fiir alle x € Py,,,)(;x) \ {;x} (und daher
nach (1.7) auch fiir x*) gilt, ergibt sich daraus o*(x,, x) = |[x* — x|, 1 = 1*.
Nach (1.7) folgt daraus

o(x;, 1 X) = o(x*, \x) > + 26, t=1r*.
Fiir den Abstand der Umgebung O(p*; so) von dem Punkt ;x erhdlt man dann
(1.10) o(y1x, O(p*560)) > 1" + 26 —gg =7 + ¢.

Die Hypersphére
Q={xeE||x - x| £ + ¢}

hat offenbar die Eigenschaft

(1.11), O(x';¢) = 2
und nach (1.10) ist
(1.11), O(p*;e0) ¢ 2.

Nach der Voraussetzung des Satzes enthilt die Umgebung O(p*; 80) Punkte der
Menge ;M. Sei x** € O(p*; &,) N ;M beliebig gewiihlt. Da ;x € ;M und ;M konvex

ist, so gilt
(1.12)  u(yx, x**) = {xeE,| x = ;x + t(x** — x), te{0,1)} = M.

Aus (1.9) folgt weiter x** e Py, (;X), x** % ;x. Nach (1.6), folgt daraus die
Existenz eines Punktes y* € O(X'; s) und einer Zahl u* > 0 derart, dass

X¥ = x + u¥(y* — 1x)
gilt. Da nach (1.11), 4
o(x**, 1 x) > 1" + &, oyt x) <t +¢
gilt, folgt daraus
¢ o< e o] =y ] <@+
und daher u* > 1. Der Punkt

1 1
y*=1x+E(x**—1x) (0<z—4;<1)

stellt dann aber einen inneren Punkt der Strecke u(,x, x**) dar und nach (1.12) ist
y* € ;M. Es gilt daher y* € ;M n O(x’; ¢). Da O(x’; ¢) eine in E, offene Menge ist,
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so stellt der Durchschnitt O(x'; €) m u(;x, x**) eine offene Strecke dar, die wegen
(1 .12) zu (M gehort. Wegen der beliebigen Wahl von ¢ > 0 ergibt sich daraus, dass
jede &-Umgebung 0(x’;8) von x' mindestens einen Punkt der Menge M, der
verschieden von Punkt x’ ist, enthdlt. Der Punkt x’ ist daher ein Haufungspunkt
von ;M. Wegen ;M = | M, folgt daraus x’ € ;M und da x’ ein beliebiger Punkt der
Halbgeraden p(;x;v), x" # ;x, und ;xe ;M war, folgt daraus p(;x;v) < ;M.
Nach der Definition des Recesionskegels gilt dann p(;x; v) = ;Mg(;x) und daher
ve Mg n Q. Es ist klar, dass wir im Falle, wo statt ;M die Menge ,M betrachtet
wird, zu dem Ergebniss v e ,Mg 0 Q gelangen. Hiemit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 1. Aus dem obigen Satz ergibt sich, dass jede der Mengen M, ,M
mindestens eine Halbgerade enthilt und daher eine in E, unbeschrinkte Menge dar-
stellt.

Satz 2. Es sei Ly, die lineare Hillle von ;M (i = 1, 2). Dann existiert eine trennende
Hyperebene R der Mengen ;M und ;M und es gilt fiir p(ox; v) aus (1.1)

(1.13) p(ox;v) = (Ly, 0 Ly, 0 R).

Beweis. Wir beweisen zuerst die Inklusion p(ox;v) < (L, nL,). Im Falle
p(ox; v) ¢ L,, wiirde es eine Zahl ¢’ > 0 in der Weise geben, dass fiir die Halbgerade

p={xeE|x= x+vt,t =t} cplox;v)

gelten p’ N L;, = @ wiirde. Daraus und aus der Konvexitit der Mengen p’ und L,
folgt die Existenz einer trennenden Hyperebene R’ der Mengen p’ und L,,. Bezeichnen
wir mit ;H’, ,H' die abgeschlossenen Halbriume, die der Hyperebene R" angehdren
und setzen wir 0.B.d.A. L, = H', p’ = ,H’ voraus. Im Falle dimL,, = d, =
=n — 1, kann man R" = L,;, wihlen und es gilt p’ = ,H’. Im Falle d; < n — 1,
kann man diejenige Hyperebene R’ wihlen, die die Eigenschaft L, < R’ hat und
parallel zu p’ ist, wobei p’ & R’ gilt'). Es gilt daher wiederum p’ = ,H’. Da ,H" ein
offener Halbraum, der die abgeschlossene Halbgerade p’ enthilt, ist, so gibt es eine
e-Umgebung O(p’; &) von p’ mit O(p’; &) = ,H’. Aus der Voraussetzung des Satzes
folgt aber, dass die Umgebung O(p’; ¢) Punkte der Menge ; M enthilt und daher ist
M ,H # 0, was mit dem obigen Ansatz ;M < L, = H' einen Widerspruch
gibt. Da fiir die Menge L,, eine dhnliche Uberlegung gilt, ist hiemit die Inklusion

(1.14) plox;v) = (L, 0 Ly,)

bewiesen worden.

1y Aus der Eigenschaft p’ N L, = 0 folgt die Existenz einer Zahl @ >0 und der Punkte
x €Ly, y €p’ mit o(Ly;,P)= ||x'—y’| = a>0. Die Hyperebene R" wird dann durch
R = {x€E, | (x— x’, y'— x') = 0} beschrieben.
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Aus dem Ansatz {M n ,M = @ ergibt sich die Existenz einer trennenden Hyper-
ebene R. Wir bezeichnen mit H*, H™ die ihr zugehdrigen offenen Halbriume und
setzen

(1.15) McH", McH

voraus. Es existiere nun ein Punkt x’ = ¢x + t've p(ox;v), (' = 0) mit x' ¢ R.
O.B.d.A. kann man x’ € H" voraussetzen. Falls fiir die Halbgerade

p={xeE|x=x+1v, 121}
die Inklusion

(1.16) p = H*

gelten wiirde, so gebe es eine Zahl ¢, > 0 mit O(p'; &,) = H". Nach Voraussetzung
des Satzes enthilt aber jede e-Umgebung der Halbgeraden p’ — und daher auch
die Umgebung O(p’; &,) — Punkte von ;M sowie ,M, was im Widerspruch mit
(1.15) steht. Es gilt daher p’ ¢ H* und da der Anfangspunkt x’ der Halbgeraden p’
die Eigenschaft x’ € H* hat, so gibt es einen Punkt x* € p’ in derart, dass x* =
= ox + t*v e R gilt und fiir alle t” > t* die Halbgerade

p' ={xeE|x=x+vi, 1 21"} < p(ox; V)

die Eigenschaft p” = H™ besitzt. Diese Inklusion fithrt aber zum Widerspruch auf
dhnliche Weise, wie es fiir die Inklusion (1.16) der Fall war. Es gibt daher keinen
Punkt x" € p(ox; v) mit x’ ¢ R. Daraus folgt p(ox; v) = R und mit Hinsicht zu (1.14)
die Behaupiung des Satzes.

Satz 3. Falls ;Mg der der Menge ;M (i =1, 2) zugehdrige Recesionskegel ist,
so gilt:
1. Die Menge ;Mg n ;Mg stellt einen konvexen Kegel in E, mit 1 < dim (Mg n
N ,Mg) < dim (L, n L, » R) dar;
2. Die Menge

(1.17)  Cyox) = {x€E,| x = ox + 1w, 1 =2 0, we (Q n ;Mg N ,Mp)}

ist ein konvexer Kegel in E, mit einem Scheitel in 4x, der sich von dem K egel
1Mg 0 Mg nur bis auf eine Translation unterscheidet, und es gilt fiir ihn

Ciox) = (L;, n Ly, N R).

Beweis. Da ;Mg (i = 1, 2) konvexe Kegel mit gemeinsamen Scheitel o sind, so
stellt auch ;Mg n ,Mg einen konvexen Kegel mit o als Scheitel dar. Nach Satz 1 ist
ve(Q n ;Mg n ,Mg) und daher

(1.18) dim (Mg~ ,Mg) = 1.

37



Wiihlen wir we (Q N (Mg 0 ,Mg) und ;y e M (i = 1,2) beliebig. Dic parallelen

Halbgeraden
pi={xeE|x=y+1tw t =0}

haben dann die Eigenschaft
(1.19) picM (i=12).

Wir betrachten eine trennende Hyperebene R der Menge ;M und ,M mit den ihr
zugehorigen offenen Halbrdumen H*, H™ und wir setzen wie im Satz2 /M < H*,
,M < H™ voraus. Wir zeigen zuerst, dass die Halbgerade p, parallel zu R ist (bzw.
liegt in R). Wiire es nicht der Fall, so miisste — wegen p, = ,M = H™ — die Inklu-
sion p,\{,y} = H™ gelten. Bei beliebiger Wahl ;x € ;M betrachten wir die Halb-
gerade

p(ix;w) = {xeE|x = ,x+ wt, 1 20}

(die parallel zu p, mit derselben Orientation ist) und einen Punkt ,x € p(;x; w) mit
,xe H™. Wegen (x e, M, we Mg ist, gilt p(,x; w) = ;M = H*, was ein Wider-
spruch ist. Die Halbgerade p, ist daher parallel zu R (bzw. liegt in R). Fiir die Halb-
gerade p,, die parallel zu der Halbgeraden p, ist, gilt dieselbe Behauptung. Daraus
folgt wegen ox € R (nach (1.13))

(1.20) plox; w) = {xeE| x = ox + 1w, 1 20} = R.

Da we(Q n Mg ,Mp) beliebig gewihlt wurde, folgt aus (1.20) und aus der
Definitionsgleichung (1.17)

(1.21) Cyox) = R.

Unter dem Ansatz p(ox; w) ¢ L, betrachten wir die obige Halbgerade p,, die
nach (1.19) die Eigenschaft p, = ;M < L, hat. Dann wire p(ox; w) 0 L, =0,
was im Widerspruch mit (1.13) steht. Es ist klar, dass auch in dhnlicher Weise die
Inklusion p(,x; w) = L,, bewiesen werden kann. Es gilt daher p(ox; w) = (L, n L)
fiir jedes w € (Q N ;Mg N ,Mp), was nach (1.17) und (1.21) zu

(1.22) C/ox) = (Ly, n L, " R)

fithrt. Aus (1.17) folgt unmittelbar, dass die Menge Cy(oX) einen konvexen Kegel
in E, mit einem Scheitel ;x (der sich von dem Kegel ;Mg n , Mg hochstens bis auf
eine Translation, durch die der Punkt o in den Punkt ox iiberfithrt wird unterscheidet)
darstellt. Es gilt daher

dim (;Mg 0 ,Mp) = dim Cy(ox) < dim (L;, 0 Ly, 0 R)

und (mit Hinsicht auf (1.18) und (1.22)) somit die Behauptung des Satzes 3.
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Bemerkung 2. Bezeichnet man mit L(,x) die lineare Hiille des Kegels Cy(ox)
aus (1.17), so ist nach Satz 3

Cox) = Ly(ox) = (L, 0 L, N R)
und daher
1 £d=dimCyox)<n—1.

Bemerkung 3. Durch die Sdtze 1, 2,3 haben wir diejenigen Richtungen v, die
bei der asymptotischen Berithrung im Sinne der Definition 1 in Frage kommen,
geometrisch charakterisiert. Der folgende Satz soll die Lage des Anfangspunktes ¢x
einer Halbgerade p(ox; v) mit der Eigenschaft aus der Definition 1 ndher charakteri-
sieren.

Satz 4. Es sei L,x) die lineare Hiille des Kegels Cy(ox) aus (1.17), L,_,(oX)
der zu Ly(ox) duale lineare Unterraum mit {4x} = Ly(ox) 0 L,_,(oX). Bezeichnet
man mit ;M* die Projektion der Menge ;M (i = 1,2) in den linearen Unterraum
L,_/(ox) in Richtung des linearen Unterraumes L,(,x), so gilt:

a) ;M* (i = 1,2) sind nichtleere, konvexe Menge in L,_,(ox) mit der Eigenschaft
MFEAL,MEF =0
b) ox € ;M* N ,M*.

Beweis. Die Mengen ;M* (i = 1, 2) sind folgendermassen definiert:
(1.23) M* = {xeE|{x} = L(y) 0 L,_sox), ye M}?) (i=1,2).

Die Eigenschaft, dass die Mengen M* (i = 1, 2) nichtleer und konvex sind, ist eine
in der konvexen Analysis bekannte Tatsache®). Den Beweis der Eigenschaft ;M*
N ,M* = 0 wollen wir indirekt fithren, d. h. wir setzen die Existenz eines Punktes
x*e  M* 0 ,M* voraus. Nach (1.23) gibt es dann Punkte ;xe M (i = I, 2) mit

Li(;x) 0 L,_y(ox) = L(,x) 0 L,_4(ox) = {x*} .

Da die lineare Unterrdaume L,(,x), L,(,x) parallel sind (bzw. zusammenfallen), folgt
daraus dann

(1.24) Ly(,x) = L(,x).

Wir definieren nun die Mengen
(125)  Cyix) = {xeE|x= x+ 1w, 120, we(Qn Mz M) (i=1,2)

die sich von dem Kegel Cd(ox) aus (1.17) hochstens durch eine Translation unter-
scheiden. Offenbar gilt dim C,(;x) = dim C,(,x) = d (i = 1,2) und aus (1.24)

2) Die Menge L,(y) stellt einen mit L,(ox) parallelem Unterraum, mit dim Ly(y) =
= dim Ly(ox) = d, y € Ly(y) dar.
3) Siehe z. B. [3].
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folgt dann (was leicht zu beweisen ist), dass auch dim (Cy(;x) N C,(,x)) = d gilt.
Somit ist

(1.26) Cix) N Cy5x) + 0.

Da fiir den Recesionskegel ;Mg(;x) der Menge ;M in ihrem Punkt ;x die Beschrei-
bung

,-MR(,.x) = {er,,l x=,x+tw, 1 =0, we(Q N iMR)} (i =1,2)
gilt, und da ;Mg(;x) = ;M ist, so folgt daraus und aus (1.25)
(1.27) C(ix) = Mp(ix) = M (i =1,2).

Aus (1.26) und (1.27) folgt ;M n , M =+ 0, was im Widerspruch mit der Voraus-
setzung ;M n ,M = 0 des Satzes steht. Es gibt also keinen Punkt x* mit x* e
€ ;M* n ;M* und daher ;M* n ,M* = . Hiemit haben wir die Behauptung
a) des Satzes bewiesen.

Wihlen wir ¢ > 0 beliebig und betrachten wir die &-Umgebung O(,x; €) von ¢x
und zugleich die e-Umgebung O(p(ox; v); &) der Halbgeraden p(ox;v) aus (1.1).
Nach Definition 1 ist O(p(ox; v); ) 0 ;M + 0 (i = 1,2). Wihlen wir

(1.28) yeOo(plox;v);e)n M (i =1,2)

beliebig und betrachten wir die linearen Unterrdume L,(;y) (i = 1, 2). Bezeichnen
wir weiter

(1.29) {iy*} = Ly) 0 L—i(ox) (i=1,2),
so gilt nach (1.23)
(1.30) yre M (i=12).

Fiir den Abstand der Punkte ;y von der Halbgeraden p(ox; v) gilt dann nach (1.28)

o(p(ox; v), iy) < &
und wegen ;y € Ly(;y), p(ox; v) = Ly(ox) folgt daraus

Q(Ld(ox), Ld(iy)) = Q(P(0X§ V)> iY) <ée (i =1, 2) .
Da zugleich (nach (1.29))
Q(Ld(ox), Ld(iy)) = Q(oxa iy*)

ist, so ist auch g(ox, ;y*) < ¢ und daher ;y* € O(ox; ¢) (i = 1,2). Da ¢ > 0 beliebig
gewihlt werden kann, folgt daraus nach (1.30), dass der Punkt ,x ein Haufungspunkt
beider Mengen ;M* (i = 1,2) ist und daher ist ox € ;M* N ,M*. Hiemit ist der
Beweis des Satzes 4 beendet worden.
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Bemerkung 4. Die Menge ;M* n ,M* ist eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Menge in E, fiir die — nach Behauptung a) des Satzes 4 — 0 < dim (;M* N
N LoM*) < n—d— 1gilt.

Satz 5. Es sei Cy(ox) der konvexe Kegel aus (1.17), Ly(ox) seine lineare Hiille,
Ly(x) der mit Lyox) parallele (bzw. zusammenfallende) lineare Unterraum mit
x € Ly(x), dim Ly(x) = dim Ly(,x) = d und .
(1.31) M= U L(x) (i=1,2).

xeiM
Es sei

plox;v) = {x€eE|x=ox +tv, 120, |[v

=1}

eine beliebige Halbgerade mit den Eigenschaften aus Definition 1. Dann gilt:
a) v e(Q n My n ,My);
b) (M, ;M sind konvexe Mengen in E, mit der Eigenschaft (I n ,M =0,
M, M0, M M (i =1,2);

c) ox'€ M M.

Beweis. Die Behauptung a) folgt unmitielbar aus der vorausgesetzten Eigen-
schaft den Halbgeraden p(ox’; v') und aus dem Satz 1.

Um die Konvexitdt der Menge ;9 zu beweisen, betrachten wir beliebige Punkte
iy e M (i = 1,2). Nach (1.31) gibt es dann Punkte ;x € ;M in der Weise, dass ;y €
€ L,(;x) gilt und daher ist L,(;y) = L,(;x) (i = 1, 2). Betrachten wir nun einen belie-
bigen Punkt y = A,y + ,4,y (A +,4 =1, {4,,A20), fir den offenbar ye
e Ly) = Lo,y + 12 ,y) gilt. Da offenbar

Ld(l}' 1Y+ 24 2)') =2 Ld(lY) + 52 Ld(z)’) =
=, Ld(lx) + ,A L,,(zx) = Ld(ll X+ A 2x)

gilt, ergibt sich daraus y € L(;2 ;X + ,2 ,x). Wegen der Konvexitdi der Menge ;M
ist 44 ;X + 4 ,x€ ;M und daher (nach (1.31)) y € ,9, womit die Konvexitit ;9
bewiesen ist. Dieselbe Behauptung betrifit offenbar die Menge ,9.

Unter dem Ansatz ;9 n ,M + O wihlen wir y e (9 N, beliebig. Nach (1.31)
gibt es dann Punkte ;x € ;M mit y € L,(;x) und es gilt daher L,(y) = L,(;x) (i = 1, 2).
Definiert man nun konvexe Kegel Cy(;x) (i = 1,2) nach (1.17), so liegen beide in
demselben d-dimensionalen linearen Unterraum Ly(y) und sie unterscheiden sich
voneinander hochstens durch eine Translation. Da dim C,(,x) = dim Cy(,x) =
= dim L,(y) = d ist, ergibt sich daraus Cy(;x) n Cy(,x) # 0 und daraus weiter
(nach (1.27)) ;M ~ ,M = 0. Dies ist aber ein Widerspruch mit der Voraussetzung
M ,M = 0 aus unserer Vereinbarung. Somit haben wir indirekt gezeigt, dass
A L,M = Oist.
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Es sei nun L,_,(ox’) der lineare duale Unterraum zu Ly(ox) mit ox" € L,_ (o).
Falls ;M* die Projektion der Menge ;M (i = 1,2) in L,_,(,x’) in Richtung des
Unterraumes L,(,x) bedeutet, dann gilt nach (1.31) und (1.23)

L,_i(ox') n M = U (Li—a(oX') N Ly(x)) = ;M*
xeiM
und daher auch
(1.32) M* < (i =1,2).

Da nach Satz 4 ox’ e {M* N ;M* ist, folgt daraus und aus (1.32) ox" € MM N ,M
und daher ;9 A ,M + Q. Die Inklusion ;M = M (i = 1, 2) ergibt sich unmittelbar
aus (1.31). Hiemit ist der Satz 5 vollstindig bewiesen.

Satz 6. Sind M (i = 1, 2) die Mengen aus (1.31), so ist die Menge (M = (M n , M
eine abgeschlossene, konvexe Menge in E, mit

(1.33) d°

I

dim oM = d = dim (Mg 0 ,Mp)

und jede Halbgerade

(1.34) plox'sv') ={xeE|x = ox" + v/, t 20, |v'| = 1}
mit
(1.35) oX €M, v erelint (Mg 0 ,Mg)

hat die Eigenschaft aus der Definition 1.

Beweis. Nach dem obigen Satz 5 ist 9 eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe
Menge in E,. Wir wihlen ox" € (9 beliebig. Da (nach Satz 5) M n ,M = O gilt,
so ist ox’ ein Haufungspunkt von ;9 und ,9M. Fiir ein jedes ¢ > 0 hat die ¢&-Umge-
bung O(,x’; &) von ox’ die Eigenschaft, dass es Punkte ;y mit

yeMn O(px"se) (i=1,2)
gibt. Nach (1.31) gibt es dann Punkte ;x € ;M derart, dass ;y € L,(;x) gilt, wobei
(1.36) L(x)c= M (i=1,2)
ist. Somit ist auch
(1.37) L(x) N O(ox';8) £0 (i=1,2).

Da L,(;x) (i = 1, 2) ein linearer Unterraum, der mit L,(,x’) parallel ist und dieselbe
Dimension d besitzt, folgt aus (1.37) die Inklusion

(1.38) ‘ L(x) = O(Lfox');e) (i =1,2)
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(O(Ly(ox"); &) ist die e-Umgebung von Ly(ox')). Wegen der beliebigen Wahl von
¢ > 0 folgt daraus und aus (1.36), dass jeder Punkt des Unterraumes Ly(,x’) ein
Héufungspunkt von 9t und ,M ist. Es gilt daher

(1.39) Li(ox') = (M A ,M) = M,

woraus sich die Ungleichung (1.33) ergibt.

Es sei nun ox’ und v’ mit der Eigenschaft (1.35) beliebig gewihlt. Nach der obigen
Betrachtungen gibt es dann Punkte ;x e ;M (i = 1,2) mit der Eigenschaft (1.38),
woraus die Ungleichung

(LX), Li(ox)) <& (i =1,2)

fiir den Abstand der Unterriume Ly(;x), L,(ox’) (i = 1,2) folgt. Somit gibt es
Punkte

(1.40)  x'eL,(x) mit o(x, ox') = o(Ly(;x), Lyox)) <& (i=1,2).
Wegen v’ € rel. int (;Mg N ;M) ist

(1.41) oX' 4+ v e Cpx') = Ly(ox')

und aus (1.40) folgt dann

(1.42) X' € 0(p(ox';v');e) (i=1,2)

(wobei O(p(ox’; v'); &) die &-Umgebung der Halbgeraden p(ox’;v') aus (1.34) be-
deutet). Fiir die Halbgeraden

i ={xeE|x=x+w, 120} (i=12)
gilt dann nach (1.42)
(1.43) < O(p(ox'5v')se) (i=1,2).

Wegen ox' + v’ e Ly(ox') (nach (1.41)) gilt auch x’ + v’ e Ly(;x) und da auch
ix" € Ly(;x) (nach (1.40)) gilt, muss auch ;p’ = Ly(;x) (i = 1, 2) sein. Da v’ e rel. int
(Mg N ,Mp) ist, so ist ;x + v’ erel.int Cy(;x) und daraus folgt dann (wie sich
leicht beweisen lisst), dass die Durchschnitte ;p’ N C,(;x) (i = 1, 2) unbeschrinkte
Mengen sind. Somit existieren Halbgeraden ;p” mit ;p” < ;p’, ;p” = Cy(ix) (i = 1,2),
woraus dann nach (1.27)

(1.44) e M (i=1,2)

folgt. Wahlt man nun t* = 0 und ¢ > 0 beliebig und betrachtet man die e-Umgebung
O(p'; ¢) der Halbgeraden

p={xeE|x=,x +w,t21},
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so ist offenbar p’ < p(ox’;v'), O(p'; &) = O(p(ox'; ¥'); €). Daraus und aus (1.43),
(1.44) ergibt sich, dass die Umgebung O(p'; &) der Halbgeraden p’ Punkte der
Menge ;M sowie der Menge ,M enthilt. Da die Zahlen t' = 0, ¢ > 0 beliebig ge-
wihlt wurden, folgt daraus nach Definition 1, dass die Halbgerade p(,x’; v') aus
(1.34) die Eigenschaft aus der Definition | besitzt. Hiemit ist der Satz 6 bewiesen
worden.

Bemerkung 5. Wiirde man in den Voraussetzungen des Satzes 6 die Voraussetzung
v’ erel.int (;Mg N ,Mg) durch die Voraussetzung v’ e (; Mg n ,Mg) ersetzen, so
wird die Behauptung des Satzes 6 allgemein nicht gelten, wie es das folgende Bei-
spiel 1 zeigt.

Beispiel 1. Betrachten wir in E, die konvexen, abgeschlossenen,dreidimensionalen
Mengen

M = {(x,y,z)e E5|] =zx

v

I, xz0,yz0,zz2z0},

A

M= {(x,y,2)eEy| —zx 21, x=0, y=20, z=0}.

Offenbar ist
MA M=09,
Mg ={(x,y,2)eEs] x=0, y=0, 220},
Mg = {(x,7,2)eE;| x <0, y20, 220},
Mg Mg = {(x,9,2)eEy| x=0,y20, 220},

Qn Mg My ={veE)| v, =0 v +0v3=1,0,20, v3 20}.

v

Die Bedingung v € rel. int (;Mg N ,Mg) hat hier die Form v, = 0, v, > 0, v; > 0,
v3 4+ v3 = 1. Definiert man ox = o, so ist in unserem Fall

Ci(oX) = Cy0) = {(x, 3, 2)€E5| x =0, y = vyt, z =31, t 20,
ve(Qn Mz M)},
Li(ox) = Ly(0) = {(x, y,z) e E5 | x = 0},
M= {(x,y,2)eEs| x>0}, ,M={(x,y,z)eEs|x <0},
oM = M LM = {(x,y,2) e Ey| x = 0} = Ly(o).

Die einzigen Vektoren v e (Q n ;Mg N ,Mp) mit v ¢ rel. int (Q n ;Mg N ,Mg) sind
die Vektoren ;v = (0,1, 0), ,v = (0,0, 1).

In der Richtung des Vektors ,v gibt es keine asymptotische Berithrung der
Mengen ;M und ,M, da fiir keinen Punkt einer geniigend kleiner e-Umgebung
O(p’; €) der Halbgeraden

Pep={xeE|x=x"+,vt,120}, x'eL,(o)
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weder die Bedingung zx = 1 noch —zx = 1 erfiillt ist und daher gilt O(p'; e) Nn M=
=0,0(p';¢) " ,M = 0.

In der Richtung des Vektors ,v haben die Mengen ;M und ,M eine asymptotische
Beriihrung, da z. B. die Halbgerade

plo;,v) = {(x,y,2)eE; [ x =y =0,z =1, 120}

die Eigenschaft aus der Definition 1 hat. Es ist aber nicht war, dass fiir einen beliebig
gewihlten Punkt x” € (9 = L,(o) die Halbgerade p(x"; ,v) die Eigenschaft aus der
Definition 1 besitzt. Z. B. fiir die Wahl x” = 0, y" = —1, z” = 0 besitzt die Halb-
gerade p(x”; ,v) die eben genannte Eigenschaft nicht.

Bemerkung 6. Nach Satz 2 und 6 giit fiir jede Halbgerade p(ox’; v') aus (1.34)
im Falle ox" € ¢M, v’ e rel. int (Mg 0 ,My), [v/| = 1

plox’;v') = (Ly, ~ Ly, O R).
Nach Satz 3 gilt weiter
CioX) = {x€E,|x = ox + wt, 1 20, we(Q n ;Mg n ,Mp)} =
< (L, n L, " R). '

Bezeichnet man mit R die Menge aller trennenden Hyperebenen der Mengen (M, ,M

mit (R ihren Durchschnitt, so gilt offenbar
R

Ciox’) = Ly(ox') = (Ly, 0 Ly (QR)) .
Da (x’ € (9 belicbig gewdhlt wurde, folgt daraus

(1.45) U Li(x) = (Ly, n Ly, 0 (QR))

xeoM

Da nach (1.39) U Ly(x) = (M ist, so folgt daraus und aus (1.45)

xeoM
oM <= (Ly, 0 Ly, n(NR)),
R
woraus dann mit Hinsicht auf (1.33)
d = dim (;Mg 1 ,Mp) < d° = dim (M < dim (L,;, N Ly, 0 (NR))
R

folgt.
Das folgende Beispiel 2 zeigt, dass es Fille gibt, fiir die

d° < dim (L, n Ly, o (NR))
R

gilt.
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Beispiel 2. Durch

v

M = {(x, y,z)eEy| z

|tg \/(xz + )], x* + < G)Z}
M = {(x,y, Z)eEy|x = f}

2

I\

sind offenbar in E; zwei konvexe, abgeschlossene Mengen der Dimension 3 beschrie-
ben, die die Eigenschaft ;M n ,M = @ haben. Fiir diese Mengen berechnet man

Mg = {(x,y,2)eE]x=y=0,z20}, ,Mg={(x,y,2)eEs| x=0}.

Daraus folgt ;Mg n ;Mg = Mg, dim (Mg 0 ,M,) = 1. Die Halbgerade
n
PZ{(Xa}',Z)EEsl X = Ea y=03 z=1, tgo}

besitzt offenbar die Eigenschafien aus der Definition 1 und daher beriihren sich die
Mengen ;M und ,M asymptotisch in Richtung v = (0, 0, 1). Fiir die Menge (9 gilt

oM = {(x,y,z)eEJ‘ X = g, y=0,z=t, le(—oo,oo)}

und daher dim (9 = d°® = 1. Die Hyperebene R = {(x, y, z) € E;| x = n[2} ist
offenbar die einzige trennende Hyperebene der Mengen ;M und ,M. Da dim M =
= dim ,M = 3ist,soist L,, = L,;, = E; und es gilt daher

dim (L, Ly, ~ (NR)) = dim (E; ~ Ey A R) = dimR = 2.
R

Es ist also in unserem Fall

d®°=1<2=dim(L, nL, n(NR)).
R
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Souhrn

ASYMPTOTICKY DOTYK DVOU KONVEXNICH MNOZIN
V DANEM SMERU

LiBUSE GRYGAROVA

Prdce je pfispévkem k teorii konvexnich mnoZin v E,, a zabyvd se pojmem asympto-
tického styku dvou konvexnich uzavienych mnoZin v ur€itém sméru v. Tento pojem
zavedeny definici 1 vyZaduje existenci ur¢ité polopiimky p(ox;v) s predepsanymi
vlastnostmi. Hlavnim cilem prdce je podat vylerpdvajici geometrickou charakte-
ristiku polohy v8ech takovychto polopfimek a to co do smérii v, tak i co do polohy
Jjejich poddteénich bodti ox. Vysledky tohoto rozboru se opiraji predevsim o vlastnosti
recisivnich kuzelt dané dvojice konvexnich mnozin.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Libuse Grygarovd, CSc., Matematicko-fysikalni fakulta KU,
Malostranské nam. 25, 118 00 Praha 1.
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