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SVAZEK 25 (1980) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

ASYMPTOTISCHE BERUHRUNG k-TER ORDNUNG
KONVEXER MENGEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen 20. Januar 1978)

In verschiedenen Optimalititsproblemen der konvexen Optimierung, die heut-
zutage sinnvolle Anwendungen in der 6konomischen Praxis finden mégen, kommen
auch solche Fille in Frage, wo das entsprechende Minimumproblem zwar unldsbar ist,
jedoch ein endliches Infimum vorhanden ist. Eine qualitative Untersuchung solcher
Aufgaben hat einen Sinn nicht nur als ein Beitrag zur Erginzung der Theorie der
konvexen Optimierung, sondern auch fiir eine numerische Losung konkreter Proble-
me. Was die mathematische Modelle in der Gkonomie betrifft, so geht es am meis-
tens um den kleinsten Wert der Zielfunktion und nicht um die Bestimmung eines
konkreten Optimalpunktes. Der Verfasser hat hier die Absicht einen tieferen Ein-
blick in die geometrische Struktur der Probleme des fraglichen Typs vorzulegen
(im Gegensatz von dem analytischen Zugang anderer Autoren, z. B. [1]) mit der
Angabe ihrer vollstandigen Klassifikation.

Dieser Artikel schliesst unmittelbar an die Arbeit [2] an. In [2] geht es um den
Begriff der asymptotischen Berithrung in bestimmter Richtung von zwei abgeschlosse-
nen, konvexen Mengen in E,, um ihre geometrische Charakteristik und um die
Herleitung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir diese asymptotische
Berithrung. In der vorgelegten Arbeit geht es dagegen um einen allgemeineren
Begriff der asymptotischen Berithrung von zwei abgeschlossenen, konvexen Mengen
in E, mit der Zielstellung diesen allgemeineren Begriff wiederum geometrisch zu
charakterisieren und ihn in Zusammenhang mit dem Begriff der asymptotischen
Beriihrung aus [2] zu bringen. Offenbar ist es natiirlich die asymptotische Beriihrung
von zwei konvexen, abgeschlossenen Mengen als einen ihren Zustand zu definieren,
wo ihr Durchschnitt leer und der Abstand gleich Null ist. In diesem Falle brauchen
aber die fraglichen Mengen nicht eine asymptotische Berithrung in bestimmter
Richtung im Sinne der Arbeit [2], zu besitzen. Es werden hier notwendige und
hinreichende Bedingungen, unter welchen die beiden Auffassungen der asympto-
tischen Beriithrung dquivalent sind, abgeleitet. Eine asymptotische Beriihrung in der
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allgemeinen Auffassung wird durch ein Tripel von natiirlichen Zahlen eindeutig
charakterisiert (die Ordnung der Berithrung, der Grad der Beriihrung und die Di-
mension des zugehdrigen asymptotischen linearen Raumes). Die angefiihrten Bei-
spiele illustrieren einige einfache, typische Félle. Die Symbolik, sowie die hier be-
nutzten Begriffe wurden aus der Arbeit [2] derer Ergebnisse eine Grundlage fiir die
Entwicklung der Theorie und die Beweisfithrung darstellen, iibernommen. Man geht
hier auch von bekannten, elementaren Kenntnissen der konvexen Analysis, insbeson-
dere von den Eigenschaften der Recessionskegel von konvexen Mengen, die in den
bekannten Monografien (z. B. [3], [4]) angefiihrt sind, aus.

Lemma 1. Es seien ;M (i = 1, 2) konvexe, abgeschlossene Mengen in E, mit
MM =0 und O(;M;e) N ,M =% 01') fir alle e > 0. Dann gilt zugleich

O(L,M;e)n M +0 firalle ¢>0.

Beweis. Wihlen wir ¢ > 0 und ,x € O(;M; &) N ,M beliebig. Nach der Voraus-
setzung ;M n ,M = 0 folgt daraus ,x ¢ ;M. Fiir den Abstand g(,x; ;M) des Punk-
tes ,x von der Menge ;M gilt dann 0 < g(,x; ;M) < . Wegen ;M = cl ; M, ?) gibt
es einen Punkt ;x e M mit o(;x; ;M) = o(,x; 1X) = ||,x — x| < & und daher
gilt ;xe 0(,x;¢). Wegen O(,x;¢) = O(;M;¢), gilt dann ;x e O(;M;¢) und da
1X € ;M ist, folgt daraus O(,M;¢e) N M + 0.

Bemerkung 1. Nach dem Beweis von Lemma 1 ist ;xe O(,M;e), ;xe M,
1x€ O(;M;¢) und daher ;x e O(;M;¢) n O(,M;¢). Eine dhnliche Aussage gilt
offenbar auch fiir ,x € ,M. Fiir jedes ¢ > 0 enthilt daher die Menge

N, = 0(;M; &) n O(,M; ¢)
Punkte der Menge ;M und der Menge ,M. Offenbar gilt auch dim N, = n.

Lemma 2. Falls M, ,M nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen in E, sind,
so gilt
MAM=9, O((M;e)n ,M+0 firalle ¢e>0« Mn ,M=90,
o(;M; ;M) = 0.

Beweis. Nach dem Beweis von Lemma 1 gibt es fiir beliecbige Wahl ¢ > 0 Punkte
Xe M (i =1,2) mit g(;x; ,x) < ¢ und somit o(;M; ,M) = 0. Ist andererseits
M LM =0, o(;M; ,M) = 0, so gibt es einen Punkt x’ e ,M mit o(x’; ;M) < ¢
und daher x’ € O(;M; ¢) fiir alle ¢ > 0. Daher gilt O(;M; &) N ,M =+ 0.

oM, e = {xeE,|o(x; M)= inf {||x—y|} < ¢} ist die sogenante e-Umgebung der
yeiM
Menge M.

2) Wir bezeichnen mit dem Symbol ¢l M die Abschliessung der Menge M.

210



Lemma 3. Unter den Voraussetzungen vom Lemma 1 gilt
1 <d=dim(;Mgn M) <n—1.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Menge O(;M;¢) N ,M unbeschrinkt ist.
Um den Beweis indirekt zu fithren, setzen wir voraus, dass es mindestens ein ¢, > 0
so gibt, dass die Menge 0(,M;so) N ,M beschrankt ist. Sei {zk} eine beliebige
Zahlenfolge mit

0< gy <g<g (k=12.), limg, =
k—

und  x € O(;M; g,) N ,M beliebig gewihlt. Offenbar gilt
O(1M; &4 1) =Ct= o(;M; &) i O(1M;e) (k=1,2,..).

Die kompakte Menge cl O(;M; ¢,) N ,M enthilt daher die unendliche Anzahl von
Punkten ;x (k = 1,2,...) und nach dem bekannten Satz aus der Analysis gibt es
einen Haufungspunkt x’, der Folge ,x (k = 1,2, ...) fiir den x’ ecl O(;M; &,) N
N ,Mist. Da

x' ehf\l (0(;M; &) N M) = .M (ﬁ(‘M; &)
und

N 0(1M§ Sk) =,;M
k=1
gilt, ergibt sich daraus x’ € ;M n ,M, dieses aber widerspricht der Voraussetzung
1M~ ,M = 0. Die Menge O(;M; ¢) N ,M ist daher fiir alle ¢ > 0 unbeschrinkt.
Dies gilt offenbar auch fiir die Menge cl O(;M; ¢) N ,M. Aus der bekannten Eigen-
schaft der Recessionskegel folgt dann

(2.1) dim [cl O(;M;e) n ;Mg 2 1

und weiter

(2.2) [cl O(;M; &) N ,M]g = [cl O(;M; g)]g n M.
Da aber

[clO(;M; &)l = Mg
gilt, folgt daraus nach (2.1) und (2.2) die Ungleichung dim (;Mg n ,Mg) = 1.
Wegen den Voraussetzung ;M n ,M = 0 gibt es eine trennende Hyperebene R
der Mengen ;M und ,M. Wihlen wir we ( ;Mg ,Mg), [w| =1 und ;ye M
(i = 1, 2) beliebig. Die Halbgeraden
D= {er,,]x= Yy + wt, 1 > 0}
sind nach dem Beweis des Satzes 3, [2]°) parallel mit der Hyperebene R. Da der

3) In dem betreffenden Teil des zitierten Beweises wurde von der Voraussetzung des Satzes,
dass die Mengen ; M, , M sich in Richtung v asymptotisch beriihren, kein Gebrauch gemacht.
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Vektor w e (Mg 0 ,Mp), |w| = 1 beliebig gewihlt wurde, folgt daraus, dass der
Kegel ;Mg n ,Mp in der mit der Hyperebene R parallelen Hyperebene, die den
Punkt o enthilt, liegt und daher gilt dim (;Mg n ,Mz) < n — 1.

Lemma 4. Es seien (M, ,M Mengen die den Voraussetzungen vom Lemma 1
geniigen, Ly(o) sei die lineare Hiille des Kegels ;Mg n ;Mg, Ly(x) der mit L,(o)
parallele (bzw. zusammenfallende) lineare Unterraum mit dim L,(x) = dim L,(0) =
= d, x € Ly(x), dann sind die Mengen

(2.3) M= ULk (i=12)

xeiM

in E, konvex mit den Eigenschaften M < M (i = 1, 2),
ML, M =0, dim(cl, Mg ncl ,Mg) = d.

Beweis. Die Behauptung, dass die Mengen 9 konvex sind und M < I (i =
=1,2), (M ,M = 0 gilt, wurde im Beweis des Satzes 5, [2] gezeigt *). Wegen
M < M, gilt auch ;Mg = (cl M), und daher ist

(1Mg 0 M) <= ((cl 1 M)z N (c] ,IM)g) -
Daraus folgt
dim ((cl M)z A (el ,M)g) = dim (Mg N ,Mg) = d.

Satz 1. Falls die Mengen ;M (i = 1,2) die Voraussetzungen vom Lemma 1
erfiillen und die Mengen M (i = 1, 2) die Bedeutung aus (2.3) haben und die Voraus-
setzung

(2.4) dim ((cl ;M)g N (cl ,M)g) = dim (Mg N ,Mp) = d
erfiillt ist, dann gilt:
a)cl Mncl ,M=+0;

b) Fiir einen beliebigen Punkt ox' €cl (M n cl ,M und beliebigen Vektor v’ € rel.
int (;Mg 0 ,Mp), |[v'|| = 1, besitzt die Halbgerade

p(ox';v') = {x€E,

x = ox + V't t =0}

die Eigenschaft aus der Definition 1, [2] (d. h. die Mengen |M, ,M beriihren sich
asymptotisch in der Richtung v').

Beweis. Nach (2.3) und nach der Definition eines Recessionskegels gilt Ly(o) <
< (cl M)g (i = 1,2) und daher

(2.5) Li(o) = (cl ;M) N (cl ;M) .
Daraus und aus dem Ansatz (2.4) ergibt sich dann

(2.6) (c1 1 M)g O (el ;M)g = Ly(0) .
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Da
[cl O(M; e)]q = (cI M)z (i = 1,2)
fir alle ¢ > 0 gilt, so folgt daraus und aus (2.6)
(2.7) [cl O(;M; &) N cl O(M; 6)[g = [cl O(;M; €)]g O [cl O(M; &)]p =
= (cI (Mg N (cl ,M)g = L,(o0).
Betrachten wir den zu dem linearen Unterraum L,(o) dualen linearen Unterraum
L,_,(o) und wihlen wir x € O(;M; ¢) n O(,M; ¢) beliebig (nach der Bemerkung 1

ist dieses moglich). Da nach Lemma 4 .M < I (i =1,2) ist, so gilt ebenfalls
x e O(;M; &) N O(;,M; ¢). Nach (2.3) gilt dann

L(x) = O(;M; &) N O(,M; ¢),
woraus nach (2.7)
L,_40) N (cl O(;M; &) N cl O(,M; ¢)) + 0,
[L,—s(0) N cl O(;M; &) N cl O(,M; €)]q = L,—4(0) N L,(0) = {0}

folgt. Da eine konvexe Menge genau dann beschrankt ist, wenn ihr Recessionskegel
ein einziger Punkt ist, folgt daraus, dass die Menge

L,_40) ncl O(;M; &) n cl O(,M; ¢)
und daher auch die Menge
(2.8) M} =L, ,(0) n O(;M; &) N O(,M; &)
fur jedes ¢ > 0 beschrinkt ist.
Nach der Bemerkung 1 gibt es Punkte ;x € ;M mit der Eigenschaft ;x € O(;M; &) N

N O(LM;¢) (i = 1,2), o(;%; ,x) < e. Dann gilt offenbar auch o(L,(;x); L,(,x)) < ¢,
wobei

(2.9) L(ix) = O(;M; 6) o O(;M: 8) (i = 1,2)

ist. Bezeichnet man

(2.10) {x*} = L,_j0) n Ly(ix) (i =1,2),

so gilt nach (2.9)

(2.11) X*¥el,_y0)n O(;M;e) N O(,M;e) = MF (i=1,2),
wobei (nach (2.10) und (2.3))

(2.12) o(1x*; ,x*) = o(L(;x); L(,x)) <&, x*e M (i=1,2)

ist. Wir wihlen nun eine Zahlenfolge {g} mit & >0, g4, <& (k=1,2,..),
lim g, = 0 beliebig und jedem ¢, ordnen wir diec Menge M} nach (2.8) zu. Es gilt

k— o0

dann offenbar
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M: S ME (k=1,2..)

Ek+1

und nach (2.12), (2.11) gibt es Punkte “x* € M2, i x* € M (i = 1, 2) mit o(fx*; §x*) <
< g (k=1,2,...). Da jede der Mengen MZ (k = 1,2,...) nichtleer, konvex und
beschrinkt ist, so ist sx*ecl M} (k= 1,2,...;i =1, 2) und es existiert ein Punkt
x* e cl M¥, der ein Hiufungspunkt der Menge {{x*} (k = 1,2,...) und — wegen
kx* ¢ M — ein Hiaufungspunkt von M ist. Aus den Ungleichungen o(x*; §x*) < ¢,
(k=1,2,...) folgt dann, dass der Punkt x* auch cin Haufungspunkt der Menge
LM ist. Daraus folgt x* e cl (M N cl ,IM. Somit ist die Behauptung a) des Satzes 1

bewiesen. Die Bahauptung b) des Satzes 1 ist ein Teilergebnis im Beweis des Satzes 6,
[21°).
Beispiel 1. Die Mengen
M = {er3|xz§ ,x<0,y<1},

M = {xekE,

lgx — y> +2z20,x 20}

sind offenbar abgeschlossen und konvex in E; mit M n ,M =0, O(lM;s) N
N oM * 0 fiir alle ¢ > 0 und dim ;M = dim ,M = 3. Man iiberzeugt sich leicht,
dass in unserem Falle

M= {veE;|v, 0,0, £0,0; 20},

Mg = {veE;|v, 20,0, =00, = 0}

ist und daher
Mg Mg = {veE;|v, = 0,0, = 0,05 = 0},
d =dim (Mg 0 ,Mp) = 1,

L(o) = Ly(0) = {veEs|v, = v, = 0}

gilt. Nach (2.3) erhilt man weiter
ol M= {xeE|x=0,y <1}, cl,M={xeE;s|x =0}

und daher

cl My = {veE;|v, 0,0,

IIA

0}, cl, My = {veEy|v, 20},
cl (Mg el My = {veEy|v, =0,0, <0}.
Somit ist
dim ((c1 ;M) N (cl ;M) = 2 > dim (Mg 0 ,Mg) =d = 1.
Beispiel 2. Betrachten wir in E; die Mengen

M= {xeEy|xy +1£0,x<0,z2 )%,
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oM = {xeE;|x =0},

die die Eigenschaft haben, dass sie nichtleer, abgeschlossen und konvex in E; mit
M ;M = Qund O(,M; ) N (M * Qfiirallee > Osind. Es ist klar, dass dim ;M=
= dim ,M = 3. Fiir die Recessionskegel ; Mz und ,Mg der Mengen (M, ,M gilt

My ={veE;|v, 20,0, =0,0, 2 0},
Mg = {veE,|v, 2 0},
Mg M = {veE3'vl = 0,0, =0,03 =0},
dim (;Mg N ,Mp) = 1
und fiir die lineare Hiille L (o) des Kegels ;Mg N ;Mg erhilt man
Lo) =L(0) = {xeE;|x =0,y =0,z =11e(—0, 0)}.
Fiir die Mengen (9, ,9 aus (2.3) ergibt sich in unserem Fall
M = {xeEs|xy+1=0,x=0}=cl,M,
M = ,M = {xeEy|x =0} =cl,M
und ihre Recessionskegel cl (Mg, cl ;M sind durch
cl Mg = Mg = {veEy|v, 0,0, 20},
Mg = cl My = {veEs|v, = 0}
beschrieben. Daraus folgt
cl M el My = Mg 0, Mg = {(veEy v, = 0,0, 2 0}
und daher
dim (; Mg N M) = 2 > dim (Mg 0, Mg) = 1.
Aus der obigen Beschreibung der Mengen 9, ,9 ergibt sich
M, M=cl Mncl ,M=0.
Nach dem Satz 5, [2], folgt daraus, dass die Mengen ; M, ,M sich in keiner Richtung
v asymptotisch berithren und daher gibt es auch keine Halbgerade p mit der Eigen-
schaft aus der Definition 1, [2]. Die Punkte der regulidren Kurve

t2

1 1
k={er3|x=~t,y=*,z=—,t>0}
t

sind die Randpunkte von ;M. Dabei nihert sich diese Kurve fiir t - 0% zu der
Randhyperebene R = {x e E; | x =0} von ,M und es gilt o(k; ,M) = 0. (Die
Hyperebene R stellt offenbar eine Trennungshyperebene von (M und ,M dar.) Die
Projektion der Kurve k in die Hyperebene R in Richtung der Achse x ist die Kurve
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oder, wenn man die Transformation u = I/t einfiihrt,
k*={er3’x=0,y=u,:=u2,u>0}.

Die Kurve k* hat offenbar die Eigenschaft, dass fiir jede Wahl von ¢ > Ound v’ > 0
enthilt die e-Umgebung O(k'; ¢) der Kurve

k’=-{er3|x=0,y=u,z=uz,u u'}

v

Punkte von ; M, sowie Punkte von ,M.

Bemerkung 2. Im Beispiel 1 wurde gezeigt, dass es Mengenpaare M, ,M in E,
(die die Voraussetzungen aus Lemma 1 erfiillen) gibt, fiir die (2.4) nicht gilt und
trotzdem cl {9 N cl ,M =% @ ist. Durch das Beispiel 2 wurde gezeigt, dass Mengen-
paare ;M, ,Min E, (die die Voraussetzungen vom Lemma 1 erfiillen) existieren, fiir
die ebenfalls (2.4) nicht gilt, aber dabei cl ;M N ¢l , M = O ist.

Satz 2. Es seien ;M, ,M nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit
M M = 0 und es haben (M, ;M die Bedeutung aus (2.3). Dann gibt es einen
Vektor v(“v“ = 1), der die Eigenschaft hat, dass die Mengen (M, ;M sich in Rich-
tung v genau dann asymptotisch beriihren, wenn

(2.13) cd Micd ,M*0, O(M;e)n ,M*0 firalle ¢>0
gilt.

Beweis. Falls (2.13) erfiilt ist, so gibt es (nach Beweis des Satzes 1) einen Vektor v
derart, dass die Mengen ; M, ,M sich in Richtung v asymptotisch beriihren.

Falls andererseits sich die Mengen ; M, ,M in Richtung v asymptotisch beriihren,
so enthilt fiir jedes ¢ > 0 und ' = 0 die &-Umgebung O(p’; ¢) der Halbgeraden
p = {x €E, ‘ X = X + tv,t = t'} Punkte der Menge M, sowie der Menge ,M
(nach Definition 1, [2]). Wahlt man ;xe M O(p’;¢) (i = 1,2) beliebig fest, so
gilt fir die Halbgeraden ;p = {x€E, [ x = x + tv,t = 0} die Inklusion ;p <
< O(p'; ¢) und dariiber hinaus ;p = ;M (i = 1,2) (da nach Satz 1, [2], ve ,Mg
N ,Mg ist). Daher gilt ;p = ;M n O(p'; ¢) und offenbar gibt es Punkte x*e p
(i = 1,2) mit o(;p; ,p) = oy x*; ,x*) < 2e. Wegen x*e M (i = 1,2) und nach-
dem ¢ > 0 beliebig ist, folgt daraus o(;M; ;M) = 0 und wegen M ,M = 0 ist
weiter O(;M; g) N ,M # 0 fiir alle ¢ > 0. Nach Satz 5, [2] ist dann ¢l {9 A ¢l ;M +
+ 0.

Satz 3. Falls {M, ,M abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit der Eigenschaft
MM =0, 0(M;e) A ,M =+ 0 fiir allee > 0,d = dim (;Mg 0 ;,Mg) = n — 1
sind, so gibt es so einen Vektor v (Hv“ = 1), dass sich die Mengen (M, ,M asympto-
tisch in Richtung v beriihren.
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Beweis. Da d = n — 1 ist, so gilt nach Lemma 4 dim ((cI ;9M)z N (cl ,M)z) =
= n — 1. Falls dim ((cl {M)g 0 (cl ,M)g) = n wilre, so betrachten wir ein beliebiger
Punktenpaar ;x erel.int M (i = 1,2). Aus den bekannten Eigenschaften der Re-
cessionskegel von konvexen Mengen ergibt sich

(cl Mg (:x) = Mp(ix) = M (i =1,2), (c] M)z (1x) A (cl Mg (%) £ 0.

Daraus folgt 9 n ,M += 0 im Widerspruch mit der Behauptung von Lemma 4.
Es ist daher dim ((cl ;9)g N (¢l ,M)g) = n — 1 und nach dem Satz 1 folgt daraus
die Behauptung.

Bemerkung 3. Falls ;M, ,M abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit ;M n
N ,M = @sind, fiir die (2.13) gilt, so beriihren sich (nach Satz 2) di¢ Mengen (M, ,M
asymptotisch in einer Richtung v. Nach Satz 6, [2] gilt dann ¢’ = dim (cI (M N
N cl,M) = d = dim (;Mg 0 ,Mg). Das folgende Beispiel 3 zeigt, dass der Fall
d'" > d eintreten kann.

Beispiel 3. Die Mengen in E;

1M::{er_,)l zx

I
IIA

Lx=20,0=y =< oy, 22

0

M = {er3[ —zx21,x£0,05y<,4y,220

oy > 0, beliebig festgewahlt, sind offenbar konvex, abgeschlossen und stellen echte
Teilmengen der Mengen aus dem Beispiel 1, [2], dar. Daher gilt auch hier ;M n

N ,M = 0. Die Eigenschaft O(;M; ¢) n ,M = 0 fiir alle ¢ > 0 ist ebenfalls erfiillt.
Fir diese Mengen M, ,M stellen wir fest:

Mg = {xeEy|x20,y=0,220}, ,Mg={xeE;|x<0,y=0,z20},
Mg Mg = {xeE;|x=0,y=0,z20}, d=dim( ;Mg ,Mg)=1.

Die lineare Hiille L,(o) des Kegels ;Mg n ;M ist in unserem Fall die z-Achse. Nach
(2.3) erhilt man hier

M= {xeE[x>00=y=< oy}, M={xeE|x<00=y=,y}.

Somit gilt ¢l {9 A cl ;M = {x e E, I x=0,0 <y <y}, d. h. die Menge cl ;MM N
N cl ,M stellt einen Streifen der Breite 4y in der durch {x € E, l x = 0} beschriebe-
nen Ebene dar. Esistalsod =2 > 1 =d.

Bemerkung 4. Wie aus Beispiel 2 ersichtlich ist, gibt es allgemein fiir zwei kon-
vexe, abgeschlossene Mengen ;M, ,M in E, mit M ,M = 0, O((M;¢) n .M £ 0
fir alle ¢ > 0, d. h. (nach Lemma 2) mit

(2.14) M M=0, o(;M;,M)=0,

keinen Vektor v (|[v|| = 1) in der Weise, dass sich die Mengen ; M, ;M in Richtung v
asymptotisch beriihren. Da es aber ganz natiirlich erscheint die Eigenschaft (2.14)
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als die Definitionseigenschaft der asymptotischen Berithrung von zwei abgeschlosse-
nen, konvexen Mengen in E, anzusehen, fithren wir eine allgemeinere Definition der
asymptotischen Beriihrung solcher Mengen mit der zugehorigen Charakteristik ein.
Fiir zwei nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen (M, ,M in E, mit M n ,M =
= 0, o(;M; ;M) = 0 betrachten wir den folgenden Prozess:

Man definiert schrittweise die Mengen
(215) *Mm= U Lp(x) (i=1,2), “M=ciMncljM (k=12..),
xeclik~ 19N
mit Lyo(x) = Ly(x), cl§M = ;M (i = 1,2) (wobei nach (2.3) ¢l ;M =cl M (i =
= 1, 2) ist). Bezeichnen wir weiter
(2.16)  d* =dim ((cl§M)g N (c15M)g), *d' = dim*R (k=1,2,...),
mit 'd’ = d'.
Falls *d" =2 0 (ke {1,2,...}), so ist cl {fM A cl5M + O und der Prozess endet.
Falls &' = —1 (ke {1,2,...}) ist, so ist cl f9% A cl5MM = @, o(cl fM; cl5M) =
= 0*) und wir gehen zu dem nichsten (k + 1)-Schritt iiber (in dem die Mengen
5T (i = 1, 2) gebildet werden).

Satz 4. Seien (M, ,M nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit
MM =0, o(;M; ;M) = 0. Dann gibt es eindeutig eine natiirliche Zahl k mit

1<kgn—-1, 'd=-1 fir 05r<k, *d =0.

Beweis. Falls der in der Bemerkung 4 beschriebene Prozess fiir k = 1 nicht
endet, so folgt aus Lemma 4 und Satz 1 d* > d, wobeinachLemma31 <d<n —1
gilt. Falls dieser Prozess in dem r-ten Schritt (r > 1) nicht endet, so erhilt man durch
die Anwendung desselben Lemmas und Satzes auf die Mengen cl }9t, cl 29, ...
.o el (i = 1, 2) die Ordnung

1Sd<dl<d?*<...<d <n-1,

aus der dann folgt, dass der fragliche Prozess hochstens nach n — 2 Schritten endet.
Dabei ist die natiirliche Zahl k, die denjenigen Schritt festlegt, in dem der Prozess
endet, offenbar eindeutig bestimmt.

Definition 1. Falls M ,M nichtleere, konvexe, abgeschlossene Menge in E, mit
MM =0, o(;M; ;M) = 0 sind, so sagt man, dass die Mengen M, ,M sich
asymptotissh beriihren (bzw., dass sie eine asymptotische Beriihrung besitzen).
Die Zahl k mit der Eigenschaft

4) Die Eigenschaft Q(cl"lﬁﬁ; cl "2‘5)2) = 0 ist offenbar mit der Eigenschaft O(Clkl‘m; &) N
Necl "2912 #+ 0 fir alle ¢ > 0 dquivalent, die sich aus dem Ansatz O(;M; &) N ,M + @ und aus
der Inklusion * ! M < ¥ M (i = 1, 2, k = 1, 2,...) ergibt (nach (2.15)).
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>0, "d=-1 fir 1<r<k

heisst die Ordnung, die Zahl d = dim (;Mg n ;M) der Grad der betreffenden
asymptotischen Beriihrung von ;M, ,M. Die lineare Hiille der Menge *R nennt man
den linearen asymptotischen Unterraum, der den Mengen (M, ,M zugehért.

Bemerkung 5. Zu je zwei abgeschlossenen, konvexen Mengen M, ,M in E,,
die eine asymptotische Berithrung im Sinne der obigen Definition besitzen, sind daher
drei Angaben (k, d, *d') eindeutig zugeordnet, die diese Beriihrung auch eindeutig
charakterisieren. Dabei ist d < *d'.

Im Sinne der obigen Definition ist dann eine asymptotische Berithrung der Mengen
#M, ;M in ciner Richtung v (nach Definition 1, [2]) eine asymptotische Beriihrung
der Ordnung 1.

Falls d = n — 1 ist, so ist nach Satz 3 k =1 und “d’ = n — 1, und, da nach
Lemma 4 [0 )M = M ,M = 0 ist, ergibt sich daraus 'd’ = dim (cl (M
ncl, M) =n — 1. In diesem Spezialfall d = n — 1 konnen daher die Mengen
1M, ,M nur eine solche asymptotische Berithrung, die durch das Tripel (1, n—1,
n — 1) charakterisiert ist, besitzen. Es geht in diesem Fall um eine asymptotische
Beriihrung in einer Richtung im Sinne der Definition 1, [2].

In den Beispielen 1 und 3 geht es um eine asymptotische Berithrung der fraglichen

Mengen, die durch das Tripel (1, 1, 2) charakterisiert ist. Im Beispiel 2 ist offenbar
M ={xeE|x<0}, M= {xeE;|x=0}, dim?N =2

und die asymptotische Beriihrung ist hier durch das Tripel (2, 1, 2) eindeutig charak-
terisiert.
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Souhrn
ASYMPTOTICKY STYK k-TEHO RADU KONVEXNICH MNOZIN
LiBUSE GRYGAROVA

V préci jde o charakteristiku obecného pojmu asymptotického styku dvou uzavie-
nych, konvexnich mnozin v E, s prdzdnym prinikem a nulovou vzddlenosti. Ukazuje
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se, Ze za této situace lze dané dvojici mnoZin jednoznaéné pfifadit trojici prirozenych
¢isel (tdd styku, stupeni styku a dimensi pfislusného asymptotického linedrniho pro-
storu), kterd je pak charakteristikou tohoto styku.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Libuse Grygarovd, CSc., Matematicko-fysikalni fakulta KU,
Malostranské nam. 25, 118 00 Praha 1.
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