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SVAZEK 25 (1980) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

ZUR ASYMPTOTISCHEN BERUHRUNG VON KONVEXEN
MENGEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen 20. Januar 1978)

Es ist bekannt, dass ein konvexes Optimierungsproblem auf ein Problem der
Berithrung von zwei konvexen Mengen (des Epigraphen der vorgegebenen Ziel-
funktion und der gegebenen Rcstriktionsmenge) zuriickgefiihrt werden kann. Die
fiir die praktische Anwendungen niitzliche Theorie der nichtlinearen (insbesondere
der konvexen) Optimierung kann daher auch von diesem Gesichtspunkt behandelt
werden, wobei die betreffenden geometrischen Zuginge auch neue Ideen im Ausbau
neuer numerischen Methoden beitragen konnten.

Dieser Artikel stellt eine Ergénzung zu den Arbeiten [1], [2], [3], [4] dar, so dass
durch diese Gesammtheit eine einheitliche und ausreichende (geometrische sowie
analytische) Charakteristik einer Punktberiihrung sowie einer asymptotischen Be-
rithrung von zwei abgeschlossenen, konvexen Mengen in E, vorgelegt wird. Die
Bedeutung dieser einheitlichen Berithrungstheorie tiir die eigene nichtlineare (kon-
vexe) Optimierung und fiir die Vielfalltigkeit ihrer praktischen Anwendungen besteht
darin, dass das anschauliche, geometrische Konzept eine tiefe und ausreichende
theoretische Basis fiir die Behandlung solcher wichtigen Optimierungsprobleme der
konvexen Optimiernng, wie die Existenz der Losung, die Qualitidt der Losbarkeits-
menge, spezielle Probleme der Dualititstheorie u. s. w., darbietet.

Der Begriff der asymptotischen Beriithrung von zwei abgeschlossenen, konvexen
Mengen in E, ist — vom geometrischen Standpunkt aus — nicht so einfach, wie der
der Punktberiihrung solcher Mengen, und es gibt auch kaum eine Mdoglichkeit auf
elementare Weise auf ihren Zusammenhang hinzuweisen. In der Arbeiten [3], [4]
war der Begriff der asymptotischen Berithrung in bestimmter Richtung sowie der
Begriff der asymptotischen Berithrung k-ter Ordnung ndher analysiert. Zugleich
wurden in diesen Arbeiten hinreichende und notwendige Bedingungen fiir eine solche
Beriihrung abgeleitet. In der Arbeit [2] wurdenSitze, die die Berithrung von zwei
abgeschlossenen, konvexen Mengen in E, charakterisieren, aufgestellt. Dabei wurde
mit Vorteil auch der Begriff der sphirischen Abbildung der fraglichen Mengen
ausgeniitzt.

221



Das Ziel der vorgelegten Arbeit ist die Herleitung solcher Sétze, die die asympto-
tische Berithrung von zwei konvexen, abgeschlossenen Mengen in E, angehen, und
die den Sitzen aus der Arbeit [2] ahnlich sind. Es zeigt sich, dass der Begriff der
asymptotischen Berithrung k-ter Ordnung durch einen geeigneten Prozess auf den
Begriff der Punktberithrung eines anderen Mengenpaares von abgeschlossenen,
konvexen Mengen sich iiberfiithren lisst und somit (aufgrund der Ergebnisse der
Arbeit [2]) konnen die entsprechenden Sitze abgeleitet werden.

Da die vorgelegte Arbeit unmittelbar auf die Ergebnisse der Arbeiten []], [2],
[3]. [4] anschliesst, wird — der Einheitlichkeit wegen — die Symbolik, die allen
diesen Arbeiten gemeinsam ist, behalten. Bei den Untersuchungen und der Herleitung
der Hauptergebnisse dieses Artikels geht man in erster Reihe von dem Begriff des
Recessionskegels, des sphérisches Bildes einer konvexen, abgeschlossenen Menge,
von ihren Eigenschaften, die in der Arbeit [1] abgeleitet, b.z.w. angefiihrt wurden,
aus.

Was das Verzeichnis der benutzten Literatur angeht, so werden hier nur die Arbei-
ten [1], [2], [3], [4] des Verfassers angegeben, in den die Arbeiten anderer Autoren,
die mit diesem Problemkreis zusammenhangen, zitiert werden.

Satz 1. Zwei nichtleere, konvexe, abgeschlossene Mengen (M, ,M in E, besitzen
eine asymptotische Beriihrung der Ordnung 1 genau dann, wenn

(3.1) MMAM =0, ciMnacl}M+01)

ist, und eine asymptotische Beriihrung der Ordnung k > 1 (k < n — 1) genau
dann, wenn

(3.2) M M=0 (r=1,...k—1), “MAsM =9,
I MAac M+0,
gilt (dabei haben M (i = 1,2; r = 1, ..., k) die Bedeutung aus (2.15), [4]).

Beweis. Falls die Mengen ; M, ,M eine asymptotische Berithrung der Ordnung 1
besitzen, so gilt nach Definition 1, [4], ;M n ,M =0, o(;M; ,M) =0, 'd’ 20
und nach (2.16), (2.15), [4], dim (c]{MM ncl39M) = 0, d. h. cl 1M~ cl ;9 =+ 0.
Da nach (2.3), (2.15), [4], 9 = 1M (i = 1, 2) ist, so folgt nach Lemma 2, Lemma 4,
[4], weiter ]I A 33 = @, d. h. die Bedingungen (3.1) sind erfiillt.

Falls die Bedingungen (3.1) erfiillt sind, so ist nach (2.15), [4], M < (M (i = 1,2)
und somit ;M N ,M = 0. Aus (3.1) ergibt sich dann o(;M; ;M) = 0. Wahlt man
nun ¢ > 0 beliebig, dann existieren Punkte ;x € j9 (i = 1, 2) mit o(;x; ,x) < ¢. Es
sei v e rel. int (;Mg 0 ,Mg), Hv“ = 1, beliebig (nach (2.3), [4], ist die Existenz eines
solchen v gesichert, denn Ly(o) stellt die lineare Hiille von ;Mg n ,M, dar). Die
Halbgeraden

1y Wir bezeichnen mit dem Symbol cl % die Abschliessung der Menge .
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ip':{er,,|x=,.x+vt,th} (i=12)

haben dann die Eigenschaft o(;p’; ,p') < & Nach Beweis des Satzes 6, [3], gibt es
dann Halbgeraden ;p” mit ;p" < ;p’, ;p” < ;M (i = 1, 2). Daauch fiir sie o(;0"; 2p") <
< ¢ gilt und ¢ > 0 beliebig war, folgt daraus o(;M; ;M) = 0. Wegen cl (I N
A el M # 0, ist 'd’ = dim (cl |M A cl }9) = 0 und nach Definition 1, [4], besitzen
die Mengen ; M, ,M cine asymptotische Beriithrung der Ordnung 1.

Wir setzen nun voraus, dass ; M, ,M eine asymptotische Berithrung der Ordnung
k > 1 besitzen. Nach Definition 1, [4], gilt dann ;M N ,M = 0, o(;M; ;M) = 0,
'd = —1 (1 £r < k), *d’ = 0. Daraus und aus (2.15), (2.16), [4], folgt cI 1M N
Ay M=0(1<r<k),ciMnclhIM =+ 0. Aus (2.15), [4], ergibt sich

(3.3) D+ Mc M. .cMeim (i=1,2)

und weiter, dass cl7'9M (i = 1,2) nichtleere, konvexe, abgeschlossene Mengen
in E, sind. Wegen o(;M; ;M) = 0 und aus (3.3) folgt g(cl ¥~ 'M; 14 'M) = 0 und
es. gilt 1719 A cl¥'M = B, so folgt daraus durch Anwendung von Lemma 2,
Lemma 4, [4], auf die Mengen ¢l 7'M (i = 1, 2) (nach (2.15), [4]) {9 A 50 = 0.
Die Bedingungen (3.2) sind daher erfiillt.

Falls andererseits die Bedingungen (3.2) erfiillt sind, so ist nach (2.15), (2.16), [4],

(3.4) d=-1 (1<r<k), ¥ =20.
Aus den Bedingungen (3.2) folgt weiter
IMASM =0, oiM;iM) =o0.

Betrachtet man statt der Mengen ;M die Mengen cl* 9, statt !9 die Mengen
§9Jl (i =1, 2), so folgt nach dem schon bewiesenen ersten Teil der Behauptung des
Satzes die Implikation

MM =0, oiMM;iM) =0=
=cliTMAcly I M=0, olcli'M;cli M) =0
und daher auch
MM =0, offM; M) =0=
S>45IMATTM =0, ofiT'METTM) =0.
Auf dhnliche Art erhdlt man fiirr = 1, ... k,
TMALM =0, o(iV;LM) =0=
=TMATIM=0, o'V 'M) =0
und als Spezialfall (nach (2.15), [4])
fMAlM=0, ofVME4M) =0=> MA ,M=0. o(;M;,M)=0.
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Nach (3.4) folgt daraus dann mit Hinsicht auf die Definition 1, [4], dass die Mengen
1M, ;M eine asymptotische Berithrung der Ordnung k besitzen.

Bemerkung 1. Durch den Satz 1 wurde praktisch das Problem einer asympto-
tischen Beriihrung der Ordnung k von zwei abgeschlossenen, konvexen Mengen
1M, ;M in E, auf das Problem der Punktberithrung von abgeschlossenen, konvexen
Mengen cl M, cl £ iberfiihrt.

Bemerkung 2. Sind ;M, ,M nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen in E,
mit M ,M =0, L die lineare Hiille von ;M u ,M, so kann man, o. B. d. A.
voraussetzen, dass der Koordinatenursprung o in E, die Eigenschaft oe L hat.
Dann gilt Mg = L (i = 1,2), (;Mg 0 ,Mg) = L. Fiir die lineare Hiille L,(o) des
Kegels ;Mg N ;Mg gilt daher Ly(o) = L und wegen ;M U ,M < L, ist auch Ly(x) <
< L fiir alle xe ;M, x e ,M. Nach (2.15), [4], folgt daraus dann (M= M < L
und daher auch (cl {3 U cl M) = L und auf dhnliche Weise weiter (¢l U
veliM) = Lfirr=1,2,...

Satz 2. Falls M £ 0 (i = 1,2) abgeschlossene, konvexe Mengen in E, mit
M, M =0 und L die lineare Hiille von (M U ,M sind, so besitzen die Mengen
1M, ,M ecine asymptotische Beriihrung der Ordnung k (1 £k < n — 1) genau
dann, wenn

a) clfMncliM+0;

b) es gibt einen solchen Vektor y (|y| = 1), dass fiir jeden Punkt ox ecl{M
N clim

(35) ox+yel, inf {(x,y)} =(ox.y) = supm{(x, )} (r=0,..,k—1)

xecl;™M xe clyr
ist, wobei entweder
(x,y) > (ox,y) firalle xecl{M (r=0,...k—1)
oder
(x,y) < (ox,y) firalle xecl}M (r=0,...,k —1)
gilt?).

Beweis. Falls die Mengen ;M, ,M eine asymptotische Berithrung der Ordnung
k besitzen, so gilt nach Satz 1

(3.6) A MncyM=0 (r=1,...k—1), MM =0,
cl“MAcliMm £ 0

2) Nach (2.15), [4] ist hier cl {0 = ,M (i = 1, 2) zu setzen,
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und somit auch rel. int {cI{M N c149M) = 0. Nach Definition 2.1, [2], berithren
sich die Mengen cl ¥, c1 “M in jedem Punkt ,x € cl¥M A cl 49 und nach Satz 2.4,
[2], gibt es dann einen Vektor y ([ly|| = 1) in der Weise, dass

oX + yerL, min {(x,y)} = (ox,y) = m:lzlka{z(x, y)}

xe cl kM
gilt, wobei *L die lineare Hiille von cl ¥ U c1%9M bedeutet. Nach Bemerkung 2
folgt daraus zuerst (x 4+ y € L und weiter

(3.7 M c clHY = {xeE,|(x — ox,y) 2 0},
wobei cl H* einer der abgeschlossenen Halbriume die der Hyperebene

R={xeE,|(x — ox,y) =0}

angehdren ist. Aus (3.7) und (3.3) ergibt sich
(3.8) (x —ox,y) 20 firalle xecl{M (r=0,...k—1).
Nach der Definition der Recessionskegel folgt aus (3.3)

(177 'M)g N (157" M)p) = ((11M)g N (cl5M)g) (r =1, ..,k = 1),
und somit ist fiir die linearen Hiillen dieser Kegel

Ly-i(0) = Ly(0) (r=1,...k - 1).

Daraus folgt
(3.9 L. i(x) = Ly(x) firalle xe7™'M (r=1,...,k—1).

Da nach (2.15), [4], Ly-:(x) < ¥ fiir alle x e ¥9M gilt, so gilt auch Ly-:(x) = cl{M
fir alle x e cl¥9MM und nach (3.7) ist dann der lineare Unterraum Ly -,(x) zu der
Hyperebene R parallel, bzw. liegt er in R. Nach (3.9) folgt daraus, dass auch jeder der
linearen Unterrdume L-i(x) (r = 1,...,k — 1) fiir alle x e cl{9M parallel zu R
ist, bzw. in R liegt. Danach der Wahlder Punkt,x ein Randpunkt voncl ¥ ist,
so gibt es zu jedem & > 0 einen Punkt x’ € ¥ 9 mit

o(Ly~(x"); Ly-1(pX)) < &

Nach der sukzessiven Definition (2.15), [4], der Mengen 9% und nach (3.9) gibt es
dann Punkte ,x € cl {9 mit

X E Ldk—x(xl) . Q(Ldr(,x) 5 Ldk-x(ox)) <e (r = 0, ey k — 1) .

Bezeichnet man mit ,R'diejenige Hyperebene, die mit R parallel ist und den Punkt
x enthdlt (r = 0, ..., k — 1), so gilt nach (3.7)

Lo(x) = R, (R: Lu-i(o%)) = (R; 0X) = !ﬁ ox = . y)| =

= (X = o%, y) £ o(La(;X); Loe-1(oX)) < €.
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Daraus und aus (3.8) folgt
(ox,y) = inf {(x,y)} (r=0,...,k—1).

xe ¢l ™M

Auf dhnliche Art und Weise kann die Gleichheit
(ox.y) = sup {(xy)} (r=0..k=1)
xe cl 2™

bewiesen werden. Nach(3.6) ist c1{9 n cl 39 = 0 und daher ox ¢cl M N cl ;M
(r=0,...,k — 1) und mit Hinsicht auf (3.3) folgt dann daraus die restliche Be-
hauptung aus der Bedingung b).

Falls andererseits die Bedingungen a), b) erfiillt sind, so folgt aus der Bedingung
b) clfMncliM =0 (r=0,...,k — 1) und nach dem Beweis des Satzes 5, [3],
gilt dann M ~ 59 = 0. Daraus und aus Bedingung a) folgt dann nach Satz 1, dass
die Mengen ;M, ,M cine Berithrung der Ordnung k besitzen.

Satz 3. Es seien ;M + 0 (i =1, 2) abgeschlossene, konvexe Mengen in E,, die
" eine asymptotische Beriihrung der Ordnung k (1 < k < n — 1) besitzen. Be-
zeichnet man mit S, ., das sphérische Bild der Mengecl (i = 1,2; r = 0, ...,k),
so gilt fiir den Vektor y aus Satz 2
a) —yeclS, .pm, YeclSy . (r=0,...k—1);
b) —yescll“ﬂn’ yesclz“im’
wobei entweder —y ecl g \ Sy vqps 0deryecl Sy e\ So ,om (r =0,...,k — 1)
ist.

Beweis. Aus der Voraussetzung ergibt sich auf Bemerkung 1, dass die Mengen
cl 1M, cl4M sich in jedem Punkt ox € cl59MM  cl4M beriihren. Nach Satz 2.1, [2],

folgt daraus die Existenz eines Vektors y (”y” = 1) (der nach Satz 2.1 und Satz 2.4,
[2], mit dem Vektor y aus Satz 2 identisch ist) mit der Eigenschaft

—YES, xm>s YES -
Daraus folgt
(3.10) —yeclS, um ="(cliMr Q, yeclS, up ="(cl5Mrn Q.

Da nach (3.3) ¢l < cl{M gilt, so gilt auch (cl M), = (cl M), und fiir die zu-
gehdrigen Polarkegel ergibt sich ?(cl79M)g o 7(cliM)g (i = 1,2; r = 0,..., k — 1).
Daraus und aus (3.10) folgt unmittelbar

—yeclS, rq, yYeCIS,  p (r=0,...k—1).

Nach Satz 4, [1], stellt die Menge S, - den maximalen Definitionsbereich der
Funktion

oy) = malxvrs;{n(x, O yl=1 (i=1,2r=0..k.
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Es ist klar, dass auch S .5 der maximale Definitionsbereich der Funktion
min {(x, —y)}, Hy“ =1, (r=0,..., k) ist. Nach der Bedingung b) des Satzes 2
o)

xecl ("

folgt dann daraus unmittelbar die Behauptung b) unseren Satzes.
Beispiel. Die Mengen
M= {xeE |x+)" <0}, ;,M={xeE |z<Igx,x>0,y=0}

sind offenbar abgeschlossene, konvexe Mengen in E; mit der Eigenschaft M
N LM =0, o(;M; ,M) = 0, dim ;M = 3, dim ,M = 2 und sie besitzen daher eine
asymptotische Berithrung in Sinne der Definition 1, [4] Man berechnet fiir sie

Mg = {xeE;|x<0,y=0}, M= {xeE;|x20,y=0,z=0},
Mg Mg = {xeEy|x =0,y =0,z<0}, d°=dim(;Mzn,My)=1,
Lo(0) = Ly(0o) = {xeE;|x =0,y =0},
M= M=M= {xeEy|x+y> <0} =cl M,
= M= {xeky|x>0,y=0}, cl}M={xeky|x20y=0},
ciMnacli M= {er3|x =0,y =0}.
Die Mengen ;M, ,M haben daher eine asymptotische Berithrung der Ordnung 1.
Fiir die Polarkegel ?(;M;) zu den Recessionskegeln M, (i = 1, 2) gilt

P((Mg) = {er3[x 20,z=0}, ?(,Mg) = {erjlx £0,z=0}
und daher

clS m p(lMR)r\Q={er3le” =1,x20,z=0},
"(oMg) " Q = {xeE;| x| =1,x=<0,z=0}.

Aufgrund der Definition des sphérischen Bildes einer nichtleeren, abgeschlossenen,
konvexen Menge kann man sich iiberzeugen, dass

Sm={xeE|||x| =1,x>0,z=0} =clIS,\{A B}

mit A = (0,1,0), B = (0, —1,0),
Som= {er3H

i

clS m

x| =1,x<0,z>0}uU{A B}.

Weiter gilt

(cl1M)g = My = {xeEy|x 20,y =0}, (cl}M)y=cl;M=
={er3|ng,y=0},

(c11M)g A (el 3M)g = {xeE5 | x = 0,y = 0}, d' = dim (cl M)y 0 (cl ;3 M)g = 1,

'd' = dim (cl {M A cl 3M) = 1.

Die entsprechende asymptotische Berithrung von ;M, ;M wird hier also durch das

Tripel (k, d, 'd’) = (1, 1, 1) charakterisiert. Wir berechnen weiter

P(cl jM)g = "(;Mg) = {x € E5|x 2 0,z =0}, (cl ;M)g = {x€Es|x £0,z=0},

IS, p = {xeEy||x| =1,x20,2=0},
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S, ,um ={xeE||x| =1,x<0,z=0},

Saim =Sm={xeE||x]|=1,x>0z=0}=cIS, 1,0\ {A, B},

Sclzlﬂn = {XEE3| ”X” = 1,x §0,Z = 0} = 01s¢1‘2m‘

In unserem Fall ist z. B. der Vektor y = (— 1,0, 0) ein Vektor mit der Eigenschaft
aus Satz 2, 3, denn es gilt fiir ihn bei beliebiger Wahl des Punktes ,x e cl }‘JJI N
nclii = {xeE;|x =0,y =0}

inf {—x} = min{—x} = —ox =0 =sup{—x}.
xe M xe1M xe2M

Nach Satz 3 ist
—y=(1,0,00eSpycclSy, y=(-1,0,00eclS,y\Sm, —YES, m»

YES, ;-
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Souhrn

K ASYMPTOTICKEMU STYKU KONVEXNICH MNOZIN

LiBUSE GRYGAROVA

V préci se ukazuje, Ze problém asymptotického styku k-tého fddu dvou uzavienych,
konvexnich mnozin v E, se dd uritym procesem pievést na problém bodového styku
Jjiné dvojice uzavienych konvexnich mnoZzin v E,. Na zdklad€ tohoto poznatku jsou
odvozeny véty analogické tém vétdm, které charakterizovaly bodovy styk mnozZin.
Protoze asymptoticky styk v urCitém sméru dvou uzavienych konvexnich mnoZin
v E, je specidlnim p¥ipadem asymptotického styku k-tého ¥ddu téchto mnoZin, plati
prislu$nd tvrzeni i v tomto pfipadé.
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