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SVAZEK 28 (1983) APLIKACE MATEMATIKY isLo 1

UBER EIN MEHRPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN
FUR p-ZYKLISCHE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 8. Dezember 1981)

In der Arbeit wird ein gewisses mehrparametriges Iterationsverfahren fiir die
Losung eines linearen Gleichungssystems von der Form

(1) x =Bx + b

+ mit einer schwach p-zyklischen Blockmatrix

O, O, O, ... 0O, B,,
: | By, O, O, , O,. (o]
@ ' B = O, B;,,0, ..., 0 (o]
o, o O..8B,,, 0O
untersucht.
Das Iterationsverfahren ist folgenderweise definiert:
(3) Xy = V(g o, By By) X + b7,
wo . .
4) V(o ... Uy By eens ﬁp) = P(a, ..., Ups Bis oo [)’p)_l Qoty, -y s By os By,
«,E,, O, o, ...,0, BBy, |
' B2B,y, 0E;, O, ..., O, (o]
(5) Pay, .oy Bys e By) = !o, B3Bs,, aEs, ..., O, c ,
lO, O, O, R ﬂpo.p-l’ “pEp
6) Qatys.os 0y, By oens By) = .
(¢y — 1)E,, O, ..., 0, (B, +1)By,
(B, + 1)Byy, (0, — 1)E,, ..., O, o
= |0, (Bs + 1)Bs,, ..., O, (o] ;
o, o, oo (B, +1)B, 1), (2, — 1)E,
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dabei sind oy, ..., @, By, ..., B, reele Parameter und E,, ..., E, sind die Einheits-
matrizen mit der Blockzerlegung der Matrix B, entsprechenden Dimension.

Bemerkung. Von dem praktischen Gesichtspunkt ist der Fall mir einer Dreieck-
matrix P der wichtigste; das tritt fiir f; = 0 ein. Fiir den Fall der schwach 2-zykli-
schen Matrix B ist dieses Iterationsverfahren mit dem in der Arbeit [2] untersuchten
Iterationsverfahren identisch.

Der folgende Satz driickt den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der
Matrizen B und V(ay, ..., 0, By, ..., f,) aus.

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix V(oy, ..., 0, By, ..., B,), 2 & (B; + 1)/B.
i =1,...p. Dann ist jede von Null verschiedene Zahl y, die die Beziehung

™) ﬁ (I = o + Aoy) = y"f[l(l + B; = 2B;)

i=1
erfiillt, ein Eigenwert der Matrix B. Falls umgekehrt u % 0 ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel der Gleichung (7) ein Eigenwert der Matrix

V(oty, ooy oy Bys e )

Zuerst beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma. Es sei by, a,, b,, a,, ..., b,, a, eine endliche Zahlenfolge, wo wenigstens
eine der Zahlen a;, i = 1, ..., p von Null verschieden ist. Dann gilt eine der folgen-
den Behauptungen: o

a) es existieren solche Indexe iy, iy, 1 < iy < i; < p, dass a;,
a; £0, b; + 0flr iy < i < iy;

b) es existieren solche Indexe iy, iy, 1 £ iy < iy < p, dass a;, = b;y = 0 und
a; %0, b, 0 fiiriy<i<p 1 <i<i,

Il

b;, =0 und

Beweis. Man bilde die Zahlenfolge by, ay, by, aa, ..., by Ay bypiys Gpiys - by,
dyp WO biy, = b, a;,,=a; ist. Mit dem Symbol [a,, b;] bezeichne man den
Folgenabschnitt a;, b, y, a;4y, -.., aj_y, b;. Die Zahlen b, ..., a;,; nennen Wwir
»innere Glieder dieses Folgenabschnittes. Wir beweisen, dass es ein solcher Folgen-
abschnitt [a;, b; | existiert, dass 1 < j, <j; <2p, aj, = b;, =0 und a; * 0,
b; # O fiir innere Glieder dieses Folgenabschnittes gilt. Es existiert nach der Voraus-
setzung ein gewisser Index j,, 1 < j, < p so, dass a;, = 0 ist. Da ferner nach der
Voraussetzung wenigstens eine von der Zahlen b; gleich Null ist und b;4; = b; gilt,
existiert ein solcher Index js, p + 1 < j; < 2p,dass b;, = Oist. Fallsa; + 0, b; + 0
fiir alle innere Glieder des Folgenabschnittes [a;,, b,,] ist, ist [aj,, b;,] der gesuchte
Folgenabschnitt. Solange in diesem Folgenabschnitt ein inneres Glied, das gleich
Null ist, existiert (z. B. a;, = Ofiirj, < j, < j3), betrachte mann den Folgenabschnitt
[a;,, b;,]- Ahnlicherweise fiir b;, = 0 betrachtet man den Folgenabschnitt [a;,,b;,].
Wenn alle innere Glieder eines von dem obigen Folgenabschnitten von Null ver-
schieden sind, endet der Fortgang. Im umgekehrten Fall kann man unseren Fortgang
wiederholen, bis man nach endlich vielen Schritte zu den Folgenabschnitt [a;,» b;,]
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mit den erwiinschten Eigenschaften kommt. Man bemerke noch, dass j; < p + j,
gelten muss. Ware ndmlich j, > p + j,, mochte der Folgenabschnitt [a;,, b; | das
Glied aj,,, = aj, = 0 enthalten und es wiirden also innere Nullglieder dieses
Folgenabschnities existieren.

Wir werden jetzt drei Fille unterscheiden:

a) Esseil < j, <j; < p. Legt man jetzt iy = jo, i; = j;, gilt die Behauptung
a) vom Lemma.

b) Essei 1 < j, £ p <j; £ p + Jjo- Man lege iy = j; — p, iy = jo- Es gilt also
12i,2i, £p, a;, =a,;,, bjy=0>b;_,=b; =0. Da die innere Glieder des
Folgenabschnittes [a,, b; ] von Null verschleden sind, gilt offensichtlich a; # 0,
b; = 0fiiri; <i < p,1 =i =i, und es gilt also die Behauptung b) vom Lemma.

c) Es sei p + 1 < j, < j;. Falls man iy = j, — p, iy =j; — p legt, es gilt die
Behauptung a) vom Lemma. Dadurch ist das Lemma bewiesen.

Beweis des Satzes 1. Es wei A ein Eigenwert der Matrix V(oy, ..., oy, By, -.- p)
A% (B; +1)|B; j=1,...,p. Dann existiert ein solcher Vektor x + o, x'
= (x4, ..., x,) (die Dimensionen der Vektoren x;, i =1, ..., p entsprechen der
Blockzerlegung der Matrix B), dass es

(8) V(g oo 0y By ooy Bp) X = AX,
d. h.
(0‘1 - 1) X + (ﬂl + 1) B,,x, = AB;B,x, + a;ix,,
(B2 + 1) Byyxy + (2, — 1) x, = BBy X, + 0ylx,,
(Bs"‘ 1) Bj,x, + (“3 - 1)x3 = AB3B3rx; + a3dxs,
(ﬁz+1)811 lxl 1 +(ai_1)x zlﬁz i,i lxl 1+<Z/1X”
(9) (ﬁp+1) Bp.p—lxp—l + (“p - l) X, = lﬂpo,p—lxp—l'i- “p'lxp

gilt. Nach Umformung bekommt man ein dquivalentes System

(1+ﬂ1—lﬂ1 Blp p—(1 “1+i°‘1)x1s

(1 + B — lﬂz) B,yx, = (1 —ay + /1“2) x; ,
(1 + B3 — 4B3) Byyx, = (1 — o3 + Auz) X3,
(10) ' (L+ B, = 4B,) Bype1Xp—y = (1 — a, + Aa,) X, .



Dal+ f; —AB; +0,j = 1,..., pist, folgt aus (10)
1 — oy + Aoy
1p%Xp = = Xy
L+ By —Ap,
_ 1— o, +/1a2x
1+ B, — 4B,
_ 1 — O3 +/1“3
1+ B3 — B3

(11) B, x;

2>

Man setze jetzt voraus, dass u + 0 die Beziehung (7) erfiillt. Wir beweisen, dass p
ein Eigenwert der Matrix Bist. Da p &= OQund 1 + f; — A8, £ 0,j=1,..., p ist,
muss nach (7) 1 — «; 4+ Ja; & Ofiiralle i = 1, ..., p gelten. Man definiere die Zahlen
k;, i = 1,..., p wie folgt

k. = pH A+ By = ABy) - (L + B — AB;)
' (1 = oy + Aog) .. (1 — o + Axy)

(es istk; +0,i=1,..., p), Man definiere ferner yj, ..., ¥, folgenderweise:

(12) x;=ky;, i=1,..,p.
Aus (11) folgt dann

Blp)'p = UY1;
(13) By, = uyz,

Bp,p—lYp—l = :u'Yp ’

wobeiy + o,da x + ound k; # 0ist. Es ist also u ein Eigenwert der Matrix B und y
ist der entsprechende Eigenvektor. Dadurch ist der erste Teil des Satzes 1 bewiesen.

II. Es sei pu % Oein Eigenwert der Matrix B und y + o sei der entsprechende Eigen-
. vektor, so dass die Gleichung (13) gilt. Wir beweisen, dass jede, die Gleichung (7)
erfiillende Zahl 4, ein Eigenwert der Matrix V(oy, ..., Ops By ees ﬁp) ist. Wir unter-
scheiden drei Fille.

a) Es sei A eine Wurzel der Gleichung (7) und beide Seiten dieser Gleichung seien
von Null verschieden. Es ist also k; = 0, i = 1, ..., p, so dass man den Vektor x
mit Hilfe von (12) definieren kann (es ist x % o, da y + o ist). Wenn man fiir y,,
i =1,..., p nach (13) setzt, gilt angesichts (7) die der Bezichung (8) dquivalente
Gleichung (11). Dadurch ist die Behauptung des Satzes 1 in diesem Falle bewiesen.

b) Es sei A eine Wurzel der Gleichung (7) und es seien beide Seiten dieser Gleichung
gleich Null. Das tritt in dem Falle ein, wenn wenigstens einer der Faktoren 1 + f8; —
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— AB; und wenigstens einer der Faktoren 1 — o, + Aq, fiir die Wurzel 4 Null gleich
ist. Man bezeichnea; = 1 — a; + Aay,i=1,..,p,b; =1+ B, — AB;,j=1,...,p.
Die Zahlen a;, b; erfiillen dann die Voraussetzungen des Lemmas. Man beweist, dass
dann der, dem System (10) entsprechende, Vektor x = o existiert.

Es sei z. B. die Behauptung a) des oben bewiesenen Lemmas erfiillt. Es existieren
also solche Indexe 1 < iy <i; <p, dass 1 — oy, + Ao;, =0, 1+ f;, — 4B, =0
und 1 —o; + Ado; + 0, 1 + B, — Ap; £ 0 fir iy < i < i; ist. Man wihle einen
beliebigen Vektor x;, + o. Aus den, die Faktoren 1 — o; + Aoy, ip < i < iy ent-
haltenden Gleichungen des Systems (10), kann man schrittweise die von Null ver-
schiedene Vektoren x; .y, X; 13...., X;—; feststellen, da 1 — a; + Aa; 0, 1 +
+ f; — AP; + 0 fiir iy < i < i, ist. Wenn man ferner x; = X, = ... = X;;_| =
=X; = X, 4; =...= X, = o legt, gelten offensichtlich die Gleichungen (1 + Biy —
— APio) Xig—1 = (1 — oy + Aog)) Xi, (1 + By, — AB) X1 = (1 — oy, + Aay,) X,
und die restlichen Gleichungen des Systems (10) gelten trivial. Es gilt also die dqui-
valente Beziehung (8).

Es sei fiir die Zahlen a;, b;, i = 1, ..., p die Bshauptung b) vom Lemma erfiillt.
Es existieren also solche Indexe 1 < i, < iy < p, dass 1 —a;, + Aa;;, =0, 1 +
+ iy — APy =0und 1 —o; +do; 0, 1 + f,— A, + 0 fiir iy <i < p und
1 £ i < iy gilt. Man wihle einen beliebigen Vektor x; = o. Aus den, die Faktoren
1= oy + At gqs s L=, + Ay, 1 — oy + Aoy, .oy I — oy + Aoy, enthal-
tenden (alle sind von Null verschiedenj, Gleichungen, kann man schritt-
weise die Vektoren X; iy, X; 12, ... X, Xg, X, ..., X;,_; feststellen, da auch 1 +
+p,—Ap;+0fir iy <i<pund 1 =i =i, gilt. Legt man x;, = X;,.; = ...
... = X; _; = o, sind offensichtlich auch die Gleichungen (1 + f;, — ABi) X, 4 =
= (1 — oy, + A;,) %, (1 + By — ABi) Xiy—1 = (1 — oy + Aot;,) X, exfiillt und die
iibrigen Gleichungen des Systems (10) sind trivial erfiillt. Es gilt also (8).

Dadurch ist der Satz 1 bewiesen.

Wihrend der Satz 1 einen gegenseitigen Zusammenhang zwischen von Null ver-
schiedenen Eigenwerten u der Matrix B und Eigenwerten A der Matrix V(rxl, ‘s Ops
<ews B1s .o B,)- Es wird dabei auch de Fall untersucht, wenn der Eigenwert der Matrix
B gleich Null ist (dieser Fall tritt fiir eine singulire Matrix B ein). '

Satz 2. I. a) Es sei A eine Wurzel der Gleichung (7), wo i # 0 ist. Dann ist . ein
Eigenwert der Matrix V.

b) Es sei A eine Wurzel der Gleichung (7), wo u = 0 ist und wenigstens eine der
Zahlen 1 + B; — AB; gleich Null ist. Dann ist ). ein Eigenwert der Matrix V.

c) Es sei 1 eine Wurzel der Gleichung (7), wo p =0 und 1+ B, — iB; * 0,
i=1,...,p ist. Dann existieren offensichtlich solche Indexe 1 < i, <i; <...

< =£p, dass 1 — o+ Aoy, = ... =1— oy + Au;, =0 gilt. Die Zahl A
ist genau dann ein Eigenwert der Matrix V, wenn wenigstens einer von den Diagonal-
blocken B, ..., B, der Matrix B? = {By, ..., B,} singuldr ist.

II. Es sei A ein Eigenwert der Matrix V. Dann existiert ein solcher Eigenwert u
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(gleich Null oder von Null verschieden) der Matrix B, dass A eine Wurzel der
Gleiciung (7) ist.

Beweis. Die Behauptung I.a) folgt sofort aus dem Satz 1.

I.b) Da ein solcher Index i, existiert, dass 1 + ;) — A;, = 0 ist und 1 eine
Waurzel der Gleichung (7) ist, es ist offenbar, dass A auch eine Wurzel der Gleichung
(7) fiir einen beliebigen, von Null verschiedenen Eigenwert x der Matrix B, ist. Aus
dem Satz 1 folgt dann sofort, dass A ein Eigenwert der Matrix V ist.

1. c) Die Wurzel A der Gleichung (7) ist genau dann ein Eigenwert der Matrix V,
wenn das System

b.B = a;x,,

1B1pXp
bB;; ;-1 =ax;, i=2,...,p,

woa;=1—oa; + da;, b, =1 + f; — AB;, nicht trivial erfillt ist. Nach der Voraus-
setzung ist dabei a;; = a;, = ... = a;, =0und b, # 0, i = 1, ..., p. Ohne Verlust
der Allgemeinheit kann man den Bewesis fiir den Fall durchfiihren, wenn a;; = a; = 0
1=5iy,<iy £ p,a; +£0fiiri =+ iy i + i, gilt. Das Gleichungssystem besitzt dann
die Form

(1) byB,,x, = a;x,,
........................ R

(’0 - 1) bio—lBio—l,io—inn—Z = dijp—1Xio—1 >

(14) (10) b Bm io— lxlo 1 = axoxm o,

('0 + 1) bi0+lB!o+l,ioxio = Aig+1Xjg+1 >

................................ s

( - 1) bz‘—l i—1,0—2Xi -, :a'—lxll—l’

(ll) b Bu ig— lx“*l ) = a11x11 =0,

(11 + 1) b v1Bi v 1.1,%;, =45, 41 X 41>
........................ s

(p) bpByp—1Xp—1 = apX, .

Aus den Gleichungen (iy + 1), (iy + 2), ..., (i; — 1) folgt schrittweise
b

_ Dig+1 _ bi0+2b|o+1
Xig+1 = B:o+1 i0Xigs Xig+2 = —— Biyi2,ig+1Bigt1.ioXigs s
Aig+1 Aig+20i5+1
b; b
X _ ig—1s 5 Yig+1
xu*l - Bu 1,i7—2 *+* Bio+1,i0xl'o

ail—-la ceey a10+1
und aus der Gleichung (i,) folgt schliesslich

o= bu-bisi g B . x

ig,ig—=1 *+* Pig+1,i0%io *

Aiy—1 -+ Aigtq
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Ahnlicherweise aus den Gleichungen (i; + 1), ..., (p), (1), ..., (io) folgt schrittweise
by ... biby ... by 4

o= Bifig—1-- BByt Biiyri, Xy
P B I PR
Es ist also
(15) o=B, ;_;...B 1%,
(16) o=B, ;. y...B B, ...B X,

da b; +0,i=1,...,p, a; + 0 fiir i & iy, i & i, ist. Es existiert eine nichttriviale
Losung des Systems. wenn wenigstens einer der Vektoren x;,, x;, vom Nullvektor
verschieden ist (wenn beide Vektoren dem Nullvektor gleich wiren, wiirde aus dem
System sofort x; = o, i = 1, ..., p folgen).

Es sei z. B. x;, & o. Man kann dann einfach solche Vektoren X;,;y, ..., X; -1
finden, dass die Gleichungen (ip + 1), ..., (i;) des Systems (14) erfiillts sind. Die
restlichen Gleichungen des Systems (14) sind dann trivial erfiillt, wenn man die iibri-
gen Vektoren gleich Null legt. Eine dhnliche Situation tritt im Falle x;, + o ein.
Das System (14) hat dann A = (a; — 1)/o; eine nichttriviale Losung.

Nun befassen wir uns mit der Frage, wenn die Bezichungen (15), {16) angesichts x
trivial 16sbar sind. Es ist klar, dass der i,-te Diagonalblock der Matrix B (man
bezeichnet ihn B, ) die Matrix

B, i-1Biy-1,ip—2 --- B21B,B N : PR

1p=p,p—1

ist. Ahnlicherweise ist die Matrix

Bil,ix—lBix—l.il—Z Bl'o,io-I o BIIJBP,D—I Bil‘*'l,l'x

der Diagonalblock B; der Matrix BP. Man beweist, dass wenigstens einer der Glei-
chungen (15), (16) eine nichttiiviale Losung genau dann besitzt, wenn mindestens
eine der Matrizen B, , B, singuldr ist.

io?

Es sei z. B. die Matrix B, singuldr. Dann existiert ein solcher Vektor y # o, dass
Biyy =B -1 BBy, 1 By iBiiy—1 . Bigug iy =0
gilt. Man bezeichne
(17) z = Bix,ix—l "'Biu+1,iUY'

Falls z + o ist, gilt offensichtlich (16) fir x;, = z. Falls z = o, dann gilt aus (17)
x;, = y. Eine gleiche Betrachtung kann man im Falle, wenn die Matrix B; singuldr
ist, durchfiihren.

Wenn man umgekehrt voraussetzt, dass wenigstens eine der Gleichungen (15), (16)
eine nichttriviale Losung besitzt, ist sofort klar, dass eine der Matrizen B,, B,
singuldr sein muss.

Man bemerke noch, dass im Falle, wenn a;, = a;, = ... = a; = 0 gilt, der Bewelis
ganz durchliuft.
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II. Es sei A ein Eigenwert des Matrix V. Dann muss eine nichttriviale Losung des
Systems (10) existieren. Es ist klar, dass der Fall, wenn a; + 0 fiir i =1,...,p
und b;, = O fiir wenigstens einen Index i,, nicht vorkommen kann, da das System
(10) dann nur eine triviale Lsung x; = ... = x, = o besitzt.

Im Falle, wenn solche Indexe iy, j, existieren, fiir welche a;, = b; = 0 ist, hat
das System (10) eine nichttriviale Ldsung (der Fortgantg fiir ihre Feststellung ist im
Beweis des Satzes 1, Fall II. b) enthalten). Beide Seiten der Gleichung (7) sind dann
Null gleich so, dass A deren Wurzel fiir einen beliebigen Eigenwert u der Matrix B
ist.

Im Falle, wenn b; # 0, j = 1,...,p und a;, = 0 fir wenigstens ein Index iy,
gilt, folgt leicht aus den Gleichungen (10), dass eine nichttrividle Lsung genau
dann existiert, wenn die Matrix B singuldr ist. Aus der Gleichung (7) folgt dann, dass
A ihre, dem Eigenwert u = 0 entsprechende, Wurzel ist.

Man setzte endlich voraus, dass A ein Eigenwert der Matrix V ist und a; * 0,
b; #0,i=1,...,p,j=1,..., p gilt. Man wihle x,, # o. Aus den Gleichungen
des Systems (10) folgt dann schrittweise

b b..b;

_ Yip _ o—1 — —
X, = — Bia,i 1 X1 = —— — Bio,lo—lBio—l,io—ino—-Z =...=
ai, Aiplio-1
bbby ...bbb,_ ... by B B B B B .
- ig,ip—1%ig—1,i0—2 *** 1p®¥p,p—1 -+ Hig+1,i0%io
Ajo@ig—1 -+ A1Aya, 1 - Qigq
oder
a...a
_ I3
(17) B io-1Bi,—1.i0-2---B1yBy oy - Bigs1 15X = X s
by... b,
a,...a
B, x; 1 P x.
0" 1o b b o
1 *Yp

Es sei jetzt i, ein solcher Index, dass der i,-te Diagonalblock der Matrix B? einen
von Null verschiedenen Eigenwert besitzt (ein solcher Block existiert immer solange
die Matrix nicht die Nullmatrix ist). Dieser Eigenwert ist der Zahl u? gleich, wo p
irgendeiner der Eigenwerte der Matrix B ist. Da x;, ein Eigenvektor der Matrix
» B,, ist, der dem erwihnten Eigenwert entspricht, ist es klar, dass (17) gilt so, dass
das System (10) eine nichttriviale Losung hat und ferner

ist so, dass die Bezichung (7) gilt.

Dadurch ist der Satz 2 bewiesen.

Nun befassen wir uns mit einigen Spezialfillen des untersuchten Verfahrens.
Wir werden immer voraussetzen, dass f; = 0 ist (die Matrix (5) ist also eine Drei-
ecksmatrix).
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Fall 1. Es sei k ein gewisser Index, k = 1, ..., p und es bilden die Parameter
Bss B3, .., B, eine beliebige Permutation der Parameter —oiy, —o, ..., =%,
—O 45 eaes =0y, doho By = —0;,, B3 = —a;, ..., f, = —o; . Dann ist die Glei-
chung (7) von der Form

p

14
(L= oy + 20) TT (1 = o + Aa)) = pf ] (1 = o + ;).

i=1,i¥k i=1,i¥k
Aus dem Satz 2 und der vorhergehenden Gleichung folgt, dass die Matrix V(o ...
e 0y 0, =0ty s —“ip) folgende Eigenwerte hat:
(18) A=1—1fa;, i=1,...,p, i*k,

(19) P L= (1 = )
dabei pf sind alle, von Null verschiedene, Eigenwerte der Matrix BP. Solange B
singuldr ist, d. h. B” einen Nulleigenwert hat, kann die Matrix V einen weiteren
Eigenwert
(20) A=1— 1
haben.

Fiir den Spektialradius der Matrix V gilt folgender Satz:

Satz 3. Die Eigenwerte p? der Matrix BP seien im Kreis lz - ¥M + m)| £
= HM - m), wo lml < M < 1 ist (es handelt sich um den Kreis mit dem Radius
H(M — m) und mit dem Mittelpunkt auf der Realachse, der durch die Punkte
z=mund z =M durchgeht). Dann gilt fiir o; = &, wo [2—(M + m)]/2(1 — m) <
< [2—-(M+m)]20 —M), i=1,...p, i+k und fiir o =38 =1-—
3(M + m) die Beziehung

o(V(@y, ..., a% 0, —d;,, ..., —o?,-p)) <M - m)/[Z - (M + m)]
» —8;)) < max (’Ml, Iml) = o(B)).

[ lIA

KR

iy e

(es ist offensichtlich o(V(dy, ..., d,, 0, —
Beweis. Man untersuche zuerst die Wurzeln 4 =1 — (1 — u?)fey, pf # 0.
Da | — 3(M + m)| < 4(M — m)und pf = 1 — o + Aoy ist, es gilt
,I—ock+/1ak—%(M+m)|§—2‘»(M—m)

oder
l—ock_M+m M —m

o 2u, 2|a,

lIA

A+

so, dass A im Kreis mit dem Mittelpunkt s = (M + m)[20, — (1 — o)/, und mit
dem Radius r = (M — m)[2a, liegt. Fiir o, = @, = 1 — (M + m) > 0 gilt
s_M+m__l——o”c,,_M+m—2+2—(M+m)_0
24, &, 2 — (M +m) ’

M——m_ M —m

= >0.
24, 2 —(M+ m)
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Alle betrachtete Wurzeln liegen fiir o, = &, im Kreis mit dem Mittelpunkt im An-
fangspunkt und mit dem Radius r = (M — m)[[2 — (M + m)]. Solange 1 =1 —
— 1oy ein Eigenwert der Matrix V ist, ist fiir o, = @,

A=1—1lg,=1=1[1l =3M +m)]=1-=2/[2 - (M + m)] =
= —(M + m)[[2 - (M + m)]

und man kann leicht beweisen, dass —r < 1 — 1/&k < rist. Die Wurzel A =1 —
— 1/&, hat auf den Spektralradius keinen Einfluss. Ferner ist leicht zu beweisen, dass
fir[2 - (M +m)]2(1 —m) <& <[2—-(M+m)]20 —M),i=1,...p, i +k
auch die Wurzeln 2 = 1 — 1/d; im Kreis mit dem Mittelpunkt im Punkt 0 und mit
dem Radius r = (M — m)[[2 — (M + m)] liegen. Es gilt also (21).

Bemerkung. Angesichts dessen, dass der Parameter «;, i = 1, ..., p, i & k nicht
den Spektralradius beeinflusst, solange [2 — (M + m)]/2(1 — m) < o; <[2 —
— (M + m)]/2(1 — M) is wobei [2 — (M + m)[2(1 —m) <1 <[2—(M+ m)]|
[2(1 — M)gilt, kann man o, =1, i=1,...p, i+ ko, =1— M + m), B; =
= —1,j=2,..., p wihlen.

Fall 2. Man setze voraus, das B eine nichtsinguldre Blockmatrix mit Quadratbl6c-
ken von gleicher Dimension ist. Die Matrix B” hat ferner reele Eigenwerte p7 und
se gelte 0 <m =minp? < p? £ M =maxy? <1 (man kann leicht beweisen,

J J
dass fiir die Matrix B mit nichtquadratischen Blocken oder wenn die quadratische
Blocke verschiedene Dimension haben, die Matrir B singuldr ist).

Es seien k, | gewisse Indexe k = 1,...,p, I =1,...,p, k < [l. Es sei f; = 0 und
bilde f;, B4, ..., B, cine beliebige Permutation der Parameter —ay,..., —oy_j,
O gs s — gy —Oppqs e — O do he fy = —oy .., B, = —o; . Dann ist die
Gleichung (7) der Form

(22) (1= o 2o) (1= + o) T] (1= o+ ) =

iFk,i*l
p
= WL+ B2 — 2B2) T1 (1 — o + Ay).
i*ll:,ilatt

Aus dem Satz 2 und aus der Gleichung (22) folgt sofort, dass die Eigenwerte der
Matrix V(oy, -y G s gy ooy % 0, 5, — 04, ..., —0r; ) folgende sind:

(23) A=1—=1o;, i=1,..,p, i+k, i+l;

(24) die Wurzeln der Gleichung (1 — o + Ao) (1 — o + Aoty) = pf(1 + B, —

— 2B2)-
Es gilt folgender Satz:
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Satz 4. Es sei

) e[ (G i) |

e L G ) ) e

(26) W(L=m)+ - M)
M= m+ [J(t = m)+ (1 - M =
< Wi-msya-mp

T -M+m +[J(1=-m)+ /(1 - M)]?

Dann gilt

(27) O(V(&ys - oos Gy ooy Gy v Gy 0, By =y, oy — 8y ))) =
_ M —-—m <o
[V =m)+ (1 - M]

Beweis. Aus der Arbeit [1] folgt, dass fiir die Wurzeln 4 der Gleichung (24)
max |/1| <M - m)[[(J(1 = m) + /(1 — M)]* gilt, wobei die Gleichheit fiir
o =&, 0 =d, f,=p,= —1 eintritt (siche (25)). Man kann leicht beweisen,
dass im Falle oy = &, i = 1,...,p, i % k, i = [ (siehe (26)) fiir die iibrigen Eigen-
werte (23) die Ungleichungen || < (M — m)[[ /(1 — m) + /(1 — M)]?, wodurch
der Satz 4 bewiesen ist.

A
|

oD, i*Ek, i+l

(Y(orgs - 05, 0, Bay — iy s —O{ip)) .
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Souhrn

O JEDNE VICEPARAMETRICKE ITERACNI METODE
PRO p-CYKLICKE SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

MIROSLAV SISLER

V préci se definuje jistd iterani metoda pro feSeni soustavy linedrnich rovnic tvaru
x = Bx + b, kde B je slab& p-cyklickd blokovd matice. Iteraéni metoda zdvisi
obecné na 2p parametrech. Je fesSena optimalisace této metody v nékterych pripadech,
charakterizovanych specidlni volbou parametr.

Anschrift der Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25,
115 67 Praha 1.
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