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SVAZEK 29 (1984) APLIKACE MATEMATIKY isto 5

EQUATIONS DE VON KARMAN

[. RESULTAT D’EXISTENCE POUR LES PROBLEMES AUX
LIMITES NON HOMOGENES
JOLius CiBUuLA

(Regu le 16 mars 1983)

1. INTRODUCTION

1l existe de trés nombreuses références sur les équations de von Karman. Pour
I’étude des questions d’existence, on se reportera a Berger [1], Knightly [8]. Hlavagek
et Naumann [5, 6], John et Negas [7], Ciarlet et Rabier [4], etc. Dans cet article,
on prend [5] et [7] pour point de départ. Nous nous intéresserons au probléme:

(1.1) A*w = [@&,w] + g dans Q,
(1.2) 420 = —[w, w] dans Q,
(1.3; w=w,=0 sur Iy,
(1.4) w=0, Mw+ k,w,=m, sur T, ,
(1.5) Mw + k3w, = m;

Tw + (WD, — w,d,) + kzw = ry sur Iy,
(1.6) w, =0

Tw + (W, Dy — WD) +kaw =1, sur Ly,
(1.7) ¢=0,, & =09, sur 62,
ou:

Q désigne un ouvert borné et simplement connexe de E,,

(1.8) QecC?),

1y Pour la définition de classe C®, cf. [7].
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0Q désigne une frontiere de Q qui est réunion de quatre parties disjointes mutueile-
ment:
Q=r,vlr,ulyul,,

_ 5_u S*u

u, = , U = D
ox Posx oy

etc. ,

2 _ —
A% = A(du) = vy + iy, + Uy s
[u. 0] = upvy, + uyv — 2u,0,,,

n = (n,, n,) est le vecteur unitaire normal extérieur a 62,
T = (—n,, n,) est le vecteur unitaire tangent a 62,

(1.9) u, = umn,+upn,,
(1.10) u, = —un, + un,,
o est le coefficient de Poisson, 0 < o < 1,
Mu = cdu + (1 — o) [uuni + 2unn, + uyni],
Tu = —(4u), + (1 — 0) [unn, — uy(ni — n}) — uynen],,

Ky, my: Ty = Eq, Koy kagy 73 : Ty = Ey, kg, 14: Ty = Ey, @, ®,:0Q — Ey, q: Q >
— E; sont les fonctions prescrites.

Quand la charge latérale développe I'effort de traction ou elle est assez petite, la
question d’existence a été étudiée par Hlavagek et Naumann [5]. Danslecas: I, = 0,
®, = &, = 0 sur I'; et une condition déterminée sur I', (cf. (5.4) dans [7]), le résultat
d’existence a été donné dans John et Nelas [7] par idée de Knightly [8]. Ciarlet
et Rabier [4] n’ont pas utilisé cette idée a condition que: I', = I'; = I, = 0.

Dans notre article, nous définirons une équation d’opérateur équivalent a la for-
mulation variationnelle du probleme (1.1)—(1.7). Les solutions de cette équation sont
des points critiques de la fonctionnelle qui porte le nom d’énergie totale de déforma-
tion. On montrera que la fonctionnelle est coercive et faiblement séquentiellement
semi-continue inférieure. Nous généraliserons I'idée de Ciarlet et Rabier [4] sans que:

[w,w]=0=w=0.

2. SOLUTION CLASSIQUE ET VARIATIONNELLE DU PROBLEME

Définition 2.1. Le couple |w, ®| des fonctions de C*(Q) est dit une solution classi-
que du probléme il satisfait a (1.1)—(1.7).
Dans la suite, nous supposerons que:

(2.1) k, eL(I';), k, =0 presque partout sur I',,
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kyy e L(I'y), ks =0 presque partout sur I'y,
ki€ Ly(I3), kiz = 0 presque partout sur I'5,

ky e Li(l,), ks Z 0 presque partout sur I',,

(2.2) my, e L), m,e LF(I"3) . ryeLy(Is), ryeLy(ly),
(2.3) ge L, (9Q),

ou: pe (1, w),

(2.4) By WI2H5Q), P e WE2(5Q) ).

Nous appellerons:
A(u, v) =

= J [te(0ex + 00,) + 21 = 0) Uty + 1y (0, + o0,)] dx dy,
o

a(u, v) = J kyu,v, ds + f (kasuuv, + kauv)ds + J. kouvds,
) &% I;

T's

p(u) =J myu, ds + j (msu, + rzu)ds +J rquds,
I rs

Is

ol s représente I’abscisse curviligne de 62,
(u, v)wy2. =J (UaVrx + 2ug 0y, + uyv, )dxdy,
o
lullwez2 = {(u. w2} 72,
B(u; v, z) = f [ugye, = uyv) z, + (v, — o) z,]dxdy,
2
¥V ={ueC®Q):u =u,=0surI'j,u=0surl,u,=0surl,}.

Soit /w, @[ une solution classique du probléme (1.1)—(1.7). En appliquant la for-
mule de Green avec les conditions aux limites (1.3)—(1.6), on obtient pour toutes
fonctions ¢ € ¥, Y € 2(Q)*):

(2:5) A(w, ¢) + a(w, ¢) = B(®; w, ) + J qp dxdy + p(¢),
(2]
(26) (‘D, l/’)woz,z = —-B(W; w, l//) .
On désigne:
V=1v,

1y Pour la définition des espaces L, Wl/2:2 3122 f 19),
%) Lespace 2() étant I'espace des fonctions de C®(() 4 support compact dans €.
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ou I'adhérance est & prendre au sens de I'espace W2-%(Q)?).

Définition 2.2. Le couple [w, @[ € V x W?*(Q) est dit une solution variationnelle
du probléme si:
(i) légalité (2.5) est satisfaite pour tout ¢ €'V,
(ii) I'égalité (2.6) est satisfaite pour tout y € Wy *(Q),
(iii) la condition (1.7) est satisfaite au sens des traces.

Grace aux conditions (1.8) et (2.4), il existe une fonction F € W*'*(Q) telle que:

(2.7) F=d&,, F,= &, ausens des traces sur Q,

(2.8) (F, ¥)we2o = 0 pour tout e Wi3(Q).
On pose:

(2.9) f=&—F.

Il est clair que fe W3?(Q). Grace a (2.8) et (2.9) on peut écrire (2.5) et (2.6) sous
la forme:

(2.10) A(w, ¢) + a(w, @) = B(F; w, ) + B(f; w, ¢) + J qo dx dy + p(e),

@11) (/s Wwors = —B(wi w, ).

Définition 2.3. Le couple /w,f/ eV x Wf,’l(Q) est dit une solution variationnelle
excessive du probléme si:

(i) Pégalité (2.10) est satisfaite pour tout ¢ €V,
(ii) Iégalité (2.11) est satisfaite pour tout Y € W5*(Q).

3. FORME CANONIQUE
Lemme 3.1. Soit u € V vérifiant:
(3.1) Au,u) + a(u,u) =0=u =0.
Alors, il existe des constantes ¢, > 0 et ¢, > 0 telles que:

3.2) eyflulae £ A(u, u) + a(u, u) £ cofufa,
pour tout u € V. (cf. [5], Lemme 3.1)

LY w22(Q) désigne I’espace de Sobolev muni de la norme:

1/2
]l wa.e = {J u®dx dy +J [(ue)® + 2(uyy)® + (uyy)*] dx dy} .
o o
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Dans la suite, nous supposerons que (3.1) est vérifiée!).
On définit le produit scalaire de I'espace V par:

(3.3) (u, v)y = A(u, v) + a(u, v)
et la norme par:
(3.4) lully = {A(u, u) + a(u, u)}'’?,

pour tout couple fu, v/ € V x V. Graceau Lemme 3.1, ’espace Vest unespace de Hilbert
pour le produit scalaire (3.3). Par construction des espaces, on a:

(3.5) Wi Q) < Ve WH(Q).
Remarque 3.1. Les relations (3.2), (3.4), (3.5) et I'injection compacte de I'espace
W?2-2(Q) dans I'espace W'*(Q)?) prouvent que:
vawr(Q),
VQQw(Q)).
Remarque 3.2. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient:
(3.6) |B(u; v, :)| < const “u”,yoz,z "v”wm ”2|le-4 ,

pour tout triplet [u, v, z[ € [ W**(Q)]>. En appliquant la formule de Green, on
obtient:

(3.7) B(u; v, ) = B(y; u, v) = B(v; ¢, u),

pour tout triplet [u, v, y] € [W>*(Q)]* x W§?(Q).
Grace aux Remarques 3.1 et 3.2, on a:

(3-8) |B(F: w, 9)| < const |[F|ly2z [w]wi ||y,
C(39) —B(fsws0)| = const [ [Wwia o]y
(3.10) |B(w: W, @) = |B(y: w. w)| < cosnt || woz2 [W]wie [[W]wia

) Quelques conditions suffisantes sont données dans [S]. Par exemple: 1° mes(I")) >0,
2" mes(I',) > 0 et I', n'est pas un segment d’une droite, etc.

2y wh ‘4(9) désigne l'espace de Sobolev muni de la norme:

[ufwie = {Lu‘ dxdy + J Qt(ux)“ + (u,)*]dxd y}m.

3) Soient X et Y des escapes de Hilbert. Alors, X Q Y désigre I'injection continue de X dans
Yet X QY désigne injection compacte de X dans Y.
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pour tous w, w, pe Vet f, e W(Z,‘Z(Q). Par l'inégalité de Holder, le théoreme
de traces et V(G W**(Q) on a:

(3.11) U qo dx d)’l < const “quLprm '!‘P“V »
0

(3.12) iP(‘P)! < const {éz(”mi‘r.p(m + H"Hl!ihthm)} ”‘P”V >

pour tout ¢@.€ V. Grace au Théoréme de Riesz et par (3.8)—(3.12), on déduit qu’il
existe des opérateurs L: V=V, Cy: W3H(Q) x V=V, Cp: V x V> W33 Q) et
un €lément g* € V définis par:

(3.13) B(F;w, ¢) = (Lw, ), ,

(3.]4) B(f; w, (P) = (Cl(f’ W)’ (P)V 5
(3.15) B(w; W, ) = (Cy(w, W), V)2 »
(3.16) p(o) + j qp dxdy = (¢*, 9)v ,

pour tous w, W, g € Vet f, y € Wg'*(Q).

Remarque 3.3. En utilisant la trilinéarité de la forme B( ; , ), on s’apergoit
facilement que Poperateur L est linéaire et les opérateurs C; et C, sont bilinéaires.
Comme . _

B(F;w, ¢) = B(F; ¢, w),
B(w; W, y) = B(w; w, /),
pour tous w, W, ¢ € Vet y € W§3(Q), on déduit de (3.13) et (3.15) que:

(3-17) (Lw, @)y = (Lo, w)y,
(3.18) Cy(w, W) = Co(W, w) dans W53(Q),
pour tous w, w, @ e V.

Par (3.13)—(3.16), il est clair que les équations (2.10) et (2.11) sont équivalentes
aux équations:

(3.19) w=Lw + C(f, w) + ¢g* dans V,
(3.20) f = —=Cy(w, W) dans W23(Q).
Si I'on pose: '

<(3.21) Cw = Cl(CZ(W, w), w),

lecouple [w, f| € V x W§*(Q) vérifie:

(3.22) w—Lw+ Cw—g*¥=0 dans V,
(3-23) f = —=Cyw,w) dans W3*(Q) .
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11 apparait clairement que f vérifiant (3.23) est connu dés que w vérifiant (3.22)
I’est aussi, en conséquence, la formulation variationnelle (2.10) et (2.11) du probléme
(1.1)—(1.7) est équivalente a la recherche de éléments w e V vérifiant I’équation
(3.22) (auquel cas f est obtenu par (3.23)).

4. PROPRIETES DES OPERATEURS L, C,,C, ET[, ]

Lemme 4.1. Pour tout triplet [, w, | € W5*(Q) x (V)% on a:
(4.1).. (Ci(Y, w), W)y = (Cow, W), Y)wy.z -
Démonstration. D’aprés (3.7), (4.14) et (3.15), on a:
(Ci(y, w), W)y = B(Y; w, W) = B(w; W, ) = (Cow, W), ).
pour tout triplet |y, w, ¥ € W§3(Q) x (V).

Lemme 4.2. Pour tout couple [w, | € (V)?, on a:
(4.2) “qu; < const | w1,
) oo w5 comst ol [Fhne

Démonstration. Les inégalités (4.2) et (4.3) découlent de (3.8), (3.10), (3.13)
et (3.15) avec @ = Lw et y = Cy(w, w).

Lemme 4.3. Les opérateurs L et C, vérifient la propriété suivante: pour toute
suite {w"} d'éléments de V telle que:

(4.9) w" — w faiblement dans V,
on a:
(4.5) ‘ Lw" - Lw fortement dans V,
. (4.6) C,(w", w") = Cy(w, w) fortement dans W 3(Q).

Démonstration. Soit alors {w"} une suite d’éléments de Vtelle que:

w" — w faiblement dans V.

Par ja compacité de I'injection: '
VQQWwh4(Q)

(cf. 3a Remarque 3.1), on a:
(4.7) w" > w fortement dans W'4(Q).
La linéarité de L et la bilinéarité de C, permettent d’écrire:

Lw" — Lw = L(w" — w),
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Co(wW" W) — Cy(w, w) = Co(W" — w, w") + Cy(w, w" — w),
soit:
|Lw" = Lwly = [Lw" = w)]y .
[Cow™, w") = Co(w, W) wozz £ [ Co(w" = Wy W)z + | Colw, w" — w)”,,,;z,; .

Les inégalités (4.2) et (4.3) donnent:
(4.8) |Lw" — Lw|, < const

W' — W”wu s

(4.9) H Co(w", w") = Cy(w, w)“ Woz2 = const

R Y PR P

Grace a (4.7) le second membre de (4.8) et (4.9) tend vers 0 et I'on obtient finalement
(4.5) et(4.6)

Lemme 4.4 Pour 1oute suite {w"} = V telle que:

(4.10) w" > w fortement dans V,

on a:

(4.11) J[w“, w"] Fdxdy — j [w, w] Fdxdy,
2 0

ou F est un élément de W*-*(Q).

Démonstration. D’aprés le Théoreme de Sobolev et la Remarque 3.1, on sait
que: .
wW2(Q)Q C(Q), Vo W*X(Q),

et donc:
‘ ze C(Q), [u,v]eL(Q),
(4.12) j [u,v] zdxdy| < (mﬁax lz|)J l[u, v]l dx dy,

pour tout triplet [u,v,z[€(V)*> x W*?*(Q). En appliquant l'inégalité de Hoider
et par V W?%(Q), on obtient:

J‘ [u,v]zdxdy
Q

Soit alors {w"} une suite telle que:

(4.13)

< const (m;x l2]) flullv (o] -

(4.14) w" — w fortement dans V.
11 est facile de voir que:

(4.15) L[w", w"] F dx dy — L[w, w] Fdx dy[ <

=

J. [w" — w, w"] Fdx dy' +
2

f[w,w"-—w]Fdxdy‘,
2
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par la bilinéarité du crochet | . ]. L'inégalité (4.13) reportée dans (4.15) donne:

(4.16)

J [w", w"] F dx dy —f [w, w] F dx dyl <
Q o

w"

v+

< const (msx |F|) (| w” v) [lw" — w”,,.

Grace a (4.14) le membre de droite de (4.16) tends vers 0 et on obtient (4.11).

Lemme 4.5. Soit w e Vvérifiant:
Cy(w, w) = 0.
Alors:
[w,w]=0.

Démonstration. Soit w un élémént de V. En vertu de la densité de ¥~ dans
Iespace V, il existe une suite {w"} = ¥ telle que:

w" - w fortement dans V.

En appliquant la formule de Green et par (3.15), on obtient:

(Co(w", W), )22 = B(W'; W', §) = J [w", w'] ¢ dxdy,

Q2

pour tout Y € 2(Q). Grace aux Lemmes 4.3 et 4.4 on a:

(Cz(w, W), l//)woz,; = j [w, w] Yydxdy.
Q
Comme C,(w, w) = 0,0ona

(4.17) J [w.w]y dxdy =0,
o
pour tout iy € 2(Q). On définit une distribution sur Q par:
(4.18) Ve 2(Q) > {[w, w], ¥> =J [w,w]ydxdy.
Q

De I'inégalité (4.12) et de la continuité de I'injection:

W@ Q (@),

on obtient:

(4.19)

J [w, w] ¥ dx dy' < constJ \Dw, wl| dx dy ¥l wee .z »
Q 2]
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pour tout ¥ € 2(Q). Comme 2(Q) est dense dans I'espace W§'*(Q), I'inégalité (4.19)
montre que la distribution définit une forme linéaire sur 'espace W§'*(Q), c’est-a-dire
par définition, un élément de I'espace W~ 2-3(Q)"):

[w, w] € W_Z‘Z(Q) .
Par définition, on sait que:

(4'20) ”[W, w]“w-lﬂ = sup J([W,_W],l//)l .

_weg)(m ”l/l“ Wol 2

Les relations (4.17), (4.18) et (4.20) donnent:

[Cxam—
et donc: _ i
[w,w] = 0.

Dans la suite, o désigne I’angle compris entre le vecteur et le demi-axe positif des x.
On a:

(4.21) n, =sina, n,= —cosa.
La courbure de 5Q étant définie par:
(4.22) : . K=—,
on a, d’aprés (4.21) et (4.22): »
(4.23) K=n,,£n —n Ei—n
. ds

¥y y ds x
Lemme 4.6. Pour tout w e C*(Q), on a:

(4.24) WeWye — WW,, = W, d w, — w,g w, + K[(w,)* + (w)?],
ds ds
sur 69Q.
Démonstration. Soit w un élément de C*(22). Comme
(4.25) n+n} =1 surdQ,
on déduit de (1.9) et (1.10) que:
(4.26) W, = W,n, — wn, surdéQ,
(4.27) ‘ w, = w,h, + wn, sur6Q.

y

) W‘Z'Z(.Q) désigre le dual de I’espace W%'Z(Q).
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Par la dérivation des équations (4.25)—(4.27) par rapport s, on trouve

(4.28) - nx(%nx + ny;;1 n,=0 surdQ,
s s

(4.29)  w, = 4 w, = 4 w, |n, — d we |y, + w,,g« n, — w, 4 n,,
’ ds ds ds ds ds

d d d d d
4.30 W= —w,=[—w, |n,+{—w |n.+w,—n, +w, —n,
(4:30) ¥ ods Y <ds ) ’ (ds ) ds ’ ds

sur 6€2. En multipliant (4.26) et (4.27) par w,, et w,, respectivement et en soustrayant,
on obtient:

(4.31) WeW,e — WWoo = wo[wyn, — won,] — wlwe.n, + wen].
Les égalités (4.25) et (4.28)—(4.30) reportées dans (4.31) donnent:

WWye — WW, o =

d d d d 5 R
=W, —WwW, — W, —W, +n,.—n —n,—n, wa)© + (w, .
gt g o+ 00

Grace a (4.23), on conclut (4.24).
Dans la suite, nous supposerons que:

n K&, =0 surl,,
(11) - &, =0, &, =20 surly,
(1) Kby =20, &, 20 surl,.

Remarque 4.1. 11 découle de (1)—(I1I) que:
KF =0 surl,,
F=0, F,z20 surl;,
KF=z20, F, =20 surl,,

au sens des traces.

Lemme 4.7. Les conditions (I)—(I11) étant vérifiées, on a pour tout w € V:
(4.32) (Lw, w)y < j [w.w] Fdxdy,
Q2

ot F e W?2(Q) est une fonction satisfaisante a (2.7) et (2.8).
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Démonstration. Soit w un élémént de ¥". En appliquant la formule de Green
(deux fois) et (3.13), on obtient:

(4.33) (Lw, w)y = B(F; w, w) = f [w, w] Fdxdy —

- J‘ [(Fow, — Fyw,)w,] ds —f [(wowye = wyw,.) F] ds .
50 50

On déduit de (4.25)—(4.27) que:

(4.34) Fw, — Fw, = Fw, — Fw, sur éQ.

Les égalités (4.24) et (4.34) reportées dans (4.33) donnent:
(4.35) (Lw, w)y =J [w, w] Fdxdy — J- (Fw, — Fw,) w, ds —
Q LI

[ [ L = oo L, + K2 + K(w)? | Fs.
69 ds ds

Puisque w € ¥ et la condition (II) est vérifiée:
w =0 surl,uT,,
w,=0 surl'yUTl,,

F =0 surrly.
On s’apercoit alors que:
w,=0 surluTl,,

iw,=0 sur [y uTl,,
ds

d
—w,=0 surl'yurl,,
ds

F,=0 surl;.

Reportant ces conditions dans (4.35), on obtient:

(Lw, w)y =J [w,w] Fdxdy —
2

- { f F,(w,)*ds + j KF(w,)* ds + j KF(w,)? ds}.
Isuly I Is
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Gréce aux conditions (1)—(III) et 4 la Remarque 4.1, on a finalement:

(4.36) (Lw, w)V < [ [w, w] Fdxdy,

.2

pour tout we ¥ . ¥"étant dense dans I’espace V et grace aux Lemmes 4.3 et 4.4
on conclut que (4.36) est satisfaite pour tout w e V.

5. RESULTAT D’EXISTENCE

Lemme 5.1. Les solutions de [I’équation (3.22) sont des points critiques de la
fonctionnelle J : V — E, définie par:

(5.1) J(w) = Hw|7 — HLw, w)y + 3| Co(w, w)|[hoz2 = (g% W)y

Démonstration. En vertu de la linéarité de L, la bilinéarité et symétrie de C,,

un simple calcul montre que:
DJ(w, ) = lim J(w + th) — J(w) _

-0 t

= (w, h)y — H(Lw, h)y — (Lh, w)y + (C5(w, h), Co(w, W))yo2.2 — (g%, h)v,

d’aprés la définition de la différentielle de Giteaux pour tout couple [w, hfe V x V
Gréce a (3.17) et (4.1), on obtient:

DJ(w, h) = (w — Lw + C{(C,(w, w), w) — q*, h)y,
et donc:
grad J(w) = w — Lw + Cw — g*,
pour tout we V. ’

Définition 5.1. Soient X un espace de Hilbert, f : X — E, une fonctionnelle et
u un élément arbitraire de X. Alors:

(i) fest dite faiblement séquentiellement semi-continue inférieure sur X si:

#(u) £ liminf f(u"),

n=* o0

pour toute suite {u"} d’éléments de X qui converge faiblement vers u € X;
(ii) / est dite faiblement continue sur X si la suite {f(u")} converge vers f(u)
dans E;, pour toute suite {u"} d’éléments de X qui converge faiblement vers ueX.

Lemme 5.2. La fonctionnelle J définie par (5.1) est faiblement séquentiellement
semi-continue inférieure sur V.
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Démonstration. La fonctionnelle quadratique:
g(w) = 3[w[} = (g% w)y
est faiblement séquentiellement s.c.i. (cf. [3] ou [10]). La fonctionnelle:
Jw) = =3(Lw, w)y + ;[ Co(w, w)|3o2.2

est faiblement continue, grace au Lemme 4.3 et aux propriétés du produit scalaire’).
Alors, leur somme est la fonctionnelle faiblement séquentiellement s.c.i.

Lemme 5.3. Si les conditions (1) — (111 sont vérifiées, alors:

lim J(w) = o,

R—-x

ou R = ”wHy.

Démonstration. (idée de Ciarlet et Rabier [4]). Dans le cas contraire, il existe
une suite {w"} de I'espace Vet une constante ¢ > 0 telles que:

(52 tim [y = .

wn

(5-3) 3|

12’ - %(LW", W")V + Ilt'ch(W", W")H %Vom - (q*, W")V Zc.
On peut supposer (cf. (5.2)) que w" =+ 0 pour tout n € N. On pose:

w'l

[wly”

pour tout n € N. En divisant par |w"|} linégalité (5.3), on obtient:

(54) " =

c 1
(55 3= L")y + WP | Co" ) |Hre S =5 + = (0% ")y
[ g
pour tout n € N, ou I'on a utilisé ’homogénéité de Let C,. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que la suite bornée?) {v"} converge faiblement vers
une limite v € V. Grace au Lemme 4.3 et par propriété du produit scalaire, on a:

(5.6) (Lv", ")y — (Lv, v)y ,
(57) IC(v", ") o2 = [ Cale v) [
(5.8) (g%, v")y — (a*, v)y -

1y Soit:

u"—u fortement, v"— v faiblement

dans ’espace de Hilbert V. Alors:
", ")y —> (u, v)y .
2) Parce que: [|o"]|, = 1.
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(i) Soit ||Cy(v, v)||3p2.2 > 0. Grace a (5.2) et (5.6)—(5.8), le membre de droite
de (5.5) tend vers 0 pendant que le membre de gauche de cette méme inégalité tend
vers + 00, ce qui est absurde.

(ii) Soit ||C(v, v)[Rez2 = 0. Alors, Cy(v,v) =0 dans W33(Q) et [v,0] =0,
par le Lemme 4.5. 11 découle de (5.5) que:

1
(5.9) L - YLo )y £ e + = (g% )y
Wil Il
Grace 4 (5.2), (5.6) et (5.8). on obtient:
(5.10) 1 — XL, v)y £0.

Par (4.32), on a:

Nj=

(5.11) —%f [v,v] Fdxdy 0.
Q

Puisque: [v, v] = 0, le membre de gauche de (5.11) est 4 pendant que le membre
de droite de cette méme inégalité est 0, ce qui est absurde.

Griace aux Lemmes 5.1—3 et par une conclusion classique (cf. [3] ou [10]),
on obtient le Théoréme suivant:

Théoréme. Supposons les conditions (1.8), (2.1)—(2.4), (3.1) et (I)—(III) véri-
fiées. Alors, Iéquation (3.22) posséde au moins une solution. Plus précisément,
il existe au moins un élémént wy € Vtel que:

J(wo) < J(w),

pour tout w e V, ou J est la fonctionnelle définie par (5.1).

Remerciement. L’auteur remercie vivement dr. R. Kodndr pour les discussions
au cours de la préparation.
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Sthrn

ROVNICE VON KARMANA
I. EXISTENCNY VYSLEDOK PRE NEHOMOGENNE OKRAJOVE
ULOHY

JULius CisuLAa

V ¢lanku je definovand operdtorova rovnica, ktord je ekvivalentnd variaCnej
formuldcii ulohy. RieSenia tejto rovnice st kritické body energetického funkciondlu.
Funkciondl je koercivny a slabo zdola polospojity. Na zdklade vety z funkciondlne;j
analyzy dostdvame existenény vysledok tlohy.

Adresse d’auteur: RNDr. Julius Cibula, Katedra matematiky a desk. geometrie, Strojnicka
fakulta SVST, Gottwaldovo nam. 17, 812 31 Bratislava.
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