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ITERATIVE EINSCHLIESSUNGEN VON LOSUNGEN
NICHTLINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
DURCH NEWTON-AHNLICHE ITERATIONSVERFAHREN

RupOLF L. VOLLER

(Eingegangen am 22. Februar 1984)

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir monoton einschlieBende Newton-
dhnliche Iterationsverfahren zur naherungsweisen Losung verschiedener Klassen vonnichtlinearen
Differentialgleichungen. Die behandelten Methoden sind auch fiir nichtkonvexe Nichtlinearititen
anwendbar. Ferner konstruieren wir einschlieBende Startndherungen fiir diese Verfahren,so da3
wir die Existenz der Losungen der gegebenen Differentialgleichungen sichern konnen. Die Kon-
vergenz der Verfahren wird auch fiir den Fall bewiesen, dal die Halbordnungkegel der be-
trachteten Funktionenrdume nicht regulédr sind. Es werden vier Beispiele angegeben.

AMS Classification: 65J15, 65L10, 65P05.

1. EINLEITUNG

Lassen sich zur niaherungsweisen Lésung nichtlinearer Operatorgleichungen mo-
noton einschlieBende Iterationsverfahren heranziehen, so gewinnt der Anwender
gegeniiber lokal konvergenten Methoden zwei Vorteile. Zum einen ist der Einzugs-
bereich fiir eine Losung im Vergleich zu letzteren in der Regel erheblich groBer,
zum anderen erhdlt man durch die EinschlieBungen in einfacher Weise Fehler-
abschétzungen, wenn der zugrundegelegte Vektorraum eine Halbordnung und eine
Topologie besitzt, die miteinander vertraglich sind. Kann man fiir die Iterations-
verfahren sogenannte einschlieBende Startndherungen konstruieren, so 1afBt sich
auBerdem die Existenzfrage fiir die gegebene Operatorgleichung haufig vorab be-
antworten (vgl. [4], [8], [16]), insbesondere fiir nichtlineare Randwertaufgaben
(vel. [3], [4], [25], [28]). Unter gewissen Voraussetzungen kann man die Losungen
solcher Randweraufgaben nach dem Verfahren der sukzessiven Approximation (SA)
iterativ einschlieBen (vgl. [3], [21], [25], [32]). LaBt sich die Differentialgleichung
jedoch als Operatorgleichung der Form

(1) F(x) =0



schreiben, wobei F eine nichtlineare Abbildung von einer Teilmenge eines halb-
geordneten Banachraumes X in einen halbgeordneten Banachraum Y ist, so erzielt
man schnellere Konvergenz als bei SA, wenn man das Newton-Verfahren oder
geeignete Newtondhnlische Verfahren verwendet. Dabei sind dann aber zusatzliche
Voraussetzungen an den Operator F wie Differenzierbarkeit, Konvexitit oder Ahnli-
ches zu stellen. Das monotone Newton-Verfahren wird zur Losung nichtlinearer
Differentialgleichungen beispielsweise in [12], [13], [15], [21] und [30] verwendet.
Mit schwicheren Voraussetzungen kommt man im Vergleich dazu aus, wenn man
die Verfahren aus [34] bzw. [35] benutzt. Im folgenden Abschnitt beweisen wir
hierzu einen neuen Satz, der neben dhnlichen Sitzen aus[26]und [27] der allgemeinste
dieser Art ist. Dabei verzichten wir im Hinblick auf die im weiteren behandelten
Beispiele auf spezielle Forderungen an die Halbordnungen in X und Y, insbesondere
auf die Regularitit des Kegels, die in [26] und [27] gefordert wird (dort wird auBer-
dem stets X = Y gesetzt). Ferner kommen wir anders als die Sitze aus [26], [27],
[29], [34] und [35] ohne Operatorhalbordnungen aus. Diesen Satz wendenwir auf
verschiedene Arten von Differentialgleichungen an. Er eignet sich daneben auch zur
Behandlung diskreter Probleme, wie sie etwa in [6], [23] oder [33] untersucht
werden.

Die Existenz von Losungen zeigen wir mit Hilfe einer Unter- und einer OberlGsung,
die wir explizit konstruieren und als Startndherungen fiir die Iterationsverfahren
verwenden. Die Konvergenz der Iterationsfolgen beweisen wir mit Hilfe induzierter
Normen und Halbordnungen. Diese neue Vorgehensweise erweist sich immer dann
als zweckméiBig, wenn die zugrundegelegten Funktionenrdume keinen reguldren
Kegel besitzen, so daB} ein solcher Beweis nicht wie im Fall nichtlinearer Gleichungs-
systeme erfolgen kann. AbschlieBend bestimmen wir dann explizite Naherungs-
16sungen fiir konkrete Beispiele. Dabei werden die Verfahrensgleichungen gegebenen-
falls durch geeignete Ungleichungen ersetzt. Fiir einige aus der Literatur bekannte
Beispiele konnten dadurch verbesserte EinschlieBungen erzielt werden.

2. MONOTON EINSCHLIESSENDE NEWTON-AHNLICHE VERFAHREN

Zunichst stellen wir einige Definition von Begriffen aus der Theorie der halb-
geordneten Vektorrdume zusammen, die wir aus [4], [5], [7], [8] und [16] iiber-
nehmen.

V sei ein Vektorraum iiber R. V heiBit halbgeordneter Vektorraum (hVR) genau
dann, wenn auf V eine zweistellige, reflexive, antisymmetrische und transitive Rela-
tion < definiert ist, die den Bedingungen

(2) Vx,y,zeV: xZy=>x+z=y+z

(3) VA=Z0 Vx,yeV: x<y= AIx=< Ay
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geniigt. Sind x und y zwei Elemente aus V, so verstehen wir unter dem Ordnungs-
intervall [x, y] die Menge {ve V: x < v < y}.Ist die Beziehung x < y nicht erfiillt,
so gilt [x, y] = 0. Die Menge K := {ve V: v = 0} nennen wir den Kegel von V.
Der Kegel K besitzt wegen (2) und (3) die Eigenschaften K + K < K; VA = 0:
AK <« K; xeK, —xeK <> x = 0. Der Kegel K von V heilit erzeugend genau dann,
wenn fiir jedes v € V Elemente v,, v, € K existieren mit v = v; — v,. Ist Vein Banach-
raum, so heiBt V halbgeordneter Banachraum (hBR) genau dann, wenn der Kegel
abgeschlossen ist. Ist ¥ ein hBR, dann heifit der Kegel K von ¥V normal genau dann,
wenn es ein N € R gibt, so daB fiir alle x, y e K mit x < y gilt |x| < N|y|. Eine
Teilmenge V, von V heiBit o-beschriankt genau dann, wenn es ein Ordnungsintervall
aus V gibt, das V, enthilt. Ist V ein hBR, so heit der Kegel K von reguldr genau
dann, wenn jede o-beschrinkte, monotone Folge aus V konvergiert. Ist W ein weiterer
hVR, so heiBt eine Abbildung F: D < V — W invers-isoton genau dann, wenn fiir
alle x, y € D mit F(x) < F(y) folgt x < y. L(V, W) bezeichne den Raum der linearen
Abbildungen von V nach W. Es sei A€ L(V, W), dann heiBt eine Abbildung A4;' e
e L(W, V) linke Subinverse von A genau dann, wenn fiir alle ve K < V gilt:
A 4v < 0.

Der folgende Satz gestattet nun die EinschlieBung von Losungen der Gleichung
(1) durch monoton einschlieBende Newtonihnliche Iterationsverfahren.

Satz 1. V, W seien zwei halbgeordnete Vektorriume, D eine Teilmenge von V
und F eine nichtlineare Abbildung von D nach W. Es mdgen Elemente x4, yo € D
mit Xo < Yo, [x, o] = Dund F(x,) < 0 < F(y,)sowie Abbildungen S;:[xo, yo] *
x [xos Yol = L'V, W), i = 1,2 existieren, so daf gilt:

(V1) Vx, y € [xo, yol mit x < y: Six, ) (x — y) £ F(x) — F(y)

(V2) Vx,ye [x0, Yol mit x £ y sind die Abbildungen Si(x, y) invers-isoton, und
das Bild von V unter S{x, y) umfapt das Bild von [xo, y,| unter F

(V3) Vz e [x,, Yol und Vx,ye [xo, z] mit x <y gilt entweder [S((x,z) —

. =813 2)] (x — y) = 0 oder [Si(y,2) = S(x,2)] (y —2) 2 0

(V4) ¥xe [xo, Vo] und Vy,ze [x, o] mit y <z gilt entweder [S,(x,y) —
= 83(x, 2)] (y - z) £ 0 oder [Sy(x,z) — S(x,y)] (x — y) £ 0.

Dann liefern die Verfahren
(2) Vk € Ny: S1(}7k: yk) (J’k+1 - J’k) = _Fl/yk)
Sz(xk: -)_Ck) (xk+1 - xk) = _F(x")

mit yi := y,, falls in (V3) die erste Bedingung erfiillt ist, und J, :< Xy, sonst und
entsprechend X, := x,, falls in (V4) die erste Bedingung erfiillt ist und X, := y,
andernfalls, Folgen {Yi}eno> {Xkjkenos S0 daf fiir alle k e N, gilt:

(Bl) xoé--.éxkéxk+1§}"k+1§)’k§---§}"o



(82) Flx) £ 0 < F(y,)
(B3) Vx* €[xg, yo] mit F\x*) =0: x, £ x* < y,.

Beweis durch vollstindige Induktion. Die Behauptungen (B2) und (B3) gelten
nach Voraussetzung fiir k = 0. Wegen (V2) existieren eindeutige Losungen j, und %,
der Gleichungen Sy(¥o, yo) 7o = —F(yo) und S,(xo, Xo) X9 = —F(x,) und es gilt
Jo £ 0 £ X,. Daher sind y; := yo + J, und x; := xo + %, LOsungen von (2)
fir k = 0 und es gilt

(3 Xg = x; und y; < y,.
Ferner ist
(4) Si(¥o» )’o) (Xo - }’1) = S;(¥o» )’o) [(xo - )’o) + ()’o - )’1)]

= S,(Jo» ¥o) (X0 — ¥0) + F(yo)

Gilt die erste Bedingung von (V3), so ist

51()70, )"o) (xo - yo) = Sl()’o, J’o) (xo - J’o) =
= Sy(xo, J’O) (xo - )’o) + [51(,"0’ J’o) - Sl(xm }’o)] (xo - YO) <
= S1(xo, J’o) (xo - )’o) s
andernfalls ist §, = X,, so daB aus (4) und (V1) folgt
Sl(fO: YO) (xo - J’1) = S(xo’ .Vo) (xo - J’o) + F(J’o) =

_ §F(Xo)"F(}’0)+F(}'o)§0,
woraus sich mit (V3)

) Xo =y
ergibt. Dann gilt weiter wegen (3) und (V1)
F(y;) = F(yo) Z S1(v1, yo) (¥1 = yo) =
= S(¥o, ¥o) (V1 = ¥0) + [S1(¥1, o) = Su(Fo» ¥o)] (v — ¥o) =

= —Fy [Sl(yla )’o) - S1()’o, J’O)] (Yl - )’o) emi
F )0) " {[Sl(h, J’o) - Sl(x07 )’o)] (J’1 - J’o) £ g (2)

wegen (5) und (V3), woraus F(y,) = 0 folgt. Analog zeigt man F(x,) < 0 mit Hilfe
von (3) und (V4). Aus

bzw. (V3) = —F(y,)

S(xos 550) (x; — J’1) = Sl(x07 )_Co) [(Xl — Xo) + (xo — Y1)] =
= Sy(x0, Xo) (x5 — %) + [S2(x05 Xo) — S2(xo, Y1)] (xo — yy) +
+ Sz(xo’ )’1) (Xo - yx) = _F(Xo) + F(Xo) - F(J’1) £0



folgt wegen (V2) dann x; < y;. Ist schlieBlich x* € [xo, y,] eine Losung von (1)
so gilt

>

Si(Pos J’o) (x* = }’1) = Sl(yo’ YO) [(x* — o) + (yo — )] =
= Sl(x*s yo) (X* - )’o) + Sl(}—’o, YO) ()’o - )’1) +
+ [Si(Fos ¥o) = Si(x*, yo)] (x* = yo) £ Fx*) — Fiy,) + Fyo) = 0

und somit nach (V2) x* < y,. Analog folgt x; < x*. Die Giiltigkeit der Behauptun-
gen fiir alle k € IV zeigt man nun ebenso, indem man lediglich yq, 7o, X, X0, ¥1> X1
jeweils durch y,_ 1, Ji_1, Xk— 1> Xk_1> Vi X, €rsetzen muB. O

Bemerkung 1. Ist ¥ ein hBR mit normalem Kegel, so resultiert aus (B3) die
Fehlerabschiatzung

(6) max {[x* — xill, [x* =y} = Nlx = nil

Ist der Kegel von ¥ regulir, so folgt aus (B1) die Konvergenz der Folgen {y;}sen,
und {x;}reno- :

Ist F stetig und sind die Abbildungen S(¥, y,) und S,(x,, %) gleichméBig in k
beschriinkt, so sind die Grenzwerte dieser Folgen Losungen von (1), wie sich leicht
aus (2) ergibt.

Bemerkung 2. Die Aussagen von Satz 1 bleiben giiltig, wenn die Voraussetzung
(V2) ersetzt wird durch

(V2)' Vx, ye[xo, yo] mit x £ p besitze Sx, ), i = 1,2 eine positive, injektive,
linke Subinverse Pfx,y): W— V, so daB die Abbildungen Ajx, y, z):
V-V, i=12 mit
Afx, y,z) hi=h — (=1) P{x, y) [F(z) + (=1)'Si{x, y) h], heV
fiir alle x, y, z € [Xo, yo| mit x £ y < z genau einen Fixpunkt besitzen.

Der Beweis erfolgt analog zu dem Satz 1. O

3. EXISTENZ UND KONVERGENZ, KONSTRUKTION VON STARTNAHERUNGEN

Zur Durchfiihrung der Verfahren (2) bendtigen wir die einschlieBenden Start-
niherungen X, yo. Mit deren Hilfe zeigen wir dann die Existenz von Losungen dex
Gleichung (1) im Ordnungsintervall [x,, yo]. AuBerdem stellen wir in diesem Ab-
schnitt die Hilfsmittel fiir den Nachweis der Konvergenz der durch (2) erzeugten
Iterationsfolgen fiir den Fall vor, da die Bemerkung I zu Satz 1 nicht angewendet
werden kann.

Satz 2. V, W seien hVR und der Kegel von W sei erzeugend. D sei eine Teilmenge
von V und F: D — W eine nichtlineare Abbildung. Es mdgen eine invers-isotone
Abbildung G: V — W mit G(0) = 0 sowie ein Element z = 0 aus W existieren, so

5



dap fiir ein x € D die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Vye D mit x

IIA

y: F(x)—F(y)£G(x—y)+z
VyeD mit x=y: F(y)— F(x) <Gy —x)+z

Besitzen dann die Ungleichungen

W Gv) £ — F(x); —z, G(w)< — F(x)4—z

mit F(x) = F(x); — F(x)4, F(x); 20, F(x), 2 0, da W einen erzeugenden Kegel
besitzt, Losungen v, w, so daf das Ordnungsintervall [x + v, x — w] in D liegt,
so gilt fiir die Elemente

(8) Xoi= X+, Yoi=X—Ww
o < yo und F(x4) £ 0 =< F(yo).
Beweis siehe (35, Satz 4]. O

Bemerkung 1. Gilt bereits F(x) < 0 oder F(x) = 0, so muB jeweils nur eine der
Bedingungen von Satz 2 erfiillt sein und die entsprechende Ungleichung aus (7)
geldst werden.

Bemerkung 2. Gibt es Elemente X, X € V' mit X < X, so da} die Voraussetzungen
von Satz 2 fiir ein x € [X, X]| und alle y € [, X] erfiillt sind, so gelten die Aussagen
von Satz 2, falls die Elemente X,, y, aus (8) ebenfalls in [X, X] liegen.

LaBt sich die Operatorgleichung (1) ais Fixpunktgleichung

9) T(x) = x

wobei Teine Teilmenge D eines hVR Vnach Vabbildet, schreiben, so wird die Existenz
einer Losung von (1) bzw. (9) durch folgenden Satz aus [16] gesichert.

Satz 3. V sei ein hBR mit normalem Kegel und es gebe Elemente x,, y, € D mit
X0 £ Yo, [X0, Yo] = D sowie x4 £ T(x,), T(yo) < yo, so daf die Einschrinkung
von T auf [x,, yo | vollstetig und isoton ist. Dann besitzt T einen Fixpunkt in [x,, yo]
und die durch das Verfahren der sukzessiven Approximation (SA) bestimmten
Folgen {X;}ieng {Vifreno mit Xy = T(x), Yew1 = T(y:) konvergieren gegen
Fixpunkte x*, y* € [xo, yo] von T.

Beweis siehe [16, Abschn. 4.1]. O

Speziell fiir Dirichletsche Randwertprobleme iibernehmen wir ferner einen Exi-
stenzsatz, dessen Beweis sich auf Satz 3 zuriickfiihren 148t, aus [3], der auf verschie-
dene andere Rundwertprobleme erweitert werden kann (s. [3], [34]).

Korollar. Es seien Q eine beschrdnkte, offene, einfachzusammenhdngende Teil-
menge des R™, m e N, und L ein linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung,
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so daf3 die folgenden Voraussetzungen erfiillt seien:

m=1:a,beR, a<b, Q=/a,b)
Lu = —cqu" + cou’ + c3u; ;e C(Q), i =1,2,3
¢3(x) 2 0, ¢y(x) > 0 fiir alle x € Q sowie ¢ = 0
peC(R), p(a) = o, p(b) =B, o, feR

m 2 2: 0Q sei aus C**° im Sinne von [2, Def. 9.2], c (0, 1)

m m
Lu= — ) c;D;Du + Y ¢ Du + cou, D= ..(_7,
ik=1 &1 0%

mit symmetrischer Koeffizientenmatrix (cik),
Cas €15 €0 € C7(Q), i, k = 1(1)m co(x) > O fiir alle x€ Q
Lsei gleichmdpig streng elliptisch sowie ¢ € C“(@Q).

Ferner sei fe C(Q x J), J:= [uo,vy] mit ug, vye C>*(Q) und [Lug)] (x) £
=< f (% uo(x)), f(x, v9(x)) £ [Llvo)] (%), x€Q ug < vy und uy < ¢ < vy auf 0Q.

Auferdem gebe es eine positive Funktion w e C°(@2), sodap fiir alle x € @ und alle
Ty, Tp mit ug(x) £ 14 < 1, < vo(x) gilt

fx,72) = f(x,70) = —w(x) (2 — 74) -
Dann besitzt das Randwertproblem
Lu = f(x,u), |y =0

eine minimale Losung u™™ und eine maximale Lésung u™> im Ordnungsintervall J.
Ferner liefert das modifizierte Verfahren SA

(10) ke N: [Lu.] (x) + w(x) ug(x) = f(x, e y(x)) + W(x) e y(x)
[0 () + () 55) = 705 0 () + W(3) 0p-()
“kla!z = Uklag =¢

eine isoton in C**°(Q) gegen u™™ konvergierende Folge {u;}icn, und eine antiton
gegen u™* konvergierende Folge {v,}ien,

Beweis siche [3, Theorem 1] bzw. [25]. |
Firr den Nachweis der Konvergenz der durch (2) bestimmten Iterationsfolgen
bendtigen wir nun noch den folgenden

Hilfssatz. Es sei X ein reeller Vektorraum und Y ein hBR, A: X — Y ein Iso-
morphismus. Dann wird X mit der durch A von Y induzierten Norm

(11) [xlla:= J4x]



ein Banachraum und mit der durch A von Y induzierten Halbordnung
(12) xS,y Ax < Ay
ein hBR. A ist isoton und invers-isoton bzgl. <, und es gilt:

(13 [Alat= sup Jdx] = 4=, := sup |4~y =1
Ixlla=1 lIyll=1

Beweis. Die Aussagen des Hilfssatzes sind offenkundig bis auf die Abgeschlossen-
heit des induzierten Kegels in X. Sei daher ka}kg,vo < X eine Folge mit x, =, 0
und hm [x; — x*|4 =0, x*eX. Dann gilt perdefinitionem Ax, =0 in Y und

hm ”Axk — Ax*| = 0. Aus der Abgeschlossenheit des Kegels in Y folgt dann Ax* = 0
und damit nach (12) die Behauptung. 0O

Bemerkung. Es seien die Voraussetzungen des vorstehenden Hilfssatzes erfiillt.
Ist dann der Kegel von Y erzeugend, normal oder reguldr, so ist der durch die in-
duzierte Halbordnung (12) in X definierte Kegel ebenfalls erzeugend, normal bzw.
regular. Der Beweis ergibt sich aus der Linearitat und Bijektivitit von A. O

4. ANWENDUNG AUF RANDWERTPROBLEME BEI GEWOHNLICHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 1. Als einfiithrendes Beispiel betrachten wir das Randwertproblem

(14) —v(1)

Il

Ayt), AeR, te[0,1]

n0) = ¥(1) =1
Wir transformieren (14) auf homogene Randbedingungen und erhalten
(15) —x"(t) = A[x{t) + 1]*

x(0)

Es sei nun V:= C?[0,1], W:= C[0,1], D := {xeV|x(0) = x(1) = 0} und F:
D — W definiert durch [F(x)](f): = —x"(t) — A[x(#) + 1]?, so daB(15) dquivalent
zu (1) wird. Wir bestimmen nun zunichst mit Hilfe der Bemerkungzn 1 und 2 zu
Satz 2 einschlieBende Startniherungen. Dabei behandeln wir zundchst den Fall
J < 0. Dann erfiillt y, = 0 die Bedingung F(y,) = 0 und die zweite Ungleichung
der Voraussetzungen zu Satz 2 ist fiir alle y = —1 mit

x{(1) =0

F(y) = F(yo) = =y WAy + 1) + A= =y" = Ay = G(y = yo) + 2

erfiillt, wenn man z = 0, x = —1 und Gh = —h" — Ah fiir h € V wéhlt. Als Losung
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der ersten Ungleichung aus (7) erhalt man dann
sinh |1]"/2 ¢

(16) xo(t) = (1 — cosh [["/2) sinh [2]172

+ cosh [A|'* ¢ — 1.

Fiir A > 0 erfiillt x, = 0 die Bedingung F(x,) < 0 und wir erhalten mit o :=
:= 11183, S =0, z=0und Gh:= —h" — A2 + a) h, he V, wobei G fiir 1 <
< n?/(2 + «) bekanntlich invers-isoton ist, als Losung des zweiten Ungleichung
aus (7)

= (e g e A

cos [(2 + o) A]"/% 1 — 1>.

Fir 2 £ 232416 < n%/(2 + «) gilt y, < X. Damit sind geeignete Startndherungen
mit Hilfe von Satz 2 bestimmt. Die Existenz einer Losung von (15) im Ordnungs-
intervall [ x,, yo] folgt daher wegen der Glattheit von f(t, x) = A(x + 1)* unmittelbar
aus dem Korollar zu Satz 3.

Zur Durchfithrung der Verfahren (2) definieren wir

Six, y) hi= Si(x, y) h:= Sy(x, y) h:= —h" — A x + y + 2]

so daB (V1) fiir allz x, y € [xo, o] erfiillt ist. S(x, ) ist dann bekanntlich fiir alle
A £ 1?)(2 4 2a) = 2-32416 invers-isoton. Ferner gilt fiir S die zweite Bedingung von
(V3) und die erste von (V4). Damit 14Bt sich Satz 1 zur iterativen EinschlieBung
einer Lésung von (15) anwenden. Fiir 4 > 0 ist dabei die Folge {y,},n, und fiir
4 < 0 die Folge {X;},en, die durch das Newton-Verfahren bestimmte Iterationsfolge.
Diese approximiert auch fiir A > 2-32416 ,,cinseitig monoton‘ eine Lésung von (15),
und zwar bis zum kritischen Wert 1 = 2:42 (vgl. [22]).

Den Nachweis der Konvergenz der nach (2) berechneten Iterationsfolgen fiihren
wir im Raum C[0, 1] zunichst mit Hilfe des Korollars zu Satz 3. Wihlt man nédmlich
fiir den Fall A > 0 w = 0 und fiir den Fall A < 0 w = —2, so liefern die Formeln
(10) eine isoton gegen die minimale Losung u™® konvergierende Folge {uien,
und eine antiton gegen die maximale Losung u™> konvergierende Folge (0y}ieno:
Dabei sei uy:= X, uno v, := y,. Dann gilt fiir alle ke Ny u, £ x, £ u™" <
< u™* < y, < v, Fiir k = 0 ist dies klar. Wir zeigen nun exemplarisch fiir 2 > 0
daB aus u, < x, folgt uy,; < x,+,. Es ist namlich —uj,, = A(u, + 1)* und
—Xip1 = Mx + 1)2 + 2M(1 + x) (X1 — X),  woraus —(X{pr = Uipr) =
= (e + V% = (u + 1)*] + 22(1 + x;) (x4, — x¢) folgt. Wegen u, < x =
< Xes10 X = —1 und A > 0 folgt daraus weiter —(Xj+1 — tj4;) = 0 und daraus
nach dem Maximumprinzip (vgl. [24]) die Behauptung. Da der Kegel von C[0, 1],
bzgl. der hier verwendeten natiirlichen Halbordnung normal ist, folgt hieraus die
gleichméBige Konvergenz der Folge {X;}ien, in C[0, 1] gegen u™" und analog von
{Vi}keno gegen u™.



Fiir weitergehende Aussagen beschrinkten wir uns zunichst auf den Fall 2 > 0
und definieren mit

(18) Ah = —h"

einen Isomorphismus von V**(Q):= {xe W»}(Q) | x(0) = x(1) = 0} — W**Q)
siche [1], S. 45 — nach I*(Q). Damit ist ¥'?-*(2) nach dem Hilfssatz aus dem vorigen
Abschnitt beziiglich der durch A induzierten Norm und Halbordnung ein hBR.
Wir zeigen nun, daB die nach (2) berechneten Iterationsfolgen auch beziiglich der
induzierten Halbordnung monoton sind. Wegen (17) gilt bereits —xg < —yg in
C[0, 1] und damit auch in L(0, 1). Die Abbildungen S;(Ji, ¥) und S,(xs, X;) sind
invers-isoton, so daB fiir alle k € IV, gilt: '

Si(Fy)hz0=>h=0, S)(4 X)hz0=>h2=0
Dann gilt weiter
e+ T +2)h20, AX+x+2)h=0
und somit
—W 2y + G +2)h 20 bzw. —h" Z A% +x +2)h20.

Daraus folgt nach dem Maximumprinzip zusammen mit entsprechenden Eindeutig-
keitssaussagen fiir verallgemeinerte Losungen von (2) (vgl. etwa [10]) die Monotonie
der Folgen {x;}en, und {y, }ien, in ¥>'*(2) bzgl. < 4. Da diese Folgen auch beziiglich
der induzierten Halbordnung in [x,, Vo] liegen, konvergieren sie wegen der Regu-
laritit des induzierten Kegels (L(0, 1) besitzt nach [16] einen reguldren Kegel) in
V?%(Q) bzgl. der induzierten Norm gegen Elemente x* bzw. y*. Sie konvergieren
nach Satz 1 aus Kap. III [18] dann auch in der iiblichen Sobolev-Norm (vgl. [1]).
Aufgrund der Sobolevschen Einbettungssitze (s. [1], Kap. 5) sind x* und y*e
e C'[0, 1]. Insbesondere konvergieren daher die Folgen in C[0, 1] gegen x* und y*,
woraus x* = u™" und y* = y™> folgt. Damit ist die Konvergenz von {X}ien,
gegen u™" und von {y,},cn, gegen u™™ in V220, 1] und C'[0, 1] und damit gegen
Losungen von (15) gezeigt. Die Eindeutigkeit der Lésung u™® = u™* in [Xo, Yo]
ergibt sich aus [3]. Fiir den Fall A < 0 erzielt man dieselben Aussagen mit

Ah = —h" + Ah
statt (18).

Beispiel 2. Untersucht man die Einwirkung einer axialen Last auf die Auslenkung
einer auf elastischer Grundlage ruhenden, homogenen Siule, die sich in einem ge-
wissen ausgelenkten. Anfangszustand befindet, so hat man das Randwertproblem

(19) X"+ pux" +x—x>=—uf, peR, feC[0,1]
x(0) = x(1) = x"(0) = x"(1) = 0
zu 16sen (vgl. [11]). Wir behandeln hier den Spezialfall
f() = 0:5sinmt.
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Dabei erfiillt die Funktion y, = 0 fiir den Operator F: D — W, wobei V:= C*[0, 1],
W:= C[0,1], D:= {xe V|x"(0) = x"(1) = x(0) = x(1) = 0} und

[F(x)] (1) := x""(t) + px"(t) + x(1) — x*(1) + —gsin nt

die Bedingung F(y,) = 0. MitX = —1,z = Ound Gh := h"" + ph" ergibt sich nach
den Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 x, als Losung der Ungleichung
nn " # :
xo'(1) + pxg(t) £ — 5 sin it
fiir alle p € (0, 2n*/(1 + 2n%)) zu
(20) xo(t) = —sinnt.

Stellt man das Randwertproblem (19) nun in der Form

[L(x)] (1) = £(t, x(#)
. x"(0) = x"(1) = x(0) = x(1) = 0
mit

nn

Lx:=x""+ pux" + x

und

£t x(1)) := x3(t) — gsin nt

dar, so 148t sich Lals Hintereinanderausfiihrung der Operatoren L; und L, darstellen,
die gegeben sind durch

Lx = —x" — [g — (=1 (u?[4 - 1)1/2:Ix, i=1,2.

L, und L, sind bekanntlich fiir pe[2, 2n*/(1 + 2n?)] als Abbildungen von
{xeC?[0,1]| x(0) = x(1) = 0} nach C[0, 1] invertierbar und die Inversen sind
isoton und kompakt (vgl. etwa [3]). Daher existiert L™* = L;' o L7" und L™* ist
ebenfalls isoton und kompakt und 1Bt sich zu einer ebensolchen Abbildung von
C[0, 1] nach C[0, 1] erweitern. Da die Abbildung F(x) := f(*, x) (s.0.) stetig und
isoton ist, ist schlieBlich die Abbildung T(x) := L™! F(x) eine vollstetige Abbildung
von C[0, 1] nach C[0, 1]. x, und y, erfiillen die Voraussetzungen von Satz 3, mit
dessen Hilfe sich folglich die Existenzfrage fiir (19) beantworten 1iBt. AuBerdem
konvergieren die SA-Folgen aus Satz 3 gegen Losungen von (19).

Um nun Satz 1 anwenden zu konnen, definieren wir fiir he V

S(x, ) h = Sy(x, y) h:= Sy(x, y) h:=h"" + ph + (1 — x> — xy — y*) h

so daB (V1), die erste Bedingung von (V3) und die zweite Bedingung von (V4) erfiillt

11



sind. Zum Nachweis von (V2) zerlegen wir die Operatoren S(x, y) wie zuvor L in
S(x, y) = S*(x, ) S™(x, y) (vgl. [17], Bsp. 4.9) mit

S*(x,y)h:= —h" — [g + (W4 -1+ u? +uv + 02)1/2] h
S7(x,y)h:= —h" — [g — (WA =1+ +ur+ vz)”z:l h

die fiir u = 2 wohldefiniert ist. Dann ist (V2) erfiillt ,weil Theorem 4.4 aus [4] fiir
pe[2,(n* — 2)/n?] jeweils auf S*(x,y) und S™(x, y) angewendet werden kann.
Die Verfahren (2) sind daher fiir alle x € [2, 2n*/(1 + 2n?)] durchfiihrbar. Die Folge
{¥i}ken, ist dabei mit der nach dem Newton-Verfahren berechneten Iterationsfolge
identisch. Durch einen Vergleich dieser Folgen mit den nach Satz 3 bestimmten
SA-Folgen zeigt man analog zu Beispiel 1 die Konvergenz gegen Ldsungen von (19)
in C[0, 1].

5. ANWENDUNG AUF PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 3. Wir betrachten auf dem Kreis Q := {xe R*| |x|, < 1} die Helm-
holtzgleichung mit nichtlinearer Stérung

(21) —Au —u=g—u’—3u*, LeR
u(x) =0 fir xeodQ

wobei g e C%(Q), 6e(0,1), und —3% < g(x) <0 fiir alle xeQ gelte. Ferner sei
V= C**(Q), W:=C(Q) und D:={ueV|u(x)=0, xedQ}. AuBerdem defi-
nieren wir F durch F(u):= —Au — Au + 3u*> + u®> — g. Dann gilt fiir v, = 0:
F{vg) 2 0. Mit Gu := —Au, z:= 3 sowie & := —1 ergibt sich dann nach den
Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 die zweite Startndherung u, als Losung der Unglei-
chung —Aupg =g — 3 zu

(22) uo(x) = #([[x[z = 1)

F ist auf [uo, vo] nicht konvex. Daher kénnen wir zur Durchfithrung der Verfahren
(2) hier nicht wie bei den zuvor behandelten Beispielen den iiblichen Steigungsopertor
heranziehen. Die Voraussetzungen (V1), die zweite Bedingung von (V3) und die
erste Bedingung von (V4) von Satz 1 werden aber erfiillt durch

S(u, v) h:= Sy(u, v) h := Sy(u,v) := —Ah — h + (u® + uv + v*) h .

Nach [4], Theorem 4.1 bzw. 4.4 (vgl. auch [24]) geniigt S fiir alle € (— o0, jgy),
—Jo1 = 240483 bezeichnet die kleinste positive Nullstelle der Besselfunktion erster
Art der Ordnung 0 — (V1), so daB die Verfahren (2) auch fiir (21) durchfiihrbar sind.
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Hinsichtlich der Existenz von Lésungen und der Konvergenz der nach (2) berechne-
ten Iterationsfolgen erhalten wir dhnliche Aussagen wie bei Beispiel 1. Mit den ein-
schlieBenden Start v, = 0 und u, aus (22) sowie f(x,u):=g — u® — 3u* sind
die Voraussetzungen des Korollars zu Satz 3 erfiillt und damit die Existenz einer
maximalen und einer minimalen Losung von (21) in [u,, ve] gezeigt. Mit der durch
die Abbildung )

Au:= —Au + yu

induzierten Norm und Halbordnung folgt fiir y:= 27/16 — A < jo, analog zu
Beispiel 1 die Konvergenz der nach (2) berechneten Folgen {u,}ien, und {v,}ien,
in ¥**Q), und aufgrund des entsprechenden Einbettungssatzes aus [1], Kap. 5
die gleichmaBige Konvergenz dieser Folgen in C(Q). Die Grenzwerte sind starke Lo-
sungen von (21), da F eine stetige Abbildung von V'?>:*(Q) nach L*(Q) ist und die Ab-
bildungen S(7, v,) und S(u,, ii,) gleichméBig in k durch C := max {2, |4| + 3|u,*}
als Abbildungen von V?'*(Q) nach L*(Q) beschrankt sind, so daB gilt:

0 = [Flu)] = [S(to i) (e = w)]| = Clusy = wef -0
(analog fiir {v,}.cn,) (Vgl. Bem. 1 zu Satz 1.)

Beispiel 4. Wir behandeln als abschlieBen des Beispiel die charakteristische An-
fangswertaufgabe

(23) veo(X, ) = do(x, ¥) v(x, ») + 3y, (x,¥)e(0, 1) x (0, 1)
v(0,y) =v(x,0) =1, xe(0,1), ye(0,1)
aus [9]. Wir transformieren (23) auf homogene Anfangsbedingungen und erhalten
das dquivalente Problem
(24) (%, ¥) = duy(x, ) [u(x, y) + 1] + 4y
u(0, y) = u(x,0) = 0
Es sei Q:=(0,1) x (0,1), V:={ueC'(Q)|u,eC(Q)}, W:=C(Q) und D:=

= {ue V|u(0, y) = u(x,0) = 0}. Wir versehen W mit der natiirlichen Halbordnung
und wihlen fiir ¥ nach einer Idee aus [12] die folgende Halbordnung:

uz0:=ux, )20 und uyx,y)20 V(x,y)eQ.
Mit [F(u)] (x, y) := uy(x, y) — 41 + u(x, x)] u,(x, y) — 4y wird (24) équivalent
zu (1) und u, = 0 erfiillt die Bedingung F(u,) < 0.
Wir wenden jetzt die Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 an. Dabei wahlen wir
¢:=1-2784,z =0, G(u):=u,, — }cu, und u:=c — 1. Als Losung der Un-
gleichung

N <

C
UOxy(x’ y) - Z Uoy s -
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erhalten wir dann

(25) vol, ) = ¥ ("7: + 8c[exp (xd) — 1 =% — "_2])

4 34
und damit geeignete Startndherungen u,, v, zur Anwendung von Satz 1. Fiir
S(u, v) h:= Sy(u, v) h:= Sy(u, v) h:= hy, — 31 + v) h, — Jv,h

sind die Voraussetzungen von Satz 1 in gleicher Weise wie die eines spezielleren
EinschlieBungssatzes aus [12] erfiillt, so daB die Verfahren (2) zur Berechnung
einschlieBender Iterationsfolgen verwendet werden kénnen. Dabei stimmt die Folge
{;}ren, mit der nach dem Newton-Verfahren berechneten Naherungsfolge iiberein.
Wir zeigen nun, daB diese Folge gegen eine Losung von (24) konvergiert.

Mit der durch den Operator

Ah:= h,, — Lh,

von W induzierten Norm wird D nach dem Hilfssatz aus Abschn. 3 ein Banachraum.
Beziiglich der Norm ||+ |, sind aber die Voraussetzungen des Satzes iiber das Newton-
Verfahren aus [14] (Kap. XIX Satz 5) erfiillt. Denn, wihlen wir u, = 0 als Start-
néherung, dann ist

[F(uo)] (x, y) = =4y = [[F{uo)| = %.

Ferner ist F'(u,) = A und daher nach unserem Hilfssatz

I[F'(uo)]™*|s=1.
SchlieBlich ist K = sup [|F'(u) hk|| =% sup  [kh + hyk|,. Wegen

llall =ikl =1 1Bl a=ilklla=1

[h,k] (x, ) = hy exp (x[4) j “exp (= a/d) f "Tey(0, 1) — (o, 7)) do de
und

hy(x, y) = exp (x/4) Jxexp (—0/4) [hy(0, ) — dhy(o, y)] do

(analog fiir k,h und ky) erhélt man durch einfache Abschitzung

K < 4{exp (1/4) — 1)*.
Damit ist
ICF (o)1~ 4 o Kluy — w4 =
= JLF o)1 4 K[[F(uo)] o = 2exp (1/4) ~1)? < 0163 < 05
Nach dem oben zitierten Satz aus [14] ist somit die Existenz einer Losung u* von

(24) ebenso bewiesen wie die (quadratische) Konvergenz der Folge {4 }xen, 2egen u*.

14



6. DIE EXPLIZITE BERECHNUNG VON EINSCHLIESSUNGEN

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten die einschlieBenden Startnidherungen
bestimmt haben, die Existenz von Losungen gesichert und die Durchfiihrbarkeit
und Konvergenz der Verfahren (2) bewiesen haben, werden wir nun einige Néherun-
gen explizit bestimmen.

Beispiel 1. Fiir den Spezialfall A = —1 ergibt sich y, als Lésung der Differen-
tialgleichung

=¥i+2y=-1, yi0)=y(1)=0
Zu

yi(f) = ! (—1 ~ cosh 2 sinh \/(2) t + cosh \/(2) t — l>

2\ sinh./2

Beispiel 2. Fiir u = 4 ist y, Losung der Randwertaufgabe

II ”

+4y] 4+ yi = =2sinmt, p;(0) = yy(1) = yi(0) = yi(1) = 0.
Wir erhalten

2
t) = ————sinnt = —003394 sinnt.
() 4% — * — 1

Beispiel 3. Die Verfahrensgleichungen sind analytisch nicht zu 16sen.
Beispeil 4. u; ergibt sich als Losung der charakteristischen Anfangswertaufgabe

ulxy(x’ y) - %'uly(xa y) = _%y ) ul(x5 O) = u1(0> y) =0
Zu

uy(x, v) = 8y[exp (x/4) — (1 + x/4)]
mit der gegeniiber [9] verbesserten EinschlieBung
”u1 - Uo“ 62.1073

Wie schon bei Bsp. 3 scheitert die weitere Berechnung von Naherungen daran, daf
die entsprechenden linearen Probleme nicht mehr direkt gelost werden konnen.
Die Berechnung verbesserter Naherungen ist aber moglich, wenn man die Gleichun-
gen (2) durch die Ungleichungen

(26) Sl()_’k, Yk) Cik =

SZ(xlu J—Ck) Co = _F(xk) ,y 0= £ Yo — Xks Rpa1 = X + Cop

IA
/—\
<
5‘_/

1

)
=
Il
<
ol

|
>
(=]
<>
=
+
-

|

= Yk — C1x

ersetzt. Denn dann gilt wegen (V1) und (V2)
X S Rerr S Xir1 = Virt S Frvd £ Ve
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Fiir Bsp. 2 ergibt sich z.B. £, als Losung der Ungleichung

x{" + 4x] + [1 — x{] x; < 2x3 — 2sinmt
mit x4(0) = x,(1) = x{(0) = x{(1) = O zu

£4(t) = —0-06042 sin nt + 6:6 . 10~ sin 3nt

und [|£; — yy, = 0-0264 gegeniiber |xo — Yo, = 1.

Fiir Bsp. 3 fiihren die Ungleichungen (26) auf die gleiche Problemstellung, die in
[19] behandelt wird. Dort wird eine Methode zur EinschlieBung von Lésungen li-
nearer elliptischer Randwertaufgaben mit Finiten Elementen angegeben. Da derartige
Néherungen nur stiickweise stetig differenzierbar sind, miissen die Funktionenrdume
anders als in Abschn. 5 gewihlt werden (vgl. [19], [20]). In [20] oder [36] finden
sich geeignete Maximumprinzipien zum Nachweis der Invers-Isotonie von S(J, yk)
und S,(x;, X,). Mit Hilfe einiger Unterprogramme aus [31] berechneten wir bei
129 Knotenvariablen:

(x,») ug uy up vy vy Vo

(— 32, —1J2) —016406 —0-06591 —0-05155 —0-05029 —0-04936 0O
(0, 0) —0-75000 —0-31090 —0-19643  —0-18568 —0-17895 0

(— 32, £/2) —0-56250 —0-21344 —0-14181 —0-13548 —0:13135 0O

mit uy — voll,, = 075, [[d; — by, < 014, ||d, — 0, , < 1:09. 1072
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Souhrn

ITERATIVNI SEVRENI RESENI NELINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
METODAMI NEWTONOVA TYPU

RuporF L. VOLLER

Autor vySetfuje monotonni metody Newtonova typu pouZitelné k pribliZznému FeSeni nékolika
druht nelinearnich diferencialnich rovnic. Tyto metody lze pouZit i v pfipadé nekonvexnich
nelinearit. Jsou zkonstruovany vhodné pogate&ni vektory pro tyto metody, takZe je moZno zarudit
existenci feSeni vySetfovanych diferencialnich rovnic. Je dokazana konvergence studovanych
metod i v pripad®, Ze kuZele uvaZovanych funkénich prostortt nejsou regularni. Podrobné jsou
feSeny Ctyfi priklady.

Pe3ome

WUTEPALIMOHHOE OTI'OPAXXVWBAHUWE PEIIEHUIN HEJTWHEWHBIX
JUPOEPEHLIAJIBHBIX VPABHEHUI METOJAMU THUIIA HbIOTOHA

RupoOLF L. VOLLER

ABTOp HCCileyeT MOHOTOHHBIE MeTOAbl Tuna HIoTOHAa, KOTOPBIE MOXHO MCIOJIB30BaTh AJIs
TIPUGIMIKEHHOTO PELUEHHUS] HECKOJBKMX THIIOB HEJIMHEHHBIX Au(bdepeHUMANBHBIX YpaBHEHUA. DTH
METOABl MPUMEHMMBI M B CJly4yae HEBBIIYKIIBIX HeJIMHeHHoCcTeil. B pabore mOCTpPOEHB MOIXO-
JAsle HayajbHble BEKTOPHI JUUISl 9THX METOJOB, TaK YTO MOXHO TapaHTEPOBATH CYIISCTBOBAHUE
pelueHust McciaegyeMbix JuddepeHmManbHbIX ypaBHeHH. Jloka3aHa CXOIMMOCTH M3y4aeMbIX Me-
TOMOB TaKXke B CJIy4yae, YTO KOHYChI PAacCCMATPHBAEMBIX INPOCTPAHCTB (YHKIHUI HE PperyssipHbl.
ITpuBeneno moapoOHOE pelleHHEe YeTHIPEX PUMEPOB.

Anschrift des Verfassers: Dr. Rudolf L. Voller, Mathematisches Institut der Universitdi
Diisseldorf, Universitdtsstr. 1, D-4000 Disseldorf 1, BRD.
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