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UBER EIN MEHRPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN
FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME MIT EINER DUNNEN MATRIX

MIROSLAV SISLER

(Eingzgangen am 17. 5. 1985)

Zusammenjfassung. In der Arbeit wird in gewisses mehrparametriges Iterationsverfahren fiir
die Losung spezieller linearer Gleichungssysteme untersucht. Es handlet sich um Gleichungs-
systeme mit einer Matrix, die eine grosse Anzahl von Nullelementen enthélt. Bei der Auswahl
der Parameter wird die spezielle Struktur der Matrix ausgeniitzt. Es werden auch Fragen der
Konvergenzgeschwindigkeit des untersuchten Verfahrens behandelt.
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Die Arbeit befasst sich mit der Losung eines linearen Gleichungssystems mit n
Gleichungen und n Unbekannten von der Form

(1) x=Bx+ b,

wo B eine beliebige, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende M atrix
bezeichnet. Man setzt namlich voraus, dass eine gewisse Anzahl von Zeilen existiert,
derer Uberdiagonalelemente gleich Null sind. Zur Lésung des Systems (1) wird ein
mehrparametriges, mit dem in der Arbeit [1] untersuchten Verfahren zusammen-
hingendes Iterationsverfahren angewendet.

Essei B=(b;),i=1,...,n,j=1,..,nund o, 0, ..., %, By, B3, ..., B, seien
reelle Parameter. Das Iterationsverfahren wird dann folgenderweise definiert:

(2) xk+1 = V(OCI,...,(X”, Bls-“y.Bn) xk+ b,,
wo
(3) Vg, ooy By ooy By) =
= P(ah sy Oy ﬁlv ey '[)7")—1 Ql:ala cees Xy .317 LR ﬁn) s
(Bibiy + oy, Bibysy -ovs Biby,
(4) P(al o /31 /))) — ﬁZbZIa ﬂ2b22 + OCZ? LY ﬁZbZn
\Bnbnlﬁ Bnan’ Tt ﬁnbnn + (X"
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(5)  Qotyswvus ty PBys s ) =

(1 + By) byy + (g — 1), (1 + By) by2, ceo (L4 BY) by,
_ (1 + B3) bay, (14 By)bay + (0 — 1), ..oy (1 + B5) bay,
(1~ + /3) b] ........... (.1. + /3) .b 2 ........... .. .. (1 + ﬁ) b + .(.a - .])

Man setze jetzt voraus, dass die von Null verschiedene, iiber der Hauptdiagonale
liegende, Elemente in der iy, i3, ..., i,-ten Zeile enthalten sind und dass die iibrigen
iiber der Hauptdiagonale liegenden Elemente der Matrix B Null gleich sind. Falls
man f; = B;, = ... = B;, = 0 setzt, ist die Matrix (4) offensichtlich eine obere
Dreieckmatrix und das Iterationsverfahren (2) ist leicht durchfiihrbar; dabei muss
man aber die Parameter «;, f;, i = 1, ..., n so wihlen, dass die Diagonalelemente
Bibi; + oy, i = 1,...,n der Matrix (4) von Null verschiedene sind (die Matrix (4)
ist dann nichtsingulér). Man bemerke noch, dass o, ..., a;, von Null verschieden
sein miissen, nachdem B; = ... = B, = 0 ist.
Fiir die Eigenwerte der Matrix ¥(oy, ..., a,, By, ..., B,) gilt der folgende Satz:

Satz 1. Die Eigenwerte 1 der Matrix V(oy, ..., 0,, By, ..., B,) sind genau alle
Wurzeln der Gleichung

Blbll 'Als Blbll’ e Blbln
(6) det B2b21 B2b22 - AZ’ LS BZbZH =0
Bubnl’ Bubnb R Bnblm - An ’

wod;,=1—o;+ A, B;=1+ B, — B, i =1,...,nist.

Beweis. Die Zahl A ist genau dann ein Eigenwert der Matrix V(ocl, ey Oy
Bis .., B,), wenn soein Vektor x™ = (x,, ..., x,) + o existiert, fiir den

(7 Q(otys -ees oy By ovuy B) X = AP(0ty, ..oy 0y By ooy B) X

gilt. Diese Beziehung ist mit den Beziechungen

(1 + By — Aﬁl) (bllxl + ...+ by,
(1 + ﬂz - A‘ﬂZ) (b21x1 + ...+ b2nxn

(1 + /3!1 - lﬂn) (bnlxl + + brmxn) = (1 - O(" + }'dn) Xn

= (1 —ay + Aoy) xq,
= (1= oy + d0y) x5,

—

"

aquivalent, d.h. mit der Beziechung (6), wodurch der Satz 1 bewiesen ist.

Nun fiithren wir die folgende Bezeichnung ein: B{j, ..., j,) bezeichnet eine Sub-
matrix der Matrix B, die durch die Ausstreichung der j,,...,jten Zeilen und
Spalten aus der Matrix B entsteht. Die gegenseitige Beziehung zwischen den Eigen-
werten g der Matrix B und den Eigenwerten A der Matrix V(ay, ..., &, By, ..., B,)
driickt der Satz 2 aus.
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Satz 2. Es seien u, k = 1, ..., n Eigenwerte der Matrix B. Dann sind die Eigen-
werte der Matrix ¥(oy, ..., &, By, ..., B,) genau alle Wurzeln der Gleichungen

9 (-1)[4y...A, — 4B, ...B,] +

+ (=0t Y [4;, ... A;_B; — u}" 'B,...B,].

{itsessin=gJoln} =N det B{iy, ..., i, ) +
+ (=12 Y [4; ...4,_,B; B, — 1 ?B;...B,].

{itsemny in-2}U{in-1,in}=N . det B(il,..., in—z) +
e +

+ (=1 Y [4;B;,...B;, — B, ...B,].det B(i;) = 0.
{i}u{jz2,.sin} =N
Dabei ist N={1,2,..,n}, A;=1—o;+ da;, i =1,..,n, By =1+ B; — B,
j=1...,n
Die Beziehung (9) kann man auch in folgender Form schreiben:

(10) (——1)" [Al — By .. B,,] +
+ (_1)""1 Z [Ail Ain—l - 'u:——lBil ° ln 1] B
{itseeesin—1}0{jn} =N . det B\ll, e '"_1) +
+ (=12 Y [4;, ... A4;,_, — W, B, ... B ]B,,._1B,,,
{itseeesin=2}Ulin=1.Ju} =N det B(ll, v lyg) F
S +

+ (-1 Y [4;, — wB;, | B;,...B;, .detB(i) = 0.

{it{u{jz,....in{=N

Beweis. Die Beziehung (6) kann in folgender Form iiberschrieben werden:

(1) (=1 A, ... 4, +

+ (=1t Y A; ... A, _(B; .detBli,....i )+
fit,,in-1}uljn} =N

+ (=12 Y A;, ... A;, ,B;,_B; .detBlij, ..., i,_,) +
{ityeesin=2}U{in-1.in} =N

R +

+ (=1 > A;Bj,...B; .detB{i,)+(—1)°B;...B,.detB=0.

(i) Ulj2,in} =N
Mit Riicksicht darauf, dass w,, k = 1, ..., n Eigenwerte der Matrix B sind, d.h. dass
det(B — E) =0, k = 1,..., n ist, es gelten die Bezichungen

(12) (0w + (=07t 3 detBliy, ) +
{it,eesin-1} N
+ (_l)n 2 "= 2 Z det B\’il,_..,i,,_z) + ...
{ityeensin=2} =N
b (1) s 3 detBliy) + (1) detB = 0.
fitJeN
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Nach der Multiplizierung der Beziechung (12) durch die Zahl BB, ... B, und nach
der Vergleichung mit der Beziehung (11) bekommt man sofort (9), wodurch der
Satz 2 bewiesen ist.

Bemerkung. Im Falle, dass die Matrix B schwach n-zyklisch, d.h. dass B von der
Form
0, 0 O,...,0, by,
b, 0, 0,...,0, 0
B={0, b;3,,0 ...,0, 0

Oa 07 0; RS ] bn,n—b 0

ist, sind alle Determinanten der Matrizen B (ij,...,i,), 1 < p<n—1 Nul
gleich und aus (6) folgt die Beziehung

Ay...A, = uiB, ... B,
oder
(1 — oy + Aog) oo (1 — o, + Ao, = pi(1 + By — ABy) ... (L + B, — 4B,),
was die Bezichung (7) aus der Arbeit [1] ist.

Man bemerke noch, dass wir fiir die Indexe iy, ..., i, (d.h. fiir die Indexe der, von
Null verschiedene iiberdiagonale Elemente enthaltenden Zeilen) g, = ... = Bi,=0
setzen, demzufolge ist in den Gleichungen (6), (9), (10) B;, = B;, = ... = B; = L.

Man untersuche jetzt den Fall, wenn die Matrix von spezieller Form ist. Man
setze voraus, dass B eine n x n Blockmatrix der Form

(]3) B = (Blla BlZ)

821’ BZZ
ist, wo B, eine beliebige p x p,2 < p < n — 1 Matrix ist, B, ist eine p X (n -p
Nullmatrix, B,, ist eine beliebige (n — p) x p Matrix und B,, ist eine untere

(n — p) x (n — p) Dreiecksmatrix. Die Matrix B kann man schematisch folgender-

weise darstellen:
p n—p

Es gilt folgender Satz.
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Satz 3. Es sei B eine Matrix der Form (13). Die Menge deren Eigenwerte besteht
aus den Eigenwerten p;, i = 1, ..., p der Matrix B,; und aus den Eigenwerten
wi=by, i =p+1,...,n (Diagonalelemente der Matrix B,,). Man setze weiter
Bi=...=8,=0,0,=0+0,i=1,..., pund wihle man o, ,,i =p +1,...,n,
so, dass o; + Bb;; £ 0 fiir i = p+ 1,...,n gilt. Dann sind die Eigenwerte der
Matrix ¥(ay, ..., o, By, ..., B,) von der Form

(14) Ai=1—=(1 = p)f(e; + Bipy), i=1,..,n.

Bemerkung. Firi=1,...,p gilt §; =0, a; = a £ 0 und die Eigenwerte sind
der Form 4; = 1 — (1 — p;)/2, wo p; die Eigenwerte der Matrix B, sind. Fiir
i=p+1,...,nkann man (14) in der Form

Ai=1-—(1- bi.‘)/(“i + ﬁibii)
schreiben.

Beweis. Falls die Matrix B der Form (13) ist, folgt aus der Beziehung

bll — M, s b1p9 O, N 0

det (B _ HE) _ b,,l, s bpp - 0, , 0 -0
bp+1 1> > bp+1,p’ bp+1’n+1’ » 0
bnl’ s bnp: bn,p+19 ) bnn H

die Beziehung det (B — pE) = det (B;; — uE) []

i=p+
Die Eigenwerte der Matrix B sind einerseits (;ie Eigenwerte p;, i = 1,..., p der
Matrix B,,, anderseits die Zahlen y; = b;;, i = p + 1, ..., n. Nach dem Satz 1 sind
die Eigenwerte 4, der Matrix V(o ..., , By, ..., ,) Wurzeln der Gleichung (6).
Angesichts (13) und ;= 0, i =1,..,p, es gilt B;=1,i =1,..., p und die Glei-
chung (6) mit A = 1 — « + 4o hat die Form

(bi—w)=0,i=p+1,..,n
1

bll - A, b125 ’ 1p> 0, H 0
by, byy — A, s bap, 0, » 0
b1, b,z s by, — A4, 0, .o 0 =0
Bp+lbp+1,1’ 5 ’ Bp+1bp+1,p’ Bp+1bp+1,p+1 Ap+1’ ’
Bnbnl’ .y H Bnbnpa Bnbn,p+1’ ’ Bnbnn Ap
Es gilt also
(15) det(B“—AE)AH (Bbyy —A)=0, i=p+1,..,n.
i=p+1
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Die Gleichung (15) ist erfiillt, wenn entweder det (B, — AE) = 0, d.h. A = p,,
i =1,..., pist, oder wenn B;b;; — A; = 0, i = p + 1, ..., n gilt. Aus der Beziehung
A = p; gilt angesichts o # 0 die Beziehung 1 —o + Aa = p; oder A; =
=1—(1 - p)fx, i =1,..., p was die Bezichung (14) ist, da §; =0, i =1,..., p,
«; = o gilt. Aus der Beziechung B, — A; =0, i = p + 1,...,n folgt (1 + B, —
— 2By by =1—o; + du; oder (1 + )by — (1 — o) = Ao, — fib;;) und an-
gesichts der Voraussetzung o; + f;b;; & 0 gilt

A=(1+ B) by — (1 — o)) /[ — Bibii] =
= [“i -1+ (1 + ﬂ.‘) bii]/[“i - ﬂibii] =1- (1 - bii)/(“i - ﬁibii) >

was wieder angesichts b;; = pu;, i = p + 1, ..., n die Gleichung (14) ist. Dadurch
ist der Satz 3 bewiesen.

Bemerkung. Falls irgendeiner der Eigenwerte p; der Matrix B der der Zahl 1
gleich ist, ist angesichts (14) auch der entsprechende Eigenwert A; der Matrix
V(ay, ..., % By, ..., B,) der Zahl 1 gleich.

Der folgende Satz betrifft die Konvergenzoptimierung des untersuchten Iterations-
verfahrens.

Satz 4. Es seien m, M reelle Zahlen mit m < M < 1 oder 1 < m < M. Man
setze voraus, dass die Eigenwerte pu;, i = 1, ..., p der Matrix By, in einem Kreis
liegen, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M enthdlt und deren Mittelpunkt auf
der Reallachse liegt. Die Diagonalelemente b, i = p + 1,...,n der Matrix B,,
seien beliebige, von 1 verschiedene Zahlen. Dann nimmt der Spektralradius
oVt .y oy tpigs ey 0, 0,000, by, oy b)) der Matrix Vo, ..., oty gy 2eny o,
0,...,0,b,,1,..., b,) seinen Minimalwert fiir o = oy = [2 — (m + M)][2, a; = 1,
Bi=—1,i=p+1,...,nan und es gilt

(16) o(V(ag, ..s0gy 1, .., 1,0,...,0, =1, ..., =1)) =
=(M—-m)j[2-(m+ M)] <.

Beweis. Die Eigenwerte der Matrix B bilden einerseits die Eigenwerte y;, i =
= 1,..., p der Matrix B, und fiir die {ibrigen Eigenwerte der Matrix B gilt u; = b;;,
i=p+1,...,n Lege man also o; = 1, f; = —1 fiir i = p + 1,..., n, aus (14)
folgt
Ai=1—-(0=0by)/(1 =b)=0, i=p+1,..,n.

Aus (14) folgt ferner, dass fir die, den Eigenwerten p;, i = 1, ..., p entsprechende
Zahlen 2; aus (14) angesichts f8; = 0, «; = a die Beziehung A; = 1 — (1 — p,)/«
folgt. Die Transformation 4 = 1 — (1 — w)/a transformiert offensichtlich eine durch
die Punkte m, M gehende Kreislinie in der komplexen Ebene u mit dem Mittelpunkt
auf der reellen Achse in eine Kreislinie in der Ebene A, derer Mittelpunkt wieder
auf der reellen Achse liegt und die durch die Punkte 4, =1 — (1 — m)/oc, Ay =
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=1 — (1 — M)/a geht. Die den Eigenwerten p; entsprechende Eigenwerte 4, liegen
dann in dem, mit ober erwiahnten Kreislinie in der Ebene A begrenzten Kreis. Es ist
klar, dass den optimalen Spektralradius die Matrix V in dem Falle annimmt, wenn
Am = —2y, dh. wenn 1 — (1 — m)Jo = —1 + (1 — M)/a ist. Daher folgt a =
= ap = [2 — (m + M)]/2 und die Beziechung (16). Dadurch ist der Satz bewiesen.
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Souhrn

O JEDNE VICEPARAMETRICKE ITERACNI METODE
PRO SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC S RIDKOU MATICI

MIROSLAV SISLER

V préci je zkoumana jista viceparametricka iteraéni metoda pro feSeni specialnich soustav
linearnich algebraickych rovnic. Jedna se o soustavy s matici obsahujici velky pocet nulovych
prvkt. Pri volb€ parametri se vyuZiva specialni struktury matice. Zkoumaji se téZ otazky rych-
losti konvergence metody.

Pesrome

OB OJJHOM MHOI OITAPAMETPUYECKOM UTEPALIMOHHOM METOJE
IIJ11 CUCTEM JIMHEVMHBIX YVPABHEHUI C PEJKON MATPULIEN

MIROSLAV SISLER

B pabote ucciienyeTcss OAMH UTEPALMOHHBIA METOM Il PELICHUsl CUCTEM JIMHEHHbIX anredpau-
YeCKUX YPaBHEHMIA CIIeUMaTbHOIO THIIA, 3aBUCSIIMI OT MHOTHX nlapaMeTpoB. Peub A€t o cuctemMax,
MaTpula KOTOPBIX COHEPKHUT OOJIBIIOE YUCIO HYJEBBIX 3JeMeHTOB. JJisi BBIOOpa mapameTpoB
HCIIOJIb3YETCS CIIelIHaIbHASI CTPYKTYPa MAaTPHLbI CHCTEMBI. VICCIIEAYIOTCS TAKXKE BOIPOCHI CKOPOCTH
CXOOMMOCTH METO/A.
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