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ÜBER EIN MEHRPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN 

FÜR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME MIT EINER DÜNNEN MATRIX 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen am 17. 5. 1985) 

Zusammenfassung. In der Arbeit wird in gewisses mehrparametriges Iterationsverfahren für 
die Lösung spezieller linearer Gleichungssysteme untersucht. Es handlet sich um Gleichungs
systeme mit einer Matrix, die eine grosse Anzahl von Nullelementen enthält. Bei der Auswahl 
der Parameter wird die spezielle Struktur der Matrix ausgenützt. Es werden auch Fragen der 
Konvergenzgeschwindigkeit des untersuchten Verfahrens behandelt. 

Keywords: Lineares algebraisches Gleichungssystem, mehrparametriges Iterationsverfahren, 
Matrix, Eigenwert, Spektralradius, Konvergenzoptimierung. 
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Die Arbeit befasst sich mit der Lösung eines linearen Gleichungssystems mit n 
Gleichungen und n Unbekannten von der Form 

(1) x: = ßx + b , 

wo ß eine beliebige, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende Matrix 
bezeichnet. Man setzt nämlich voraus, dass eine gewisse Anzahl von Zeilen existiert, 
derer Überdiagonalelemente gleich Null sind. Zur Lösung des Systems (l) wird ein 
mehrparametriges, mit dem in der Arbeit [1] untersuchten Verfahren zusammen
hängendes Iterationsverfahren angewendet. 

Es sei ß = (btj)9 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,n und a l5 a2, ..., an, ßl9 ß2,..., ßn seien 
reelle Parameter. Das Iterationsverfahren wird dann folgenderweise definiert: 

(2) xk + 1 = V(ocl9...9ocn9ß1,...9ßn)xk + b', 

wo 

(3) VKau...,a„,ßu...,ßn) = 

= P{au...,a„,ßu...,ß,,)-1Q'au...,a„,ßu...,ßn), 

Ißibu + au ßib^ ..., ßtbu 

(4) p(au...,an,ßu...,ßn) = r 2 * 2 1 ; ^ 2 2 + «2 , ...,ß2b2n 

\ß„b„i, ß„bn2, ..., ßnbnn + aj 
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(5) Q(ccu . . . , « , , ßu ...,ß„) = 

/(l + j8.) Ь n + (a, - 1), (1 + ßt) bi2, ..., (1 + j8.) ž>ln 

(1 + /?2) Ь 2 1 , (1 + /82) ć>22 + (a2 - 1), . . . , (1 + ß2) b2„ 

\(l + P„)bnl, (1 + ß n ) b n 2 , .,(1 + ßn) bm + (a„ - 1) 

Man setze jetzt voraus, dass die von Null verschiedene, über der Hauptdiagonale 
liegende, Elemente in der it, i2,..., i/7-ten Zeile enthalten sind und dass die übrigen 
über der Hauptdiagonale liegenden Elemente der Matrix ß Null gleich sind. Falls 
man ßix = ßh = ... = ß{ = 0 setzt, ist die Matrix (4) offensichtlich eine obere 
Dreieckmatrix und das Iterationsverfahren (2) ist leicht durchführbar; dabei muss 
man aber die Parameter ai9 ßi9 i = 1, ..., n so wählen, dass die Diagonalelemente 
ßiba + oci9 i = 1, ..., n der Matrix (4) von Null verschiedene sind (die Matrix (4) 
ist dann nichtsingulär). Man bemerke noch, dass iix, ...,oct von Null verschieden 
sein müssen, nachdem ßtl = ... = ßt = 0 ist. 

Für die Eigenwerte der Matrix V(al9 ..., an, ßl9 ..., ßn) gilt der folgende Satz: 

Satz 1. Die Eigenwerte l der Matrix V(al9 ..., ocn9 ßl9...9ßn) sind genau alle 
Wurzeln der Gleichung 

(6) det 

Bibu - Al9 B!b12, . . . , Bxbln 

Bib2i B2b22 - A2, . . . , B2b2„ 
0 , 

Bnbnl9 Bnbn2, . . . , Bnbnn-A„ 

wo At = 1 - at + Xai9 B. = 1 + ßt - Aßi9 i = 1, ..., n ist. 

Beweis. Die Zahl X ist genau dann ein Eigenwert der Matrix V(al9 ..., <xn9 

ßl9 ..., ßn), wenn soein Vektor x T = (xl9 ..., xn) + o existiert, für den 

(7) Q(al9...,an, ßu...,ßn)x = XP(ocl9 ..., <xn9 ßl9 ..., ßn) x 

gilt. Diese Beziehung ist mit den Beziehungen 

(8) 

(1 + p± - kpx) (b11x1 + ... + blnxn) = (1 - a± + Xa1)x1 , 
(1 + fi2 - Xp2) (b2íx1 + ... + b2nx„) = (1 - a 2 + Ácc2) x2 , 

(1 + pn - A/?n) (b n l x t + ... + b,mx„) = (1 - a„ + Aa„) xn 

äquivalent, d.h. mit der Beziehung (6), wodurch der Satz 1 bewiesen ist. 

Nun führen wir die folgende Bezeichnung ein: B(j\, ...,jt) bezeichnet eine Sub-
matrix der Matrix ß, die durch die Ausstreichimg der j l 9 ...,jrten Zeilen und 
Spalten aus der Matrix ß entsteht. Die gegenseitige Beziehung zwischen den Eigen
werten ja der Matrix ß und den Eigenwerten X der Matrix V(al9 ...9ocn, ßl9 ...9ßn) 
drückt der Satz 2 aus. 
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Satz 2. Es seien \ik9 k = 1, ..., n Eigenwerte der Matrix ß. Dann sind die Eigen
werte der Matrix V(a1? ..., an9 ßl9 ..., ßn) genau alle Wurzeln der Gleichungen 

(9) ( - l ) " [ A 1 . . . A n - ^ ß 1 . . . ß „ ] + 

+ (-i)"-1 x K • • •^•„- ,ß ,„ - / t r 1 B 1 . . .ß j . 
"' i " - | u W = N .detß(i1,...,i„_1) + 

+ (-1)""2 I K ••• ̂ ,„-A„-,By„ - /^r2Bi - ß j • 

(.•,,,.,,-„-2)u(;„-„i„)=N _ d . t ß ^ _ ; j n _ 2 ) + 

+ + 
+ (-1)1 I [ A ^ •• Bjn - ßkBt ... ß„] . det BfjO = 0 . 

UlMv2,...,J„}=N 
Dabei ist N = {1, 2,. . . , n}, A; = 1 — a; + /lat-, i = 1, ..., ti, B, = 1 + /?, — AjSy, 
I = 1, ...,rc-

Die Beziehung (9) kann man auch in folgender Form schreiben: 

(10) ( - l ) " [ A 1 . . . A „ - ^ ß 1 . . . ß „ ] + 

+ ( - i ) - 1 £ [ ^ . . . A ^ . - ^ r ^ - ß ^ j ß ^ . 
<'•.-.'»->>«<«-" . det ß(i1;... ,i„_.) + 

+ (-i)""2 I [ A ••• ^ - , - K-2ß ;, ••• ß,„.J ß,„-iß,„• 
{/,,,,i„-2}uU„-,J„) = N _ d e t B(iu..., j„_2) + 

+ + 
+ (-1)1 I K - M i J ß;2 ••• ßy„ • det ß(i.) = 0 . 

{il{u{ j2 , . . . , jn{ = N 

Beweis. Die Beziehung (6) kann in folgender Form überschrieben werden: 

(11) ( - i ) " A x . . . ^ + 

+ ( - l ) " - 1 £ A„... Ai„.1ß7„. det ß ^ , . . . ,.„_,) + 
{,-,,,. , i » . , ) u ( j „ ) = N 

+ ( - l ) " " 2 £ A,,...Ai„.2ß;„.1ßJ„.detß(i1,...,in_2) + 
{ ii , . . . , in - 2} U Un - 1 .jn} = N 

+ + 

+ C-1)1 I A,B;2...B,n.detß(ii) + ( -1)°B i . . .B / l .de tß = 0 . 
{i l}u{ j 2 , . . . , jn}=N 

Mit Rücksicht darauf, dass fik9 k = 1,..., n Eigenwerte der Matrix ß sind, d.h. dass 
det(ß — fxkE) = 0, k = 1, ..., n ist, es gelten die Beziehungen 

(12) (-1)«^ + (-l)"-1 fr1 X detß(i1,...,i„) + 
{ i i , . . . , i n _ i } c N 

+ (-l)""2/,r2 I detßvj1,...,i„_2) + ... 
{/ i , . . . , /«-2}=N 

.>. + ( - l ) V „ I detß(i1) + ( - l ) ° d e t ß = 0 . 
( i , J = N 
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Nach der Multiplizierung der Beziehung (12) durch die Zahl BiB2 . . . P,. und nach 
der Vergleichung mit der Beziehung (11) bekommt man sofort (9), wodurch der 
Satz 2 bewiesen ist. 

Bemerkung . Im Falle, dass die Matrix ß schwach «-zyklisch, d.h. dass ß von der 
Form 

;0, 0, 0, . . . , 0, bin\ 
b2i9 0, 0, . . . , 0, 0 

в = 0, b32, 0, . . . , 0, 0 

o, 0, 0, •i, o 

ist, sind alle Determinanten der Matrizen ß (il9...,ip)9 l ^ p ^ n 
gleich und aus (6) folgt die Beziehung 

1 Null 

Aí...An = џЏí...B„ 

oder 
(1 - «. + Äa,)... (1 - a„ + Xan) == ß%\ + ßl - XßJ ... (1 + ß„ - Xß„), 

was die Beziehung (7) aus der Arbeit [1] ist. 

Man bemerke noch, dass wir für die Indexe ii9 . . . , ip (d.h. für die Indexe der, von 
Null verschiedene überdiagonale Elemente enthaltenden Zeilen) ßit = . . . = ßt = 0 
setzen, demzufolge ist in den Gleichungen (6), (9), (10) Bti = Bi2 = . . . = Bt = 1. 

Man untersuche jetzt den Fall, wenn die Matrix von spezieller Form ist. Man 
setze voraus, dass ß eine n x n Blockmatrix der Form 

(13) B lßu, ßi 

l в 2 1 , ß2 

ist, wo ß l t eine beliebige Pxp, 2 ^ p ^ n — 1 Matrix ist, ß 1 2 ist eine p x (n — p) 
Nullmatrix, ß 2 1 ist eine beliebige (n — p) x p Matrix und ß 2 2 ist eine untere 
(n — p) x (n — p) Dreiecksmatrix. Die Matrix ß kann man schematisch folgender
weise darstellen: 

P n~P 
00000^ 
00000 
00000 
00000 

ß = 

0000 
.000 
..00 
. . .0 

Es gilt folgender Satz. 

423 



Satz 3. Es sei B eine Matrix der Form (13). Die Menge deren Eigenwerte besteht 
aus den Eigenwerten \xh i = 1, ...,p der Matrix ß l x und aus den Eigenwerten 
Vi — bu, i = p + 1, ..., n (Diagonalelemente der Matrix B22). Man setze weiter 
ßt = ... = ßp = 0, a f = a 4= 0, i = 1, ..., p und wähle man at-, ß f, i = p + 1, ..., n, 
so, dass %i + ßibu + 0 für i — p + 1, ..., n gilt. Dann sinJ die Eigenwerte der 
Matrix V(ocu ..., a„, /?l9 ..., /?„) vOn der Form 

(14) A, = 1 - (1 - ^)/(a ř + PiHt), i = 1, ..., rc . 

B e m e r k u n g . Für i = 1, ..., p gilt ß,- = 0, af = a + 0 und die Eigenwerte sind 
der Form X{ = 1 — (1 — l^)/a, wo /.̂  die Eigenwerte der Matrix ß x l sind. Für 
i — p + V ..., rc kann man (14) in der Form 

Af = 1 - (1 - bu)l(a, + ß,btl) 
schreiben. 

Beweis. Falls die Matrix ß der Form (13) ist, folgt aus der Beziehung 

btl ~ \i, ..., blp, 0, . . . , 0 

det (ß - џE) = 

b„u . . . , Dnp, Jn,p+\> - џ 

= 0 

die Beziehung det (ß - p£) = d e t ( ß u - fiE) ]J (bH - ß) = 0, i = p + 1 , . . . , H. 
i = p + 1 

Die Eigenwerte der Matrix ß sind einerseits die Eigenwerte \xi9 i = 1, . . . ,p der 
Matrix ß1 1 ? anderseits die Zahlen //f- = bü, i = p + 1, .. . , n. Nach dem Satz 1 sind 
die Eigenwerte Xt der Matrix V(a1?..., ocn9 ßl9...,ß„) Wurzeln der Gleichung (6). 
Angesichts (13) und ßt = 0, i = 1, ..., p, es gilt B, = 1, i = 1, .. . , p und die Glei
chung (6) mit A = 1 - a + XCL hat die Form 

ь u - A, b\2, . •> Ь i P , o, . . , 0 

b2i, ь22 - A, . • •> 2p> o, . . , 0 

bpi, bp2, .., ьpp - -4, o, . . , 0 

вP+1ь P + I Д ' 
. . . , . • > ^ p + i b p + 1 ,p> # p + l bp+\ , p + l " -л + 1> • . . , 0 

в„ьnl, . . . , . •> -^иЬfipj вnьn p + l > • • > вnъm --A„ 

= 0 

Es gilt also 
n 

(15) det<ß u - AB) FI (Btb„ - A,) = 0 , . = p + 1 , . . . . n 
i = p+ 1 
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Die Gleichung (15) ist erfüllt, wenn entweder de t (ß 1 1 - AE) = 0, d.h. A = \ih 

i = 1, ..., p ist, oder wenn B;btt - At = 0, i = p + 1, ..., n gilt. Aus der Beziehung 
A = fii gilt angesichts a + 0 die Beziehung 1 - a + Aa = \i{ oder Xt = 
= 1 - (1 - /L;)/a, i = 1, ..., p was die Beziehung (14) ist, da ßt = 0, i = 1, ..., p, 
at- = a gilt. Aus der Beziehung Btbtt. - At- = 0, i = p + 1, ..., rc folgt (1 -f- /?£ — 
— Aj8,) 6« = 1 - at- + 2a, oder (1 + ßt) bn - (1 - at) = A(a; - ßtbH) und an
gesichts der Voraussetzung at- + ßibn + 0 gilt 

A = [(l + ^ ) b t , - ( 1 - at-)]/[a, - /*,&„] = 

= [at. - 1 + (1 + ft) bt,]/[at. - ßtbn] = 1 - (1 - b,t.)/(a, - ßtbti) , 

was wieder angesichts bn = \ih i = p + 1, ... , n die Gleichung (14) ist. Dadurch 
ist der Satz 3 bewiesen. 

Bemerkung . Falls irgendeiner der Eigenwerte fit der Matrix ß der der Zahl 1 
gleich ist, ist angesichts (14) auch der entsprechende Eigenwert Xt der Matrix 
V(a1? ..., <xn, ßl9 ..., ßn) der Zahl 1 gleich. 

Der folgende Satz betrifft die Konvergenzoptimierung des untersuchten Iterations
verfahrens. 

Satz 4. Es seien m, M reelle Zahlen mit m < M < 1 oder 1 < m < M. Man 
setze voraus, dass die Eigenwerte jnh i = 1, ..., p der Matrix ß x l in einem Kreis 
liegen, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M enthält und deren Mittelpunkt auf 
der Reallachse liegt. Die Diagonalelemente bih i = p + 1, ..., n der Matrix ß 2 2 

seien beliebige, von 1 verschiedene Zahlen. Dann nimmt der Spektralradius 
Q(V(OC, . . . , a , ap + 1 , . . . ,a„, 0, . . . , 0 , bp+1, . . . , bn)) der Matrix V(a, ..., a, ap + 1 , ..., an, 
0, ..., 0, bp+x, ..., bn) seinen Minimalwert für a = a0 = [2 — (m + M)]/2, at- = 1, 
ßi = —1, i = p + 1, ..., n an und es gilt 

(16) o(V(a0 , . . . ,a0 , 1, ..., 1, 0 , . . . , 0, - 1 , . . . , - 1 ) ) = 

= (M - m)/[2 - (m + M)] < 1 . 

Beweis. Die Eigenwerte der Matrix ß bilden einerseits die Eigenwerte fih i = 
= 1, ..., p der Matrix B11 und für die übrigen Eigenwerte der Matrix ß gilt //t- = bih 

i = p + 1 , . . . , n. Lege man also at- = 1, ßt = —1 für i = p + 1, ..., n, aus (14) 
folgt 

At- = 1 - ( 1 - * „ ) / ( ! - ba) = 0 , i = p+ l , . . . , n . 

Aus (14) folgt ferner, dass für die, den Eigenwerten p,h i = 1, . . . ,p entsprechende 
Zahlen Af aus (14) angesichts j8f = 0, at- = a die Beziehung Xt = 1 — (1 — /^)/a 
folgt. Die Transformation A = l — (1 — /i)/a transformiert offensichtlich eine durch 
die Punkte m, M gehende Kreislinie in der komplexen Ebene /i mit dem Mittelpunkt 
auf der reellen Achse in eine Kreislinie in der Ebene A, derer Mittelpunkt wieder 
auf der reellen Achse liegt und die durch die Punkte Xm = 1 — (1 — m)/a, XM = 
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= 1 — (1 — M)\a geht. Die den Eigenwerten ßt entsprechende Eigenwerte X{ liegen 
dann in dem, mit ober erwähnten Kreislinie in der Ebene X begrenzten Kreis. Es ist 
klar, dass den optimalen Spektralradius die Matrix V in dem Falle annimmt, wenn 
Kn = ~ ^ M ? d.h. wenn 1 - (1 - m)\a = - 1 + (1 - M)\a ist. Daher folgt a = 
= a0 = [2 — (m + M)]/2 und die Beziehung (16). Dadurch ist der Satz bewiesen. 
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Souhrn 

O JEDNÉ VÍCEPARAMETRICKÉ ITERAČNÍ METODĚ 
PRO SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC S ŘÍDKOU MATICÍ 

MIROSLAV ŠISLER 

V práci je zkoumána jistá víceparametrická iterační metoda pro řešení speciálních soustav 
lineárních algebraických rovnic. Jedná se o soustavy s maticí obsahující velký počet nulových 
prvků. Při volbě parametrů se využívá speciální struktury matice. Zkoumají se též otázky rych
losti konvergence metody. 

Pe3K>Me 

OB OJIHOM MHOrOnAPAMETPHHECKOM HTEPA^HOHHOM METO/JE 
RJIX CHCTEM JIHHEMHbIX yPABHEHHÍÍ C PEAKOM M A T P H ^ Í Í 

MIROSLAV ŠISLER 

B pa6oTe HCCJie/jyeTCH O/JHH HTepaunoHHBui MCTOA /um pemeHHH CHCTCM jniHeiiHBix ajrreópaH-
êcKHx ypaBHeHHii cneuHajrbHoro raná, 3aBHCflHiHH OT MHOTHX napaMeTpoB. Penb H^ČT o CHCTeMax, 

MaTpHua KOTopbix co/4ep>KHT 6ojibHioe HHCJIO HyjieBBix 3JieMeHTOB. fljiH Bbi6opa napaMerpoB 
Hcnojib3yeTC« cneHHajibHafl CTpyKTypa MaTpHHbi CHCTeMbi. HccjiejiyKDTCH TaK>Ke Bonpocbi CKOPOCTH 
CXOflHMOCTH MeTOfla. 
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