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33(1988) APLIKACE M A T E M A T I K Y No. 1,49—67 

SUR UNE MÉTRIQUE SPÉCIALE DANS L'ESPACE LINÉAIRE 
ET LES MOUVEMENTS DU KEPLER 

FRANTISEK N O Z I C K A 

(Reçu le 3 décembre 1986) 

Summary. Dans un espace linéaire n-fois étendu on peut introduire à l'aide de deux fonctions 
une certaine métrique (les propriétés de ces fonctions étant précisées dans l'article présenté), 
les courbes géodésiques au sens de cette métrique sont par le système correspondant des équations 
différentielles d'ordre deux sous les conditions initiales globalement déterminées. Dans le cas 
n— 3 et pour une élection simple des fonctions considérées les courbes géodésiques correspondent 
aux trajectories d'un point matériel dans le champ gravitationel d'un autre point matériel, c'est-à-
dire, aux mouvements de Kepler. 

Keywords: la métrique riemannienne, la courbe géodésique, le loi de gravitation, les mouve­
ments de Kepler, le principe de l'action minimale. 

La mécanique théorique classique peut être regardée dans notre temps comme une 
discipline à peu près épuisée et enfermée, et on ne peut pas attendre dans ce domaine 
qu'on parviendrait ici aux résultats importants nouveaux. On peut donc là découvrir 
des connexions nouvelles entre des certaines événements et des certaines notions 
mécaniques, ou parvenir à leurs description à la base d'une conception nouvelle. 

L'article présenté concerne le problème classique de deux corps à matière. D'une 
manière analogue à celle dans la théorie de la relativité on sort de l'idée que la matière 
courbe l'espace ordinaire, ou, du point de vue mathématique, que le displacement 
de la matière détermine la métrique de l'espace même. 

A l'aide de deux fonctions F(x) et w(x) définies dans l'espace euclidien En (n g: 2) 
et ayant des certaines propriétés (lesquelles nous voulons préciser la bas) on peut 
introduire — au moins dans un certaine domaine de l'espace E„ — une métrique 
spéciale possédant les propriétés suivantes: 

(1) Étant donné un point x 0 e E „ et un vecteur v0 dans E„ différent du vecteur 
zéro, la courbe géodésique au sens d'une telle métrique est univoquement et globale­
ment déterminée. 

(2) Pour une élection spéciale et simple des fonctions F(x) et w(x) les courbes 
géodésiques considérées correspondent aux trajectories d'un point matériel dans le 
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champ de gravitation d'un autre point matériel, alors aux mouvements de Kepler. 
Le système correspondant des équations différentielles représente le loi usuel de 
gravitation dans le problème de deux corps à matière. 

L'article contient de même des formules importantes et bien connues concernant 
différents types des mouvements de Kepler, qui sont là déduites d'une manière 
très simple. 

1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

Soit E„ (n g: 2) l'espace euclidien n fois étendu aux coordonnées cartésiennes xx 

(a = 1 , . . . , n) et F(x) une fonction définie en En aux propriétés suivantes: 

(a) elle possède des dérivées partielles continues d'ordre au moins quatre en E„; 
(b) la matrice (FaP)nXn aux éléments 

d2F 
Fafi-= 7 T T 1 M = 1.. . . .») 

ex oxp 

est positivement définite au chaque point x e E „ \ / 4 , où 

(1.1) A:= { x e E „ | VF(x) = o} * 0 . 
Il résulte immédiatement de (a), (b) que: 

— F(x) est une fonction stricte convexe en E„; 
— l'ensemble A contient un seul point; 

— pour chaque 

fi > fi : = min {F(x) | x e E„} 

l'ensemble 

(1.2) Vll:={x€Ea\F(x) = n} 

est une hypersurface régulière et connexe en E„ au sens de la définition de Monge; 
— l'ensemble 

KM : = {x e E„ | F(x) ^ fi] (fi fixe, /x > £) 

est un ensemble borné, fermé et convexe de dimension n (avec la frontière 
SK, = V,). 

Dans ce qui suit nous faisons toujours usage de la convention d'Einstein (con­
cernante la sommation usuele dans le calcul tensoriel). 

Soit F(x) une fonction donnée aux propriétées (a) et (b), et w(x) une fonction 
possédant des dérivées partielles contenues d'ordre au moins deux dans le domaine 
En \ A, et soit 
(1.3) w ( x ) > 0 , x e E „ \ A . 

50 



En introduisant les grandeurs 

(1.4) ha,:=w(X)Ta/, (a,p=l,...,n) 

pour x e En \ A, il résulte de (1.4), (1.3) et des suppositions (a), (b) citées plus haut, 
que la matrice (h^nXn est positivemenet définite dans chaque point x e E „ \ A 
Pour les éléments haP de la matrice inverse correspondante on a 

h«f> = w _ 1 F ^ , 

où (F*p)nXn est la matrice inverse à la matrice (FaP)nXn, c'est-à-dire, 

FayF^ = <5£ (a,j8 = l , . . , n ) . 

Étant donnée une courbe régulière 

C : = { x e E „ | x a = xa(u) (a = 1, . . . , n ) , uel} c En\A 

(I est un interval ouvert), nous définissons le scalaire 

(1.5) a = o(u) := [Kp 1 du (u0 el fixe, u el) 

J u o V V du duJ 
comme la mesure de son arc entre leur points x(u0) et x(u). D'une telle sorte nous 
avons introdui une certaine métrique riemannienne dans le domaine En \ A, qui est 
caractérisée par le tenseur métrique aux composantes h^. Le paramètre a étant pris 
comme le paramètre nouveau de la courbe C, les égalités suivantes ont lieu le long 
de la courbe considérée: 

u r, , dx* dxp , r, dx* dxp 1 

dcr dcr da da w 

Les points xf e E„ \ A (i = 1, 2), xx =j= x2 , étant donnés, nous désignerons par j£? 
l'ensemble de tous les arcs réguliers 

L(x1,x2) := {xeE„ | x% = x*(u) (ce = 1, . . . , n), u e <u1? u2> , 

x(u,) = Xl- (i= 1,2)} c = E „ \ A . 

Le problème de la détermination d'un arc L0(x1, x2) e ^ f à longeur minimale au sens 
de la métrique introduite plus haut par rapport à la classe J£? mène au problème 
variationel 

o,) mi„ r/(,*££)« 
i(x,,x2)e^ JB1 V \ du d u / 
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Les équations d'Euler qui doivent être remplies le long d'un arc optimal du problème 
(1.7) ont la forme suivante 

/ . o\ d V f ? ] d x a d ^ A , . , 
(1.8). T T + 1 J T r = 0 (y = 1,. . . , n), 

daz (ajrjj dcr dd 

où 

(-•8)b {^} : = ih»(d.haf + dthn - dehaP) (d. : =- £ - ) 

sont des coefficients de la connexion correspondante au tenseur métrique {hafi}. 
Chaque courbe intégrale 

(1.9) L : = { x e E „ \ _ 4 | x a = xa(a) (a = 1 , . . . , n), ( j e / } 

du système des équations (V8)a est dite la courbe géodésique au sens de la métrique 
considérée plus haut. Par un calcul mécanique simple il résulte de (1.8)ab et de (1.4) 
la transcription 

/ M A , d V 1 T O r i dx 'dx* dxy d t 
(1.10) — - + i - F ^ F ^ — — + — — log w -

d(7 d(7 d(7 d(7 dcr 

- _ F » F « , - ^ - ^ - 3 e l o g W - - 0 ( . = l , . . . , n ) 
d(7 dd 

des équations (l.8)a. Sous les suppositions données les équations (1.10) possèdent 
localement — les conditions initiales étant données — une solution unique. Si 

= T(<J) , a G J l — > 0 pour t e / 
\dT J 

est une transformation régulière arbitraire du paramètre cr de la courbe Len (1.9), 
alors, les équations (1.10) prennent la forme 

(LU). 
d W d T \ 2 d x ' / d t d , d2T\ .____ dx« dx" / d T \ 2 , , 

d? (s) + ÏT (_ _ l08 w + 5?) -* r v - «, 7̂ (s) "«Iog *+ 

i ™ ^ d x a d x ^ / d T \ 2
 A , N 

Nous voulons maintenant préciser le paramètre T de telle sorte que l'équation 

d2T d i d , 
1 — iog w = 0 

da2 da da 

serrait remplie (le long de la courbe intégrale L la fonction w(x) est une fonction de 
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la variable a, c'est-à-dire, w = w(x(cr)). Il en suit 

dT 
(l . l l)b — = Cw"1 (C > 0 . . . une constante intégrale) 

de 

et les équations ( l . l l ) a se réduisent aux équations 

— - + iFyeFa/î(? — i^I7*/? — —~ de log w - 0 
dT dT dT dT dT 

pour 7 = 1 , . . . , n, et — en tenant compte de (1.6) — on les peut écrire sous la forme 
suivante 

(1.12) d ^ + ^Fxfe^f^f- - L F » 3 , w - 0 ( 7 = 1 , . . . . » ) . 
dT dT dT 2CZ 

2. UNE MÉTRIQUE SPÉCIALE DANS LE DOMAINE E„ \ A 

Dans le cas 

(2.1) F(x) : - 5 a , x V , r - ||x|f :-= V ( O > V ) , w - w(r), 

on a 

A = {o}, F a . = 2«5a/), F ^ = i ^ , Ea„v = 0 

et /7a/S — 2 w(r) (5a/-. Les équations (1.12) prennent la forme simple 

/-, ,-\ d2xy xy dw • • . x 
(2.2) _ 0 ( y = l , . , n ) , 

dTz 4C2r dr 

d'où il résulte immédiatement que les courbes intégrales de ces équations diffé­
rentielles (correspondant aux courbes géodésiques par rapport à la métrique en 
E„ \ {o} caractérisée par le tenseur métrique aux composantes ha(i — 2 w(r) ôaP) 
sont des courbes planes. 

Lemma 1. Les équations (2.2) prennent la forme 

â2vy kxy 

(2.3). T T + HT = ° ( r - i , . • • . » ) . 
dT r* 

où h > 0 est une constante, seulement dans le cas 

(2-3)b w(r) = C. + - 2 , 
r 

Ou C2 > 0 et C! sOnt des constantes arbitraires. 
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Démonstrat ion . En comparant les équations (2.2) avec les équations (2.3)a on 
constate immédiatement que les équations (2.2) mènent aux équations (2,3)a seule­
ment au cas quand la fonction w(r) remplit l'équation 

k 1 dw 
r3 4C2r dr 

dont la solution est 

4kC2 

w = + Ci (Ci ... une constante arbitraire) 

En posant 

(2.4) C2 := 4kC2 

la constante C2 est alors un nombre positif et la fonction w(r) prend la forme (2.3)b, 

Remarque 1. En tenant compte de (2.3)a on obtient la relation 

dT \ dT 

alors 

dx^dxA k _ dx* » k d ,, ~ d fk\ — ___ saP — xp = (\rz) = — ( - 1, 
dT / r3 dT r3 dT dT \rj 

d. / d__ cbcf _ 2fc\ _ 
dT \ a dT dT r / 

qui a lieu au chaque point X(T) = {^(T)} d'une courbe intégrale du système (2.3)a 

des équations différentielles. En posant 

°-ҺfЛ) dxa dxp\ 
v:=Ad" 

il en résulte 
2k 

(2.5)b v2 = C0 (C0 ••• une constante intégrale). 
r 

Lemma 2. Les constantes Cl9 C2, C0 et k considérées plus haut sont liées par la 
relation 

(2.6) £- = ^ . 
V ' C2 2k 

Démonstration. Dans le cas considéré F(x) = ^/?x
ax/'(= r2) on obtient de 

(1.6), (2.5)a,b et de (l . l l)b 

, dx*dx" _ dx'dx" „ 2(dx\2 2C2 / 2k\ . 

dcr dcr du dcr \dcr/ w \ r ) 
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et alors, d'après (2.4), (2.3)b, 

2C2 C0 + c2 
2C2r : ) " 

c, + £_ 
> 

r 

Co = _£i 
2C2 

d'où on a 

(2.7) 

D'après (2.7)a et (2.4) on parvient ainsi à la relation (2.6). 

R e m a r q u e 2. Le carré d'une matrice 

est défini par 
\P\ • • • bn) 

'-. - M 2
: = i £ 

et la formule bien connue d'algèbre 

fe:::I.),-wi !-!'-(•..)• 
a lieu; le symbole (a, b) signifie ici le produit scalaire des vecteurs a et b, le symbole 
J|a|| est la norme du vecteur a dans E,}. 

Lemma 3. Le long d'une courbe intégrale du système (2.3)a des équations diffé­
rentielles le carré de la matrice 

(2-8). 

x1 

dx1 

dт 

x 

dx" 

dт/ 

esf éaaZ a «ne constante non-negative, c'est-à-dire, 

y "2 

(2-8)b 

x* . . . X" 

dx1 dx" ) = & (C ^ 0 . . . une constante) 

dT dr / 

et la relation 

(2-8). fr-Y 

a /ieu dans tOus /es points X(T) = {xa(r)} d'une cette courbe. 
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D é m o n s t r a t i o n . Par rapport à la définition du carré de la matrice (2.8)a on 

obtient 

xa xß 

d 
xa xß 

dxa dxß 

dт 
dxa dx" 

dт dт 
dт 

dт dт 

Mais à cause de (2.3)a on a 

dт 

xa xß 

dxa 

dт 

dxß 

dт 

et par conséquence 

= 0 (a,ß= ! , . . . , « ) 

= 0 , 

alors, l'affirmation (2.8)b a lieu. 

D'après la formule citée dans le remarque 2 on a dans notre cas spécial 

öaßx 
d j A 2 

dx ' 
\ dT dT / 

et alors, par rapport à (2.8)b, (2.5)a, 

(2.9) C = r2v2 - ( V - Y . 

En tenant compte de (2.5)b nous en obtenons immédiatement l'équation (2.8)c. 

R e m a r q u e 3. Comme il était dit auparavant, les courbes intégrales du système 
(2.3)a des équations différentielles sont des courbes planes. Il est bien connu de la 
mécanique classique, que les courbes intégrales considérées sont ou des coniques, 
ou — dans le cas spécial — un ensemble connexe d'une demidroite sortant du point 
d'origine o des coordonnées dans E„. Dans le cas d'une conique le point o est leur 
foyer. Parceque le point o est un point singulier des équations (2.3)a, il en résulte, 
qu'une courbe intégrale 

(2.10) L: = {xeEn\x
a = xa(т) (a = 1,..., n), т є / } 

des équations (2.3)a appartient au domaine E„\{o}. 
Dans ce qui suit nous voulons présenter brièvement la classification des courbes 

intégrales considérées pour en déduire après d'une manière très simple des certaines 
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formules bien connues dans la mécanique classique (lesquelles nous obtenons 
à l'aide de la théorie précédante). 

(I) Le cas C = 0 . 

Dans ce cas il résulte de (2.8)b que la matrice (2.8)a a le rang égal à 1 dans tous les 
points X(T) = {xa(T)} de la courbe intégrale Ldécrite dans (2A0). Donc, la courbe L 
est une part connexe de la demi-droite ouverte sortant du point o et passant par le 
point initial donné x0 =j= o. Dans ce cas spécial on peut le système (2.3)a des équations 
différentielles simplifier en les réduisant à une seule équation différentielle 

P.H) £ + " = ° -
dTz rz 

L'intervalle I du paramètre T étant l'intervalle maximal de la solution positive r(r) 
de l'équation (2. H) sous les conditions initiales données T0 e intI, r(r0) = ||x0|| > 0, 
(dr/dT) (T0) = v0, il résulte de (2.H) à cause de k > 0 que d2r/dT2 < 0 pour T e I 
et par conséquence la concavité stricte de la fonction r(r) dans l'intervalle I. On en 
obtient immédiatement l'implication 

dr 
(2.12)a v0 := — (T0) g 0=> r(T0) = max {r(T) | T G I 0 : = { T G I | T ^ T 0 }} . 

dT 

Dans le cas v0 > 0 la fonction concave r(T) possède leur maximum dans l'intervalle 
I — et de même dans I0 — seulement dans le cas, quand il existe un nombre f e I 
de telle manière que (dr/dT) (f) = 0. Dans ce cas on obtient de (2.8)c (en supposant 
C = 0) C0r + 2k = 0 (r : = r(f)). La supposition r > 0 mène à cause de k > 0 
à la condition C0 < 0; dans le cas C0 g: 0 il n'existe pas un point extremal f el 
de la fonction r(T) par rapport à l'intervalle I, et cette fonction est alors — à cause 
de leur concavité stricte dans l'intervalle I — une fonction croissante dans cet inter­
valle. A cause de la relation 

2k / d r \ 2 

T el, 
r V^T/ 

résultant au cas C = 0 de (2.8)c, la fonction non-négative r(T) ne peut pas être bornée 
dans l'intervalle <T0 , OO). Alors, les implications suivantes ont lieu: 

dr 2k 
C0 < 0 , v0 : = — (T0) > 0 => max {r(T) | T e 1} = max {r(T) | T e I0} = , 

dT C0 

(2.12)b 

dr 
Co = 0 , v0 := — (T0) > 0 => sup {r(x) | T eI} = sup {r(T) | x e <T0 , OO)} = oo . 

dT 
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Dans le cas C0 = 0, C = 0 (qui est d'un certain point de vue un cas critique) on 
obtient de (2.5)b 

(2.12), 
\2k 

v — / — pouг T > T0 , 

et, spécialement 

(2.12)d 
àr , . \2k 

-= — Ы = /—• 

(II) Le cas C > 0 , C0 = 0 . 

En posant C0 = 0 on obtient de (2.5)b la relation 

(2A3)a v2r = 2k , 

qui est remplie dans tous les points X(T) = { **(?)} d'une courbe intégrale Ldu systè­
me des équations (2.3)a (décrite en (2A0)). A cause de C0 = 0 il suit de (2.6) Ct = 0 
et par conséquence de (2.3)b 

Q 
(2.13)b w = w(r) = — (C2 > 0 . . . une constante) . 

r 

Dans le cas considéré F(x) = ôapX*xfi il suit de (1.6) 

(2.13) ô — — = JL 
dcr dcr 2C2 

et, en tenant compte de (2.13)a>b, on peut facilement vérifier que les équations (VIO) 
prennent la forme 

r, , A\ à2*7 1 v dx' d i / \ 
(2.14) — + —-x> = — — log r (y == 1 , . . . , n) . 

daz 4C2r da da 
Nous nous pouvons maintenant poser la question quel est le caractère géométrique 

des courbes intégrales du système (2.14). Pour trouver la réponse correspodante nous 
sortirons de ces équations en les dérivant d'après le paramètre a. Nous parvenons 
ainsi aux équations 

^ , r , d3xy xy dr 1 dxy d V d t 

(2.15)a + -— = log r + 
dcr3 4C2r2 da 4C2r dcr dcr2 da 

dxy d2 _ t N 
+ —- — logr (y = 1, . . . , n), 

da da2 

qui doivent être satisfaites aux points d'une courbe intégrale. D'après (2.14) on a 

xy dxy d t d2xy 

logr 4C2r da dcг d«ľ2 
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et en effectuant l'élimination correspondante dans les équations (2.15)a nous obtenons 
après un arrangement convenable 

M 1 C , d V dx^T/d t V d2
 1 1 1 , A . 

En tenant compte de (2A3)b et (2.14) on obtient successivement 

_____ t____Y - A l __!! 
V áa2 \ďa) ~ dffVdff 

. dx* dx" . „ d2x" r . _ / 1 - dx" d , 
<5_« + <5««x — - = + <5a / )x

a x" + —• — log r 
* der der " do-2 2C2 "' V 4 < V da da 

r r dx" d , r 
= + 8atx* log r = + 

2C, 4C, der do- 4C, £)'• 
et alors 

d2r 

-2 d<т2 4C? 

Parceque d'autre part 

O) 2 d2 , 1 d2r 
+ log r = 

do-z r dcr 
2 ' 

les équations (2.15)b prennent la forme simple d3xy/dcr3 = 0 (y = 1,..., n). Les 
courbes intégrales du système (2.14) étant des courbes planes on peut observer une 
cette courbe comme une courbe située dans un certain plan aux coordonnées car­
tésiennes x et y remplissant les équations 

* * - 0 , ^ = 0 . 

d<73 dc73 

Leur description paramétrique est alors 

x = a_a2 + b_a + c_ , y = a2cr2 + b2a + c2 , 
où at bh ct (i = 1, 2) sont des certaines constantes. Il est bien connu de la géo­
métrie différentielle qu'une telle courbe représente ou une parabole (le cas a_b2 — 
— a2b! =f= 0) ou une droite (le cas a_b2 — a2b_ = 0). A cause de notre supposition 
C > 0 le deuxième cas n'a pas lieu et la courbe intégrale est alors une parabole. 

Pour la distance extrémale r = r(f) du point o de la courbe extrémale L (décrite 
dans (2.10)) on obtient de (2.8) (à cause de r > 0, (dr/dr) (?) = 0) 

(2.16) r = - . 
J 2k 
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Dans les points X(T) = {X*(T)} d 'une courbe intégrale des équations (2.3)a on a 

r2{i) = ôx0x°{x)x'{r), l r = i ^ x ^ , 

dT r dT 

et, en tenant compte de (2.13)a, (2.3)a, on obtient 

d2r 1 / / d r \ 2
 B dx'dx' fi dV 

- ' - ( s ) + * » * d r + **"5? 
%[-( 

d~rY + . « - * • 
dT/ r 

k _ 1 / d r \ 

r2 r \ d r / 

Il en suit pour la distance extrémale r à cause de (dr/dT) (f) = 0 que (d2r/dT2) (f) = 
= k/r2 > 0. La distance extrémale r est donc la distance minimale du point o de la 
parabole en question. 

(III) Le cas C0 < 0 , C * 0 . 

A cause de la condition f = r(f) > 0, (dr/dT) (f) = 0, qui doit être satisfaite 
pour la distance extrémale f de la courbe intégrale correspondante L du point o, 
on obtient d'après (2.8)c la condition 

(2.17) C0r
2 + 2kr - C = 0 , 

d'où il résulte 

<•--- l ( W ( i + f 
(on sait que k2 + C0C _ 0, parceque la courbe intégrale Lest une conique, le point o 
étant leur foyer). La distance minimale de la courbe Ldu point o est alors 

^o \ V \ k 

tandisque 

å(i+i(i+f))>° 
est leur distance maximale du point o. Parceque la courbe intégrale L est une co­
nique, il en suit, qu'elle est nécessairement ou une ellipse (le cas k2 + C0C > 0) 
ou un circle (le cas k2 + C0C = 0). Pour la grandeur de la demi-axe principale 
de cet ellipse (resp. pour la grandeur du rayon dans le cas d'un circle) on a évidément 

(2.19). a = i(r1 + f 2 ) = - A . 
Z C 0 
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Pour la grandeur b de la demi-axe secondaire d'ellipse correspondante on obtient 

>w-<2' * '-°-h--ê-j{i+c-£y 
alors 

(219>- b'J~l 
Étant données les conditions initiales 

x0 = {x*0} = {x"(r0)} , v0 = {„0} = j ^ ( t o ) } 

pour la courbe intégrale L du système des équations (2.3)a (décrite en (2.10)), alors — 
dans le cas d'un circle — il résulte de (2A9)a et de (2.5)b 

(2.19). r = r(r) = r(r0) = - ± 
LQ 

K r ) : = ||v(т)|[ = |[v0]| = / * . 
V r o 

(2.20) ,.±.l_Цц,ïg)-l 

(IV) Le cas C0 > 0 , C + 0 . 

Dans ce cas on obtient de (2.17) une seule racine admissible r = r(f) correspondante 
à la distance minimale du point o de la courbe intégrale L (décrite en (2.10)) du systè­
me (2.3)a, 

(la deuxième racine de l'équation quadratique (2.17) est négative, et c'est pourquoi 
comme une distance pas admissible). La courbe L est une branche d'une certaine 
hyperbole (car il s'agit de la dernière sorte d'une conique pas discutée jusqu'ici 
plus haut). Pour trouver la formule pour la demi-axe principale a, et celle de la demi-
axe secondaire b de l'hyperbole correspondante nous voulons considérer le plan 
contenant cet hyperbole doué des coordonnées cartésiennes x et y, dont le point 
o = (0, 0) est leur origine et (x, y) := (— r, 0) le point x(f) de la courbe L, pour 
lequel 

r := r(f) = min {||x||} . 
xeL 

Parceque Fextrenticité e de l'hyperbole considérée remplit les relations e2 = a2 + b2, 
e = a + r, on la peut décrire par 

(x + a + Y _ y2
 = 1 

a2 2ar + r2 
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Cette relation étant satisfaite dans tous les points X(T) = (x(x), y(x)) de la courbe 
intégrable L, il en suit 

x + a + r dx y dy 
a2 dx 2ar + r2 dT 

alors 

= 0 

l_/dx\2 

a2 \dx) 
1 /dv\2 x + a + ř d2x y d2v 

1 + - y- = 0. ar + r2 \dT/ a2 dx2 2ar + r2 dT2 

En tenant compte de (2.3)a on en obtient la relation 

f22i) l ^ Y 1 (*y\2 _ kx(x + a + fi) i ky2
 = Q 

V ' ; a2 \dx) 2ar + r2 Vdr/ r 3 a 2 r3(2ar + r3) 

valable dans tous les points de la courbe L. 
Pour T = f on a x(f) = — r, y(f) = 0, (dxjdx) (x) = 0, (drjdx) (x) = 0, et, en 

tenant compte de (2.9), 

Le point x(f) = (—r, 0) de la courbe L remplit de même l'équation (2.21), et à cause 
de ses propriétés précédantes il en résulte après un arrangement simple 

a(-C + 2kr) + kr2 = 0. 

A cause de (2.17) on en obtient la formule 

(2.22). a - A , 

et, en tenant compte de (2.17), (2.22)a et de la relation b2 = 2ar + r2 on obtient 
b2 = C\C0, et alors (2-22)* b-Ji 

3. QUELQUES CONSÉQUENCES PHYSIQUES 

Dans le cas n = 3 les équations (2.3)a rappelons le loi classique de Newton 

(i A d 2 * v K(mi + m2)mi y ( 1 o 1\ (3.1) mi - — = - -* — 2 — xy (y = 1, 2, 3), 
dT2 r3 

où m2 est la masse d'un point matériel central p2, m1 la masse d'un seconde point 
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matériel px et K la constante gravitationelle (dépendante du choix des unités physi­
ques). C'est alors le cas où on pose dans (2.3)a 

(3.2)a k := K(mx + m2) . 

Soit xy(x) (y = 1, 2, 3), tel (I étant le domaine maximal du paramètre T, OÙ les 
fonctions X7(T) sont définies) la solution des équations (3.1) sous les conditions initiales 

T0 G int I , x0 = {xy
0} = {xy(z0)} (x0 =|= o), v0 = {vy

0} = | ~ ( T 0 ) 1 . 

La courbe 

L:= { x e E 3 \xy = xy(z) (y = 1,2,3), Tel} 

est alors une courbe intégrale des équations différentielles (3.1), tandisque la courbe 

L0 := { x e E 3 \xy = x\r) (y = 1 ,2 ,3) , TGI0 := { t e / , T = T 0 }} 

représente la trajectorie du point px par rapport à l'observateur lié au point p2, 
dont le système des coordonnées cartésiennes est fixe (par rapport aux étoiles fixes); 
il lui même possède les coordonnées xy = 0 (y = 1, 2, 3) dans son système. En 
désigneant 

(3.2)„ c : = W C , £ : - - i m . C 0 , r . - i m . - 2 , U:= - * w i K + "»-) 
r 

où C, C0 sont des constantes ayant la signification de (2.8)b, (2.5)b et v = v(T) le 
scalaire introduit dans (2.5)a le long de la courbe intégrale L, alors, la constante c 
signifie la vitesse plane, v = v(x) la vitesse scalaire, E l'énergie totale, T l'énergie 
cinétique et U l'énergie potentielle du point matériel px (à masse mx) par rapport 
à l'observateur en question. Définissons encore 

dmin:=inf{|x(r)||}, dmax := sup {||x(t)||} 
tel tel 

(3.2)c a . . . demi-axe principale 1 (L étant une ellipse ou une hyperbole) 
h .. . demi-axe secondaire] 
vc . . . la vitesse circulaire (le cas d'un circle) 
ve . . . la vitesse d'échappement (L étant une parabole ou une demi-droite). 

En tenant compte des résultats contenus dans les cas spéciaux (I), (II), (III), (IV) 
discutés dans le paragraphe précédant, et en respectant la symbolique introduite dans 
(3.2)a b c , on parvient ainsi au tableau ajouté la bas. 

En tenant compte de (2.6) et de (3.2)a b on a 

C! E 

Cг кim^ + m2) mx 

63 



le type de la 

conique 

0 < 0 
un mouvement 

rectiligne 

0 > 0 
un mouvement 

rectiligne 

+0 <o 
E > 

une ellipse, si 

— K2ml(ml + m2)
2 

Ф0 < 0 
E = 

un circle, si 

— K2ml(mí + m2)
2 

Ф0 > 0 
une branche 

d'une hyperbole 

Ф0 0 une parabole 

— кm^m^ + m2) 

2F 

1 + 
8Fc2 

к^m^m^ + m2)
2/j 

кm^m^ + m2) 

1 + 

2F 

8Fc2 

к^m^m^ + m2)
: 

2c2 

/c(m! + m2) 

r0 . . . la distance initiale 

v0 . . . la vitesse initiale 

F := im^o 
кm^m^ + m2) 

du point Pi par rapport au 

. l'énergie totale [point central p2 

c . . . la vitesse plane 

et en posant C! := \E, C2 := ^{rn^ + m2) mx on obtient — en sortant des fonctions 
F(x) = (x,x), w(x) = Ct + C2\r - d'après (1.4), (3.2)b -

2 C1 + E + 
кm^m^ + m2) 

') ðxß = (E - U) ðaß 

pour a, /? = 1, 2, 3. Le scalaire o introduit dans (1.5) prend alors le long d'une courbe 
intégrale Ldu système (3.1) des équations différentielles la forme 

"ÍЛE-U)Ă5-
d ^ d л Л 

dт dт / 
dт . 
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^ m a x a b v Ve 

— кm^m^ + m2) 

E 
- - - -

0 0 - - -
Ilкţm^ + m2) 

V r0 

1 + 

кm^m^ + m2) 

2E 

8£c2 

JK 
— Kmí(mí + m2) j~2m1c 

w i ( w i + W 2)7J 

2F 

^(m! + m2) 

oo 
Km1(m1 + m2) \2mYc2 

2E JE 

00 
2řc(m! + m2) 

r0 

En introduisant Farc métrique usuel 

comme paramètre nouveau de la courbe L on parvient à la formule 

a = rr(5) = f V (E - U) ds . 

Si nous désigneons par JSf l'ensemble de tous les arcs réguliers L(xl5 x2) joigneant 
deux points donnés xt et x2 (x1 + x2) du domaine E3 \ {o}, le problème variationel 
(1.7) est dans ce cas spécial équivalent au problème variationel 

j*S2 

min Wl := min j(E -U)ds\ 
L(xi,x2)e.â? L{xitx2)eX JSl 

avec X; = x(sî) (i = 1, 2), qui mène nécessairement à l'anulation de la variation ôW 
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(c'est-à-dire, ôW = 6). C'est donc le principe de Vaction minimal d'Hamilton-

Jacobi bien connu de la mécanique classique. Le scalaire a a donc la signification 

physique de l'intégrale de l'action. 

En tenant compte des considérations précédantes nous parvenons à la conclusion 

suivante: 

Si mx at m2 sont les masses de deux corps à matière représentés par deux point 

matériels pl9 p2 et E l'énergie totale du point px par rapport à l'observateur lié au 

point centrale p2 (dont le système de référence est un système cartésien orienté par 

rapport aux étoiles fixes), alors, les valeurs ml9 m2 et E déterminent univoquement 

une certaine métrique riemannienne dans l'espace ordinaire, qui est caratérisée 

par les composantes 

K,^[E +
 K m ^ m ^ M-1,2, 3) 

du tenseur métrique. Les courbes géodésiques au sens de cette métrique sont ou des 

conique ou des parts connexes d'une demi-droite sortant dû point o. Cettes courbes 

correspondent donc aux mouvements de Kepler dans le champ gravitationel en 

question. 
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S o u h r n 

O JEDNÉ SPECIÁLNÍ METRICE V LINEÁRNÍM PROSTORU 
A KEPLEROVSKÉ POHYBY 

FRANTIŠEK NOŽIČKA 

V lineárním n-rozměrném prostoru lze zavést na základě dvou funkcí, jejichž vlastnosti jsou 
v článku upřesněny, určitou metriku, přičemž geodetické křivky ve smyslu této metriky jsou 
příslušným systémem diferenciálních rovnic druhého řádu za daných počátečních podmínek 
globálně určeny. V případě n = 3 a při určité jednoduché volbě uvažovaných dvou funkcí odpo­
vídají pak tyto geodetické křivky trajektoriím hmotného bodu v gravitačním poli jiného hmotného 
bodu, tedy tak zvaným Keplerovským pohybům. 

Р е з ю м е 

ОБ ОДНОЙ СПЕЦИАЛЬНОЙ МЕТРИКЕ В ЛИНЕЙНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ И КЕПЛЕРОВСКИЕ ДВИЖЕНИЯ 

ЕКАОТ18ЕК ^ 2 1 С К А 

В линейном «-мерном пространстве можно ввести на основе двух функций, свойства которых 
приведены в статье, некоторую метрику, причем геодетические кривые в смысле этой метрики 
глобально определены соответствующей системой дифференциальных уравнений второго 
порядка при данных начальных условиях. В случае п = 3 и при в некотором смысле простом 
выборе рассматриваемых двух функций, эти геодетические кривые соответствуют траектори­
ям материальной точки в гравитационном поле другой материальной точки, т.е. так назы­
ваемым Кеплеровским движениям. 

Айге$$е йе ГаШеиг: Ргог Ог. РгапШек Иоггска, Ог.Ь.с, Ма*етатлско-Гу$1ка1т ГакиИа ^ К , 
Ма1о81гапзкё п а т . 25, 118 00 РгаЬа 1. 
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