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UBER DIE VERALLGEMEINERUNG EINES GEWISSEN
ITERATIONSVERFAHRENS FUR DIE LOSUNG
SPEZIELLER LINEARER ALGEBRAISCHER GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER

(Angegangen am 19. 6. 1986)

Summary. Die Arbeit befasst sich mit der Losung eines linearen algebraischen Gleichungs-
systems von der Form Ax = b, wo A eine nichtsinguldre, eine grosse Anzahl von Nullelementen
enthaltende Matrix ist und irgendeine ihre Untermatrizen (nicht notwendig Hauptuntermatrizen)
leicht invertierbar sind. Zur Losung benutzt man ein gewisses mehrparametriges Iterationsver-
fahren. Die Arbeit befasst sich auch mit Optimierungsfragen des betrachteten Iterationsver-
fahrens.
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Die Arbeit befasst sich mit der Losung eines linearen algebraischen Gleichungs-
systems mit n Gleichungen und n Unbekannten von der Form
(1) Ax = b,
wo A = (aij) eine nichtsingulire, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaitende
Matrix ist.
Mit N bezeichne man die Menge der Zahlen 1,2,...,n, d.h. N = {1,2,...,n}.
Es sei ferner k < n und
ILLuvlLLu...ul, =N,
Jjulu...uJ, =N

seien solche disjunkte Zerlegungen der Menge N, dass die geordneten Mengen 1, J;
fiir jede I = 1, ..., k eine gleiche Anzahl der Elemente haben. Es gelte fiir jede I,
1 £ 1 < k die Gleichheit a;; =0, wo iel;, jel,, | <m < k. Man bezeichne
mit P eine Permutationsmatrix, die den Vektor (1, 2,...,n) auf den Vektor
(I, I, ..., L) transformiert, d.h.

P(1,2,....n)" =1, 1,,...,1)7;
dhnlicherweise gelte fiir die Permutationsmatrix Q die Beziehung

oL, 2, .., =, 15, 1)
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Aus (1) folgt dann mit Riicksicht auf die Eigenschaften der Permutationsmatrizen
die Gleichung

PAQTQx = Pb .

Wenn man Qx = X, Pb = b, PAQ" = A4 bezeichnet, geh das System (1) zu der Form

4

X=5b
tiber.

Man bezeichne mit A[1,J], wo I = N, J = N, eine Submatrix der Matrix A,
die dic in der i-ten Zeile (i € 1) und gleizeitig in der j-ten Spalte (j € J) liegenden
Elemente der Matrix A enthdlt, wobei die Ordnung der Zeilen- und Spaltenindexe
der Ordnung der Menge I und J entspriclit.

Die Matrix 4 in dem System (2) hat die Blockform

Die Blocke oberhalb der Haupdiagonale sind Null gleich, da nach der Voraus-
setzung a;; =0 fur iel, jel,, | <m < k ist. Man bemerke noch, dass die
Matrix A regulir ist, wenn die Diagonalblécke (d.h. die aus den Elementen a

iel,
jeJ, zusammengesetzte Submatrizen 4,[1,.],]) nichtsinguldr sind.

ijo
D:zfiniert man jetzt dic Matrix B durch die Formel
B=1-1,
g=ht das System (2) in die Form
(3) f=Bx+b

iiber; die Matrix B hat dabei cine gieiche Blockstruktur wie die Matrix 4 und es
gilt dann

B=(B,), Lm=1,..k,
wo

By=1-A[1,1], I=1,...k,
(4) Blm = —A[llv‘lm]a I = 1’"~7 I\';l> m,

B,=0, I=1,..,k—1, m>1.
ist.

Zur Lésung des Systems (3) verwenden wir jetzt ein, von den Parametern oy, ..., &,,
Bis ..., B, abhiingiges und in den Arbeiten [2], [3] definiertes Iterationsverfahren.
Mit Riicksicht auf dic spezielle Form der Matrix B werden wir aber die Anzahl
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der Parameter «, f reduzieren; wir werden nur die Parameter ay, ..., o, By, ..., i
betrachten. Die lterationsformel hat dann die folgende Form:

(5) 01 = VR + b,
WO
(©) | 7=RQ

ist; R, 0 sind dabei folgende Blockmatrizen (die Dimensionen ihrer Blécke entspre-
chen der Blockzerlegung der Matrix E):

R=Ru), 0=(0), I=1....k, m=1,...k,
WO

Ryw=PBBn,, I =1,...kK, m=1,...k,
Ry, =BBy—al, I=1,...k,
Qz,,,:(l+ﬁ,)B,m, I=1,...k, m=1,..,k,
Ou =0 +B)By+(—1)I, I=1,..k.
Aus (4) folgen sofort die Beziehungen
(7 Ry, = —BA[T, 1], I=1,..,k, [>m,
R, Bl — A1, 1)) +ed, I=1...k,
R,=0, Il=1,...,k—1, I <m,
Qu=—(L+p)A[1,],], I=1...,k, I>m,
o (L4+B)I — AL + (= )T, T=1,..,k,
Q,=0, I=1,...k—=1, Il<m.

Il

Il

Die Matrizen R, Q sind also Biockdreiecksmatrizen.

Wenn die Parameter oy, ..., o, B, ..., Bx so gewihit werden, dass die Matrix R
nichtsingulir ist, gilt fiir Eigenwerte 4 der Matrix ¥ folgender Satz:

Satz 1. Die Eigenwerte J. der Matrix V sind genau alle Wurzeln der Gleichung

By(I — A[1,,3,]) — 4,4, O, ... 0
det [ —B,A[1,,1,], By(I — A[1,,1,]) — 4,1, ..., 0
®) ~BA[1,. 7,1, —BA[T,. 1,],

co BT = A[LL 1)) — Ad
wo A, =1—o,+ e, Bp=1+ B, —Ap,, 1 =1,..., kist.
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Den Beweis dieses Satzes fithren wir nicht an, da der Satz aus dem Satz 1 aus
der Arbeit [2] angesichts der Form der Matrix B folgt.

In Anbetracht dessen, dass die Matrix in der Gleichung (8) eine Dreiecksmatrix
ist, kann man die Gleichung (8) in der Form

9 ﬁ[det (B{I — A[1,3)])) — A)=0

schreiben. Fiir den Spektralradius der Matrix ¥ gilt der folgende Satz:

Satz 2. Es seien die Eigenwerte v\" der Matrix A[1,,3,] in dem Ausseren der
mit dem Mittelpunkt an der Realachse und durch die Punkte m;, M;, m; < 0 <

<M, 1=1,...,k gehenden Kreislinie. Dann nimmt der Spektralradius der
Matrix V seinen Minimalwerte fiir
(10) Bi=—1. o =2[[2— (M, + m)]

an und es gilt

(11) o(V) = max M, + m/|[(M; — m)) < 1.
=1,k

.....

Beweis. Die Menge der Wurzeln A der Gleichung (9) besteht angesichts (9) aus
den Wurzeln der Gleichungen

(12) det (B(I — A[1,,J]) — A1) =0, I1=1,...,k.

Man untersuche die Menge der Wurzeln A der Gleichung (12) fiir eine fest gewéhlte
Zahl [. Man unterscheide zwei Fille.

a) Essei B, = 0. Dann | + f, — AB, = O ist, so dass f; + 0 oder A = (1 + B))/B,
gilt. Die Gleichung (12) besitzt dann die Form

det diag {A;, ..., A;} =0
oder A, =1 — o; + Ax; = 0. Es muss also
0=1—o;+ (1L +B)B, dh. o« = -

gelten. Die Gleichung (12) kann also die Wurzel 2 = (B, + 1)/B, haben, solange
o, = —fist.

b) Essei B, # 0,sodass 1 + f, — AB, & 0 oder A = (B, + 1)/B, gilt. Dann kann
man die Gleichung (12) in der Form

det (I — A[I,J;]) — 4,B;'1) =0

schreiben, woraus folgt, dass A,B,‘1 ein Eigenwert der Matrix I — A[I,, J,] ist,
d.h. 1 — A,B; ' ein Eigenwert (D der Matrix A[T,, J,] ist. Es ist also
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1 - Ath—l — v(il)
oder
V?) = [)*(“1 + p) — (al + Bz)]/[/ﬁz - (1 + .Bl)] .
Davon folgt
(13) A= [V(l + B) = (o + ﬂl)]/["ﬁl G B -

Aus dem, in der Arbeit [3] eingefiihrten Hilfssatz, folgt, dass diese Transformation
das Aussere des Kreises in der komplexen Ebene v mit dem Mittelpunkt s, =
= (@, + B;)/B, und Radius r, auf das Innere des Kreises in der Ebene 7 mit dem
Mittelpunkt s, = (1 + f,)/f, und Radius

(14) r; = l_Bl(“l + ﬂl) + (1 + ﬂl) (fxl + ﬁl)

iiberfiihrt.

ro Bt

Man setze jetzt voraus, dass die Eigenwerte v{" der Matrix A4[1,,J,] im Ausseren
des Kreises liegen, dessen Grenzkreislinie den Mittelpunkt auf der Realachse hat
und durch die Punkte m;, M,, m; < 0 < M, geht. Aufgrund der Optimierung des
Spektralradius muss man die Parameter o,, §; so wihlen, dass die Transformation
(13) der oben erwihten Kreislinie auf die Kreislinie in der Ebene A mit dem Mittel-
punkt 0 abbildet. Es muss also

5= (1 + B)/B, = 0

sein, so dass f, = —1ist. Da s, = (¢; + )/, wo B, = —1 und s, = }(M, + m,)
ist, es muss

M, +m)=1-o

und also auch o; = 1 — 4(M, + m,) sein. Da r, = }(M, — m,) ist, bekommt man
aus (14) fiir den Radius r; die Beziehung

ra= 1= 3M; + m) = 1[J(M; — m) = [M; + m|[(M, — m)).

Wir beweisen jetzt, dass r; < 1 fiir m; < 0 < M, gilt. Es sei zuerst %(M, + m;) < 0.
Dann ist 7, = (=M, — m)/(M;, — m;) < —m,[—m, = 1. Falls (M, + m;) = 0
gilt, dann gilt r; = (M, + m)[(M, — m;) < M)/M, = 1, was zu beweisen war.
Da f, = —1 ist, kann die Zahl A = (f, + 1)/f, = 0 den Spektralradius nicht
beeinflussen. Dadurch ist der Satz 2 bewiesen.

Bemerkung. Wenn I, =J,, [ = 1,..., k ist, dann sind die Matrizen A[I,J,]
die Hauptuntermatrizen der Matrix A und sie sind also nichtsingulidr infolge der
Regularitdt der Matrix 4. Die Voraussetzung des Satzes 2 iiber die Eigenwerte der
Matrizen A[T,,J;] ist dann automatisch erfiillt.
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Souhrn

O ZOBECNENI JISTE VICEPARAMETRICKE ITERACN[ METODY
PRO RESEN[ SPECIALNICH SOUSTAV LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

MIROSLAV SISLER

Prace se zabyva feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic Ax = b, kde 4 je regularni
matice obsahujici velké mnozstvi nulovych prvku a jejiz nékteré submatice (nikoliv nutné hlavni)
jsou snadno invertovatelné. K feSeni se vyuZiva jisté viceparametrické iteraéni metody. Prace se
zabyva téZ otazkami optimalisace pouZité metody.

Pezlome

Ob OBOBLIEHMUN OAHOI'O UTEPALIMOHHOI'O METOJA IS PELIEHUS
CIMELMAJIBHBIX CUCTEM JIMHEMHBIX AJITEBPAUYECKUX YPABHEHUN

MIROSLAV SISLER

B paboTe paccMaTpUBaeTCs PELICHUE CHCTEMb! JIMHEHHBIX ajiredpanycCKux ypaBHeHUH Ax = b,
I/ MaTpHLia A—HEBbLIPOXKIECHHAS, COAEPKHUT OO0JbILIOE YUCIIO HYJICH U JUIsL HEKOTOPBIX €€ M0MATPHI]
(e 0O0saTeNBHO TJIABHBIX) JIETKO HAaXOAWTCS MaTpuua obOpartHasi. st pellieHus MCIOJIb3yeTcs
HEKOTOPbI MTEPALMOHHbIA METOA, 3aBUCALIMH OT OOJbLIero uucna napameTpoB. Mccienosax
BOIIPOC OTIUMMU3ALMK CXOAMMOCTH METOJA.

Ansclrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky Ustav CSAV, Zitna 25,
11567 Praha 1.
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