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P R É O R D R E S E T É Q U I V A L E N C E S 
DANS L ' E N S E M B L E D E S F A M I L L E S D'UN 

E N S E M B L E 

P A R MICHELINE FRODA-SCHECHTER, CLUJ . 

Présenté le 7 Juillet 1964 

Des familles d'ensembles interviennent dans divers chapitres des 
mathématiques. Leurs propriétés sont fréquemment utilisées sans 
être mises en évidence, mais l'emploi de certaines relations et opérations 
entre familles d'ensembles peut simplifier l'exposé dans certains do
maines. Par exemple les ouvrages récents de topologie de C Berge [3] 
et A. Czàszar [4] s'en servent déjà partiellement. D'autres exemples 
(la théorie des filtres, etc) ont déjà été exposés dans des ouvrages 
antérieurs ([1] et [2]) où ces définitions ont été présentées. 

En ce qui suit on entreprend une étude approfondie des propriétés 
de ces relations et opérations. Les relations d'inclusion par éléments 
(Dl et D2) sont des préordres. Une dualité entre ces relations apparaît 
si l'on définit le complément; par éléments (D3). Les équvalences 
(D4 et D5) qu'on obtient de ces préordres conduisent à deux partitions 
duales de l'ensemble ^(^(E)) (§ 2). Chaque classe possède un maximum 
et l'on étudie les conditions dans lesquelles elle admet aussi un mi
nimum (§3). L'ensemble des classes est partiellement ordonné par 
l'image du préordre respectif (D10 et DU) et constitue un treillis 
complet et distributif (§5). Ces derniers résultats utilisent les opérations 
de réunion et d'intersection par éléments (D8 et D9) et leurs pro
priétés (§4). 

§1. 

Soient E un ensemble donné quelconque et 0P(E) l'ensemble de ses 
parties. Nous désignerons par famille de parties de K, un sous-
ensemble jSf = {L, L', 27', ...} de 3P(E). A l'aide de ces notations on 
peut définir les deux relations suivantes 

- ^ i ^ ^ o V 3 I^I-2 (Dl) 
L2 ^ -*̂ 2 Ll ^ •* 1 

^ i c ^ < ^ V 3 L.S.W) (D2) 
Lxe&x L2e.Sf2 

qui se liront JSfj est inclus inférieurement (supérieurement) par éléments 

*) Si && désigne la partie vide de 0>{E) c'est-àdire un élément de & (&{E)) 
qu 'on n e doit pas confondre avec la partie vide de E, l'ensemble vide 0 , élément 



40 

en J_?2, ou pour abréger, inclus e-inférieur (e-supérieur). Les relations 
Ç e t c se nommeront inclusions e-inférieur et e-supérieur. 

Exemple 1. On sait que la topologie 0~x sur un ensemble E est plus 
fine que la topologie 3T% sur le même ensemble si quel que soit x e E 
l'on a i^x{x) ^ Y\(x), i^i(x) désignant un système fondamental de 
voisinages de x d a n s ^ . 

On a donné ailleurs, [2], un procédé de construction de relations 
désignées par 0tik dans l'ensemble des parties de E à partir d 'une 
relation 0t entre les éléments de E. En particulier l'on y a défini les 
relations 0t'^x et 0t^x 

(Ex,E2)eé?'olo y 3 ( * i , e 2 ) e # 
f_eH2 *le-"*l 

eleE1 e2eE2 

On y a montré aussi ( § 4) que si_3? est un préordre c'est à dire nne relation 
reflexive et transitive, 01 §x et 3$'ox

 s o n ^ aussi des préordres. Les relations 
^ e t c sont les relations 5~S^X et ___L̂ l de 0>(0>(E)), obtenues à partir de la 
relation _E_ d'inclusion entre parties de E. L'inclusion é tant une relation 
d'ordre2), on peut conclure. 

(1.1) Les relations Ç et £ sont des préordres, elles sont réflexives. 

(i.2) se ^ se, se ̂ se 
et transitives 

(1»«>) J ^ j ^ -_T 25 ^ 2 f ^ 3 r > <*£\ e «*-> 3 

CP e Cp tp * Q? ^ a? e C/> 
aZ> x ç-- otv 2 ' "^ 2 C_ - ^ 3 ^^ "^ 1 CH °^ 3* 

Ces propriétés peuvent aussi se démontrer sans difficulté à part ir 
des définitions. 

La comparaison des inclusions par éléments à l'inclusion ___L entre 
familles de parties conduit à remarquer que les premières sont des 

conséquences de la seconde, de la manière suivante 

(i.4) , se1s.sex^se^sex 

(i.5) sexsse%^&xïLse% 

de &(E), on a quel que soit la famille J_f e & (0>(E) < 

se cz ®# et && ^ se 

convenant comme d'habitude (voir par exemple Kleene [6]), qu'une propriété 
arbitraire a lieu pour tout ensemble de la famille vide, mais qu'il est faux d'afifrmer 
l'existence d'un ensemble de && qui satisfasse à une propriété quelconque. 

*) L'antisymétrie ne se transmet pas de @t à _#oi ©t _3§Q_. 
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On peut mettre en évidence une dualité entre les propriétés des 
| inclusions e-inférieur et e-supérieur en introduisant la notion de 
1 compUment par éléments ou complément-e d 'une famille de parties 
\ e 

l (D3) CJS^ = {CL e&{E)\L eSe}, Se e &(0>(E)). 
\ e 
i (1.6) L'application C de 0*(âP(E)) sur lui même qui fait correspondre 
* e 

\ à chaque famille de parties Se son complément-e C Se est biunivoque, 
'' idempotente, conserve Vinclusion des familles et transforme les inclusions 

par éléments, c'est-à-dire on a 

(i.7) 66^=== .s? 

. car LeCCSe oCLeCSe oCCL ^LeSe 

l (i.8) sex^se2ocsexLLCse2 

\ car LeCSJ\oCLeSei^CLeSe2oLeCSe2 

(1.9) se, <= se2obse2 ^ cseY 

(î.io) se, <s se2obse2 <= C J ^ . 

Les deux dernières relations sont équivalentes, selon (1.7), et 

^ i <? Se2 o y g Lx^L2o y g C L2 Ç_ C Lt o 
L2 6 jf2 L, 6 if, c ^ e £ ^ c / ^ 6 g ^ 

<=>CJ?2 £ CJSfj. 

(1.11) Corollaire. TW£ théorème Te[Se, <j , SL] où l'inclusion SL se 

i rapporte aux familles de E, admet son théorème dual Te[CjSf, 3 , JEL] . 
f Voici quelques autres propriétés du complément-e. Signalons d'abord 
I la permutabilité des deux compléments 

i (i.i2) ce se ^= ce se 

car LeCCSe oCLeCSe oCLeSe oLeCSe oLeCCSe. 

L'opérateur C est complément distributif par rapport à la réunion 
et l'instersection 

(1.13) CuJS?, = u CSe„ C n J2f\ = n CJS?,. 
t e / tel t e l t e / 
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En effet L e C u ^ o C X e u ^ , <*> 3 CLeSCto 3 Le CSC, o 
tel tel 

e 

o L e u CSC, et de même pour l'intersection. 

Enfin il est évident que 

(i.i4) se ^ se' et un <Ï jir *> se u Jt <? sr v JT 
Se cÉ JS?' et JK é Jt => JSP U ^ £ j£" U uf'. 

. mais il n 'y a pas de propriété analogue relative à l'intersection. 

§ - • 

Les équivalences définies à partir des préordres ' j e t É (cf. [1] et [5]) 
seront désignées 

(D.4) sex ^ J2?t o &x <= ^ 2 & .£?2 <= ^ , 

(D.5) .2\ ,'-= J?2 o ^ «t ^ 2 & ^ 2 ^ ^ 

on les appellera équivalences e-inférieur, respectivement e-supérieur. 
En effet ce sont des relations réflexives et transitives comme les 

préordres dont elles proviennent et elles sont symétriques par définition. 
Mentionnons les propriétés suivantes qui sont des conséquences 

immédiates des propriétés des préordres correspondants 

(.w.lj ~L i : = r J . ^ 2 =^> " ^ 1 "—j— <*& 2 ^ ^ J z ^ i ~~- J2> 2 

(2.2) se1=se%oCse1r=Êr..cse% 

ou aussi 
c e 

j ^ j = o>̂ 2 " ^ L<*£\ =^ U J^2* 

Considérons les classes d'équivalence e-inférieur et e-supérieur qui 
contiennent la famille de parties Sf 

(D.6) fte(jsf ) = {se* E 0>(0>(E))\&* = se) 

(D.7) ft^) = {se* G 0>(0>(E))\se* =L j.?} 

qu'on désigne par classes e-inférieur respectivement e-supérieur. Sf est 
un représentant quelconque de la classe. Les classes sont donc des 
éléments de 0>(0>(0>(E))). 

Voici d'abord quelques exemples. 

Exemple 2. Soit Se l'ensemble de parties {L} contenant une seule 
partie Le0*(E). La classe fte(J5P) est constituée par toutes les familles 
Se*€0>(0i(E)) contenant L et dont les éléments incluent L. Re(S?) 
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se compose de toutes les familles contenant L et dont les éléments 
L* e J£* sont inclus dans L. 

Exemple 3. Soit JT une topologie sur E donnée par ^(x) système 
fondamental des voisinages de chaque point xeE. Pour chaque point x, 
ir(x)etJ>(0i(E)), détermine la classe S\e(i

,r(x)) de tous les systèmes 
fondamentaux engendrant le même filtre des voisinages de x, définissant 
la topologie JT. 

Un ensemble E é tant donné, l'ensemble ^(^(E)) des familles de 
parties de E peut se décomposer en classes d'équivalence des deux 
manières ci-dessus et Ton a le résultat suivant: 

e 

(2.3) Théorème. L'application C de 3P(2P(E)) sur lui-même fait cor
respondre à chaque classe e-inférieur, S\e(<5^) (e-supérieur\ $\e(J£)) une 

e 

classe e-supérieur (e-inférieur). à savoir, la classe engendrée par C JF 
que nous appellerons sa classe duale. 

En effet si &* e fte(i?) il résulte selon (23) C ^ * G tf*(C^) et de 

même JS?' G Re(J?) implique C J?" G $\e(CJF). 
Ce résultat perment de compléter la règle de dualité (1.11) par le 

(2.4) Corollaire. A chaque théorème Te\jSfl9 J, J=L, S\e (J?)]correspond 

son théorème dual T«fC JSf. =>. _S_, 5V(C-2?)]. 
Exemple 4. Soit E = {a, b}. Alors .^(K) = {0 , A, H, E} où A = {a} 

et H = {6}. L'ensemble 0>(&(E)) contient 16 familles de parties de E 
qui peuvent se répartir en six classes e-supérieur de la manière indiquée 
sur le tableau suivant3): 

3) Les classes duales se trouvent sur la même ligne, les familles de parties ayant 
la même position sur le tableau sont duales et leurs éléments correspondants 
complémentaires. 

Classes fДJž?) CІasses fҶCi?) 

I 

I I 

Фá» 

{E} 

{A},{A,E} 

Ф# 

{Ф} 

I I I 

Фá» 

{E} 

{A},{A,E} {BЬ {в, Ф} 

{A}, {A, Ф} IV {B}, {B, Щ 

{BЬ {в, Ф} 

{A}, {A, Ф} 

V {A, B}, {A, B, E} {B, A}, {B, A, Ф} 

VI {Ф}, {A, Ф}, {B, Ф}, {E, Ф}, {A, B, Ф} 

{A, E, Ф}, {B, E, Ф}, {A, B, E, Ф} 

{E},{B,E},{A,E},{Ф,E},{B,A,E} 

{B, Ф, E}, {A, Ф, E}, {B, A, Ф, E} 
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Il est naturel de se demander s'il est possible qu'une des classes 
e-inférieur coïncide avec une classe e-supérieur. Si J27 = 0? on a évi
demment, 

s<e(se) = ft«(jsf) = {&*}. 

Mais hormi ce cas, la réponse est négative. Pour le montrer nous 
utiliserons les lemmes suivants: 

(2.5) &e$ie({0})o0e&. 

La classe $tê({0}) générée par la famille {0} est constituée uniquement 
de familles contenant 0 , car une classse Sle(j£?) se compose de familles jSf' 
qui contiennent au moins un sous-ensemble de chaque LeSe. Réci
proquement 0 e Se implique Se G Re({0}) puisque l'on a 

{0} <= Se car y 0 c_ L 

et 

Se <= {0} car 3 L a 0 puisque 0 e Se 

(2.6) Se e &({$}) <>Se = {0}. 

Si Se = {0}, S£ devant contenir uniquement des sous-ensembles 
de 0, Se ne contient que la partie vide. 

(2.7) y 3 0^Se\ 

En effet si Se' = Se U {0} Ton a j£? =i= JS?' puisque Se S-Se' donc 
Je? £ JST, (1.5), et y g 2/ jE-.2i car si £ ' = 0 alors $ c l 

et si L' e Se l'on prend L = L'. 
Le résultat qu'on peut maintenant obtenir facilement s'énonce 

(2.8). Une égalité Re(je) = 5te(jS?') n'est pas possible excepté la 
classe {0&}. 

Cherchons à voir de quelle manière pourrait se réaliser une telle 
égalité: une classe Ske(SC) dont les familles ne contiennent aucune la 
partie vide 0 (2.5), ne peut être égale à aucune des classes Re(Sf) (2.7). 
Mais la classe $t€({0}) ne peut non plus être égale à une des classes 
Ste(Se) car la seule classe e-supérieur contenant la famille {0} ne contient 
que cette seule famille, (2.6). 
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§3. 

L'ensemble des éléments d'une classe &e(Se) ou 5V(jSf) admet une 
borne supérieure et une borne inférieure enéP(3?(E)) car c'est un réseau 
complet par rapport à l'inclusion des familles de parties de E. On peut 
se demander si ces bornes qui sont, comme on le sait, la réunion res
pectivement l'intersection des familles de la classe, sont des familles 
de la même classe. 

En ce qui concerne la borne supérieure il est facile à voir que 
(3.1) La réunion u Sf* ( u Se*) est un élément de la classe 

<e*e*e(se) &•*&(&) 
JWJ2P) (H*(JS?)). 

En effet si l'on désigne par 0t la réunion u Sf* l'on a d'abord 
&*€$te(&' ) 

Se <z0t donc m <= Se. Si R E0t il existe une famille JSf' G Re(SC) telle 
que R e Se' ; mais Jïf ' ==- J27 ce qui implique par définition y 3 L i=L L' 

L'eSTLeS? 
donc l'on a aussi y 3 L _£L R. La proposition se démontre pour les 

J*e<3 Leif 
classes e-supérieur par dualité (cf. (1.13) et (2.4)). 

Il est intéressant de remarquer qu'il n'est pas nécessaire de connaître 
tous les éléments d'une classe pour savoir quel est son plus grand 
élément, car on peut le construire à partir d'un élément quelconque JS? 
de la classe: 

(3.2) Théorème. La famille de parties de E 
Jle(Se)={Me0>(E)\ 3 LS^MY) 

Le& 
est Vêlement maximum de la classe $te(je) et 

Jt'(&)={Me0>(E)l 3 JfJE.li} 
L*se 

Vêlement maximum de la classe 5te(JS?), donc 

Jte(&)= u Se* et uT'(J§?)= u JSf*. 
se**&($e) se**&(se)\ 

Par définition J? S=-*Jle(Se). Pour montrer que 

jee(se)~& 

il est donc suffisant de montrer que jSf <= Jt^Sg)^ mais de la définition 
de Jte(Se ) on déduit y 3 L .£_ M. 

MeJl'(&) LeSf 

4) Ce sont les opérateurs désignés dans [1] par 0t% (Jjp) et 9t (&). 
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Il ne reste plus qu'à démontrer quequel que soit jjf ' e ft«(-S?) 

*xtflff(Jiv ) = *Ale\<*z ) 

car, de J27' .E. u f ^ ) -- résulte par transitivité Se' SL.J(e(Se) c'est-à-dire 
que Jl9(Se) est alors la plus grande famille de la classe $te(je). 

En eflfet & ^ Se* d'où Jle(Se') S^Jte(Se) car si MsJtJ&\ il 
existe 1/ G S£' tel que L' SL. M et comme y 3 L JE L' il résulte 

L'e.2" Le2 

l'existence de LeS£ tel que LSLM, donc Me~#e(j£f). De la même 
. manière on déduit de &' <= Se que J(e(Se) S^Jie(Se'). 

On peut prouver la deuxième partie du théorème de la même manière, 
sou bien on peut observer que c'est la proposition duale de la première, 
car on a 

cjrt(&) = Jt*(cse). 
En effet 

CJfe(SP)=={CMe0>(E)IMejre(Sf)}=={CMe0>(E)l 3 LS.M} = 
Le& 

= {M*G0>(E)\ 3 L^CM*} = {M*eP(E)l 3 C l 2 . i f * } = 
LejSf Le& 

= {M* E0>(E)\ 3 Jf*.ECL} = Jt*(C&). 
CLeCSP 

(3.3) Remarque: Les familles JKe(Se) et Jte(Se) permettent de constater 
si deux familles Se et Se* appartiennent à la même classe 5le(J§?) ou 
5le(JSf), s'il est plus facile de les construire que de vérifier la condition 
directe, car il, est évident que 

se ^se* o Jte(se) = Jte(se*) et se ^= se* <-> je*(se) = j(*(se*). 

Exemple 5. Reprenons l'exemple 3: J(e(i
r(x)) est le filtre des voisinages 

de x. 
Considérons maintenant la borne inférieure des éléments d'une classe, 

soit e-inférieur. Il est facile à voir que l'intersection JP des familles d'une 
classe n'appartient pas toujours à cette classe. En effet considérons 
l'exemple suivant. 

Exemple 6. Soit J§? = {Lx, L2, ..., Lk, ...} une famille d'intervalles 

strictement décroissants Lk = I — , I L On voit tout de suite que si 

Sek = {Lky Lk+l, ...} l'on a Sek=~Se. Mais J a n Sek = {0} donc 

J = {0} G fte(JSf) selon (2.5), car 0 e Se. 
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Il est évident que: 
(3.4) Une condition nécessaire et suffisante pour que l'intersection 

J -- n Se* appartienne à la classe $ke(Sf) est 
jsr*€«'(js?) 

(3.4)' J <= se. 

L'intersection peut se constuire à partir d 'une seule famille (quel
conque) de la classe. On introduit à cet effet l 'opérateur JT€ qu'on 
définit par le procédé suivant 

jre(£>)={NeS?l y N * LY 
L*se—{N} 

Pour démontrer que 

(3.5) JTe(Se) = J 
nous nous servirins du 

(3.6) Théorème. Si Se =r Se* alors JTe(Se) = JTe(Se*) c'est-à-dire 
JTe(Se) est le même ensemble de parties de E quel que soit Vêlement Se 
d'une classe. 

Soit N eJTe(Se). Montrons que N eJTe(Se*) c'est a dire que 

(a) Ne je* et (b) y N $ L* 
X*ei?*-{N} 

a) NsJTe(Se) implique Ne Se, et comme Se* <=î S? l'on a 3 L*S-N 
L*e£f* 

et puisque Sf <= Sf*, il résulte 3 L SLL* c'est-à-dire que L 5LL* SLN 
Lèse 

donc de la définition de JTe(Se). : L = N, par conséquent L* = N et 
NeSe*. 

(b) Si par absurde Von avait 3 N 3 L*, de Sf Ç Jïf* il résulterait 
L*e£f* 

3 L* — L donc N ID L* 5LL ce qui contredirait la définition de 
Jr&Se)y donc N $ £ * et Ne-yV^*)-

Par un raisonnement analogue on obtient l'inclusion inverse ce qui 
prouve (3.6). 

Démontrons maintenant (3.5). Il résulte de (3.6) que 

(3.7) y JTe(Se)SLSe* 
£f*e$e(£f) 

donc 
jre(&) 2L n se*=^J 

Il ne reste plus qu 'à prouver que J 5L Jre(Sf). 
Soit IeJ et supposons par absurde que 3 1 D I 0 . On pourrait 

L0e& 
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alors construire une famille S£x € 5MJS?) telle que ££x $ J". En effet 
JS?1 = «g7 — {/}=== S£ car I 3 Z0, L0eSê?x par hypothèse. 

(3.8) Remarque, La réciproque du théorème (3.6) n'est vraie que si 
JTe(<£) e $tc(jS?). Un exemple simple le prouve. 

Exemple 7. Soit j£? la famille des intervalles Ln = 10,1 H 1 et jSf* 

la famille des intervalles L*n = I , 11 , n = 1, 2, 3, ... . 

Ces familles sont du même type que celle de l'exemple 6, donc selon 
(3.6), JTe(£) = JTJ&*) = {0} mais on n'a pas Jîf == JSP*. 

Une conséquence simple du théorème (3.6) est: 
(3.9) Une famille J£* e &e(S£) est la plus petite famille de sa classe si 

et seulement si ££* = JTe(<£). 
Nous montrerons maintenant que si une classe e-inférieur possède un 

élément minimal, celui-ci est le plus petit élément de la classe, c'est-à-dire: 
(3.10) Théorème. Si JT est un élément minimal de la classe &e(&) 

Von a J/''= jrjsey 
Prouvons d'abord que JT' = Jr

e(J
r). L'énoncé en résultera car 

JTe Re(^) par hypothèse, donc selon le théorème (3.6)Jr
e(J

r) = JTe(£P). 
Soit N0 G JT et par absurde supposons 3 N0 z> Nx. Alors JT* = 

= JT - {N0} est une famille de »*{&) car JT*^JT. Mais Jr* a JT 
ce qui contredit l'hypothèse de la minimalité de JT. 

La proposition (3.4) permet de présenter encore une condition 
équivalente à l'existence du minimum d'une classe e-inférieur qui nous 
indique quel est l'aspect des classes qui ont un plus petit élément. 

On experime d'abord (3.4) sous une forme différente qui résulte 
de (3.5). 

(3.11) Une condition nécessaire et suffisante pour que la classe &e(&) 
admette un minimum est que Von ait 

(3.12) xj&) <= se. 
(3.13) Une classe e4nférieur contient sa borne inférieure si et seulement 

si il existe une famille de la classe qui ne contient aucune suite infinie 
strictement décroissante, 
(a) L0 3 Lx => L2 z> 

La condition est suffisante. Selon (3.H) il est suffisant de montrer 
qu'une famille J§? ne contenant aucune suite (a) satisfait la relation (3.12). 
Supposons par absurde qu'une famille j£? ne la satisfait pas, donc que 

.(«) 3 V L0 $ N. 
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11 en résultera que toutes les familles de la classe contiennent une 
suite (a). Montrons d'abord que Se en contient une. Il est clair que 
L0$jre(£e) sinon (a) serait contredit (L0JîLL0\). Mais de la définition 
<te>jre(£e) il résulte g L0z> Lt sinon L0 G JTe(Se). Raisonnant de même, 

Lxe* 

L1^Jr
e(^) à cause de l'hypothèse (a). 

On peut répeter le raisonnement précédent pour Lx et l'on obtient 
un ensemble L2eje, L2 c Ll9 L2£ JTe(3?) et ainsi de suite. On forme 
ainsi une suite (a) strictement décroissante infinie d'ensembles de jSf. 
Mais l'hypothèse (a) nous assure que tout J§?* de la classe contient une 
telle suite car si J5f ne vérifie pas (3.12), il en est de même pour toute 
famille^* e Ste(&) par transit ive:^* <= jVe(Se*) implique Se <= Jr

e(&) 
car jsf* = se et JTe(Se) = JTe(Se*). 

La condition est nécessaire: Si la classe contient Jr
e(Se) celle-ci est 

une famille vérifiant la condition de l'énoncé. En effet elle ne peut, selon 
sa définition, contenir deux ensembles Nx 3 N2. 

(3.14) Corollaire. Une classe $\e(je) contenant une famille finie S£, 
c'est à dire constituée par un nombre fini d'ensembles quelconques, possède 
toujours un minimum. 

(3.15) Remarque. Pour qu'une classe contienne sa borne inférieure il 
n'est point nécessaire qu'aucune famille ne contienne une suite infinie (a). 
Considérons en effet l'exemple suivant 

Exemple 8. Soit Se la famille de parties de la droite réelle 

.S? = { L 1 , i „ . . . , i f c ) . . . { p 1 } 1 {j>,},...,{!>*},...} 
où 

£* = (o, | ) , ^ = l ( l + T^T)e£* 
Se contient la suite Lx z> L2 =b ... => Ljç 3 ... mais JTe(Se) = 
= {{Pl},..., {pk}, ...} et l'on a JTJ&) <= J5f. 

On peut énoncer par dualité des propriétés analogues concernant 
l'intersection des familles d'une clase e-supérieur car cette intersection 

e 

est la duale de l'intersection des familles de la classe duale $ie(CSe). En 
vérité, selon (1.7) et (113) 

c\ se* = n c c ^ * = c n cse* 
* • « « * ) * • « * ( * ) C * - * . ( C * ) 

De plus, la famille 

J^e(Se) = {NeSei y N$L) 
Le2-{N) 
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est la duale de ^(CJSP). En effet 

jYe(cse)^{CNecse\ v cNicL} 
CLlCZ 

CjVe(cse) = {C(cN)/cN e jre(c& )} = 

= {C(CN) G C(CJS?)/ v c ^ * cL} = {N 6 se\ y # $ £} = 
CLecV-{CN} L*<e-{N) 

= ^ ( J S ? ) 

iI en résulte que si une classe ${e(Se) contient sa borne inférieure la classe 
e 

duale Sie(CSe) possède la même propriété et réciproquement. 
Enfin remarquons seulement que le théorème dual de (3.13) se rap

portera à une suite infinie croissante car la condition (3.12) devra être 
e e 

remplacée par la condition duale de A"e(CSe) ^ CSe c'est à dire par 
jsf £ jr*(se). 

Exemple 9. Reprenons l'exemple 4. Chaque classe a, non seulement 
un maximum, mais aussi un minimum selon (3.14), ce qui peut se 
vérifier immédiatement. 

§4-

L'étude des propriétés d'ordre de l'ensemble des classes e-inférieur 
ou e-supérieur nécessite l'introduction des définitions suivantes de la 
réunion et de Vintersection par éléments (réunion-e et intersection-e) des 
familles de parties (cf. [1]) 

Soient Sfl9 SC2E0(0(E)). Nous supposerons Se% #= #*. 

(D.8) sex u se2 = {LX u L2\LX^sex, L2Ese2} 

(D.9) se,.n se2 = {Lx n L2\L, esex, L2EJS?2}. 

On définit de la même façon la réunion ou l'intersection-e d'un 
nombre quelconque de familles jSf«. Ces opérations sont évidemment 
comumutatives et associatives. 

Leurs relations avec la réunion et l'intersection sont les suivantes 

(4.i) sex u J5?E e &x u se2 
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car si L eSex U Se2 alorsL ESex ou Le J_?2donc y g L c 

<z LX[)L2 

(4.2) &xç\se2s-sel
êç\&2 

ê 

car L e JS? J n --?2 implique L e Je? x et i/ e jSf 2 donc L = L (\ LE Sex n J-?a. 
La dualité signalée précédemment est complétée par une dualité 

de ces opérations qui résulte des relations 

(4.3) 6(J2?j u J2ft) = csex n ô-sr,, c(sexc\ se2) = c . ^ u c-S?t 

en effet LsC{Sex\}3?%) o CLeSf/v&i o CL = Lx[j L2, Lxe&x, 

L2eSe2 o L = CLX()CL2, CLxeC&x, CL2ECSC2 O LECXX(\CS(,
2. 

La propriété duale résulte en appliquant la complémentaire-e et en 
e e 

remplaçant JS?! par Cj£?X et S£2 par CJS?2. La règle de dualité s'énonce 
maintenant. 

e e 

(4.4) A chaque théorème Te[Sf, ^ , JEL, fte(j£?), n , U, n , U] correspond 
e e e e 

un théorème dual T«[C_fî?, <i , JE-, ft«(CJ2f), U, n , n , U] car la réunion et 
l'intersection sont distributives par rapport au complément par 

Les duales des formules (4.1) et (4.2) sont plus faibles 

(4.i)* sex n se2 <= sex u &% 

(4.2)* ^ n ^ E ^ U ^ 

Les formules (4.1) et (4.2) ne sont pas duales ce qui explique leur 
assymétrie. 

On peut aisément obtenir les résultats suivants 

(4.5) sex\\setL sex, sexn se2 <= sex 

et les formules duales respectives 

(4.6) sex^sex\\ J^2, sex
e
c sex u j ^ a . 

Il est évident que, 

(4.7) se a se \\ se et se <=. se^g 
et que 

(4.8) se^se^se et se^g^se*. * 
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Il en résulte avec (4.5) les relations 

(4.9) <ex n se% <= sex û J ^ 2 , J S ^ n J5?2 <?. sex u JS?,. 

Il y a des propriétés de monotonie de ces opérations 
e e 

•£ \ c «-*-' 1 "-* «•"-'2 CI «'--'2 ^ •-> l 0 «-> 2 C «*^1 n «--'2 
(4-10) 

çp* e q?» o_ <v?' e çp» . çp' , , </>' e <y?* •, cp» 
oC^ 1 CI **^ 1 *"-* •*' 2 CI *--̂  2 ^^ **̂  1 *̂ ° ^ 2 CI "--̂  1 ^ e**̂ ' 2 " 

En effet, l'hypothèse peut s'écrire comme suit 

y, ,3 L[^L{& y^ 3 L2J= L^=>y V33LÏ—L"i &-*--=---*-• 
L\eSe\L\eSe"\ Lte&z Lze&Z LiLtLxLt 

=* V V 3 3 L'i n^—L" 2 ç \L l o y 3 L'S-L" o 
r' T' T" T" / « / /•• * * 

L\L%L\L% L'e&\n&* L'e&in&z 

Par dualité on obtient 

se[^srtkset^srt ^ se\lise't^se\\}sei 
(4-11) 

jsfi «= -Sfj&jSf2 <= i f 2 => js?i nJ? 2 «r J? Ï RJS?2. 

En particular avec (4.10) et (4.7) on a 

( 4 ' 1 2 ) c ' 

Des formules (4.H) il résulte pour les équivalences des formules 
analogues 

.J2l> x
 ==:::: «Jz> 2 *-~ ««-'2 ==== *"^2 =^' c~-' 1 •• **-^2 ==== **-^l '• <"*^2 

(4-13) f f ^ ^ ^ ^ , « , . „ • . 
•SC] j .-v j ex J->9 *^^2 ~^ ^^ \ U J ^ 2 ^==* ^^ X *} "— 2̂ 

ainsi que leurs formules duales. 
Les opérations définies sont que quasi-distributives 

J5?, û ( J ? 2 n se*) JE. (JS?, û J^a) n (J^X û J5f3) 
(4-14) e , 

JS?, n (JSC8 U ses) ç . (J2\ n .s?2) u (sex n JS?8) 



53 

mais les opérations par éléments sont distributives par rapport à la 
réunion 

sex û (se2 u se3) = (.s?, û se2) u (se, u se3) 
(4-15) 

sexù(se2use3) = (sexç\se2)[j (sexnse3) 

tandis que aux quasi-distributivités de la réunion par rapport à ces 
opérations 

sex u (JS?2 U se3) si. csex u se2) u (.sex u se3) 
(4.16) 

se1v(se;inse3)^(sexuse2)ç\(se1use3) 

s'ajoutent les équivalences duales ' • 

sex u (se2 û se3) == (jsr,. u J? 2 ) G ( J? \ U JS?3) 
(4.17) 

sex u (-Sf2 n -S?3) =2= ( . ^ u J?2) n (JS?t u -S?3). 

Prouvons d'abord la première des égalité (4.15). Si L'e j£f x U ( JSf 2 U -Sf3) 
alors L = L/j u L', L' e j£f 2 U JSf 3 donc L = Lx [) L2 ou bien L == 

- LX[)L3. De même si Lef^U JSf 2) U (J^x U JSf3), L G j£fx U J§f2 

ou bien .L G jSf x U J£f 3 , donc L = Lx [) L2 ou bien L = Lx \J Lz. La 
seconde égalité résulte par dualité. 

De même les relations suivantes deviennent évidentes si on écrit 
quelle est la forme d'un ensemble L qui appartient au premier, respecti-

e 

vement, au second membre. Si Le&x U (J£f2 U J£f3), L prend une des 
formes suivantes L = Lx ou L = L2 [) L3 où L% e J£f$, i = 1, 2, 3. 

e 

De même si L = («Sf x [) j£f 2) U (JSf ! U -5f 3) on a pour L une des alterna
tives suivantes 

Lx [) Lly Lx [) L'x, L2 [) LX9 Lx [) Lz, L2 [) Lz, où Ll9 Z^eJSf-,, 

L2 G J-£2 > -"3 ^ J-^3 • 

§5. 

(5.1) Les préordres ^ et £ définis dans Venéemble des familles de 
parties de E engendrent une relation d'ordre (partiel) dans Vensemble des 
classes e-inférieur9 respectivement e-supérieur, qu'on peut définir comme 
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suit: 

(D.10) fte(^) < IM&%) o 3 3 jSf1 <= JS?* 5) 

(D.ll) ft«(J^) -< JV(JS?t) o 3 3 - ^ <? ^ 2 . 
« ^î«ft«(^ l) âr*ef{«(^a) 

L'affirmation précédente résulte de [5], théorèmes 2 et 3 § 5, mais on 
e 

peut aussi vérifier que les relations -<, -< sont réflexives, antisymétriquea 
ê 

et transitives. 
Remarquons seulement que Ton a 

3 3 3f* <= &* =• y V &1 ï ^ 2 6) 
-*»«».(*i) -f*«l.(jart) *-««.(.*,) -*•«*.(.*,) 

et de même pour les classes Stê(Jifi) à cause de la transitivité des relations 
<= et £ (1.3): 

Exemple 10. Si -É7 = {a, 6} (exemple 4) les graphes suivants repré
sentent l'ensemble ordonné des classes sur cet ensemble 

Jt-1 

P11 

Classes .ft^JS?): I I I 6 OÏV Classes «•(Jg?) : III q 

Exemple 11. Reprenons les exemples 1 et 3. La condition nécessaire et 
suffisante pour que la topologie,^ définie sur E par les systèmes fonda
mentaux de voisinages ir

x(x) des points xe E soit plus fine que la 
topologie ^2 définie par ^2(

x) ^ SiJ^-^x)) -< Ste(i
r2(x)) ÇLuel cLne 

soit XEE. e 

8) lès définition gardent un sens pour la classe e-inférieur ou supérieur {<&&} 
et Ton a quelle que soit la classe 

e 

ft,(#) -< {**} ^ {0?} < $p(&) 
e 

selon la convention de là note 1). Cependant ayant exclu la famille vide au para
graphe 4, on devra exclure aussi les classes {&&}. 

8) L'implication inverse est banale si on suppose S^i 4- 0» (cf. note -). 
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(5.2) Théorème. L'ensemble des closes e-inférieur ordonné par la 
relation -< est un treillis complet et distributif dans lequel l'union v des 

e e 

classes We(J2f1) et fte(oS?2)
 e8^ Re(<&i U J-?2) et Vintersection A est 

JMJS?! U ^ 2 ) . 
La démonstration sera donnée pour deux classes mais elle reste 

valable pour une infinité quelconque. 
e 

$MJ-?i U oSf2) est un majorant des classes .fte(jSf<), i = 1,2, car 
&i "j &x U J^2 (4.6) donc Re(^i) <= #e(J^i U -S?2). C'est un majorant 
minimum car si Re(«^) est une classe telle que 5te(J5?i) -< $Ke(^) on 

a JSfi < Jt donc, selon (4.12), Se^Se*^ Jl c'est à dire 5M«^i U 
e 

UJS?2) -< .fte(uT). 

5\e(jSfx n i?2) e s t u n minorant car JS?< S- j£?i 0 J?2 donc selon (1.4) 
JS?j U 0^2 ^ -S?i et .R«(JSf! U JS?2) •< .fte(-S^i)- C'est un minorant maximum 

e 

puisque si &e(J() -< .fte(J^<) donc si ^ <= Ji^i on obtient avec (1.14) 

JtuJK^Je^^e, U&z c'est à dire ft^uf) -< ««(.S?! U .S?,). 
e 

On a donc 

fte^j) V ftc(^2) = fte(jSfj Û .S?,), fte(^j) A fte(-S?a) = SU^i U .S?,) 

Enfin 

fte(jSfx) A [fte(-S?2) V fta(.S?,)] = 

= [JW-S?.) A fte(jS?2)] V [fte'-S",) A ft^JÎP,)] 

car cela revient à la première des relations (4.17). Dans tout réseau 
la distributivité duale (de v par rapport à A ) est une conséquence 
de la précédenie mais elle résulte d'ailleurs immédiatement de la 
première des égalités (4.15). 

(5.3). Théorème. Par la correspondance biunivoque (2.3) entre les 
e e 

classes «fte(j£?) et leurs duales Ke(CJÎf) la relation d'ordre -< devient^-
e 

Ste&i) < ft-(.S?,) <* «e(CjS?2) < ««(OS?,) 

L'ensemble des classes e-supêrieur forme donc un treiUis anti-isomorphe 
à celui des classes duales e-inférieur. Par conséquent c'est un treiUis 
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complet et distributif, Vunion et Vintersection de $te(jex) et 5ie(«£?2) étant 

respectivement fte(&x n J£?2) et $\e(<&x U &2) 
En effet fte(J^i) -< %(&%) revient à JS?t <= J^2 qui par dualité 

devient C.S?2 £ CjSf. donc selon la définition (D11), « « ( C ^ ) < 

< SWP&i)-
L'union et l'intersection des classes Re(££x) et 51e(-5?2) s'obtiennent 

e e e 

par dualité, (4.4), de l'union $ke(QJ£x U CJS?2) et de l'intersection 
ê e e 

ftefCJSfj U CJS?2) des classes duales Ce sont donc ${?(<$?x n JS?2)> respecti
vement R*(&x\)&2). 
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