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PREORDRES ET EQUIVALENCES
DANS L’ENSEMBLE DES FAMILLES D’UN
ENSEMBLE

PAR MicHELINE FRODA-SCHECHTER, CLUJ.

Présenté le 7 Juillet 1964

Des familles d’ensembles interviennent dans divers chapitres des
mathématiques. Leurs propriétés sont fréquemment utilisées sans
étre mises en évidence, mais 'emploi de certaines relations et opérations
entre familles d’ensembles peut simplifier 'exposé dans certains do-
maines. Par exemple les ouvrages récents de topologie de C. Berge [3]
et A. Czaszar [4] sen servent déja partiellement. D’autres exemples
(la théorie des filtres, etc) ont déja été exposés dans des ouvrages
antérieurs ([1] et [2]) ol ces définitions ont été présentées.

En ce qui suit on entreprend une étude approfondie des propriétés
de ces relations et opérations. Les relations d’inclusion par éléments
(D1 et D2) sont des préordres. Une dualité entre ces relations apparait
si lon définit le complément; par éléménts (D3). Les équvalences
(D4 et D5) qu’on obtient de ces préordres conduisent & deux partitions
duales de I'ensemble Z(2(E)) (§ 2). Chaque classe posséde un maximum
et I'on étudie les conditions dans lesquelles elle admet aussi un mi-
nimum (§3). L’ensemble des classes est partiellement ordonné par
Pimage du préordre respectif (D10 et DI1) et constitue un treillis
complet et distributif (§ 5). Ces derniers résultats utilisent les opérations
de réunion et d’intersection par éléments (D8 et D9) et leurs pro-
priétés (§4).

§1.

Soient £ un ensemble donné quelconque et Z(E) I'ensemble de ses
parties. Nous désignerons par famille de parties de E, un sous-
ensemble ¥ = {L, L', L", ...} de P(E). A Taide de ces notations on

peut définir les deux relations suivantes

G P, v 3 L, < L, (D1)
L,e %, L,€%,
L L v 3 LS LY (D2)

Li€¥, L,e %,
qui se liront Z; est inclus inférieurement (supérieurement) par éléments

1) Si @ désigne la partie vide de #(E) c’est-adire un élément de P (P(E))
qu’on ne doit pas confondre avec la partie vide de E, I ensemble vide @, élément
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en .%,, ou pour abréger, inclus e-inférieur (e-supérieur). Les relations
S et & se nommeront snclusions e-inférieur et e-supérieur.

Exemple 1. On sait que la topologie.7 ;, sur un ensemble £ est plus
fine que la topologie .7, sur le méme ensemble si quel que soit z€ E
Yon a ¥'y(z) G ¥ o(z), ¥ i(x) désignant un systéme fondamental de
voisinages de =z dansJ ;.

On a donné ailleurs, [2], un procédé de construction de relations
désignées par Zy dans Pensemble des parties de E & partir d’une
relation # entre les éléments de E. En particulier I'on y a défini les
relations %y, et %,

(By,B)eRy<> 3 (e, e)eX
e.€FE, e,€E,

(By,E,)eRy < y 3 (e,e)ER
e el e,€k,

On y a montré aussi (§4) que siZ est un préordre ¢’est a dire nne relation
reﬂexive et transitive, ﬂ", et R ,1 sont aussi des préordres. Les relations
S et & sont les relations <, et =g, de P(Z(E)), obtenues a partir de la
rela,tlon < d’inclusion entre parties de E. L’'inclusion étant une relation
d’ordre?), on peut conclure.

(L.1) Les relations < et £ sont des préordres, elles sont réflexives.

¢

(1.2) Y <, L&

et transitives

(1.3) LG L G > LT
L EH Lty > LY

Ces propriétés peuvent aussi se démontrer sans difficulté a partir
des définitions.

La comparaison des inclusions par éléments & linclusion < entre
familles de parties conduit & remarquer que les premiéres sont des

conséquences de la seconde, de la maniére suivante
1.4) . Ll =L T
(1.5) LLEl,=>L LY,

de #(E), on a quel que soit la famille ¥ € # (#(E)-

p e
L < Dy et Pp °
convenant comme d’habitude (voir par exemple Kleene [6]), qu’une propriété
arbitraire a lieu pour tout ensemble de la famille vide, mais qu'il est faux d’afifrmer
I’existence d’un ensemble de P2 qui satisfasse & une propriété quelconque.

?) L’antisymétrie ne se transmet pas de # & Xy, et Xy, .
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On peut mettre en évidence une dualité entre les propriétés des

inclusions e-inférieur et e-supérieur en introduisant la notion de
complément par éléments ou complément-e d'une famille de parties

(D3) OF — (CLePEB)Le¥), L ePPE).

(1.6) L'application é de P(P(E)) sur lui méme qui fait correspondre

e
a chaque famille de parties £ son complément-e C.L est biunivoque,
idempotente, conserve Uinclusion des familles et transforme les inclusions
par éléments. c’est-a-dire on a

(L CCF -
car LeCC¥ <« CLeC L CCL ~Led
(1.8) PSP CF < CP,
e LeC P < CLed, »CLe Ly LeCP,
- (1.9) P S e (P, L P,
(1.10) P L P, SO,

Les deux derniéres relations sont équivalentes. selon (1.7), et
LGl vy 3 LS Ly vy 3 CL,=ECL, <
7 [’ ” I3
Loy Ine CL,eCZ, CL,eC 2,
e g
= C%, L C¥,.
(1.11) Corollaire. Tout théoréme T L, T, <] ow Uinclusion < se

e
rapporte aux familles de E, admet son théoréme dual T[CZL, 5, =].
Voici quelques autres propriétés du complément-e. Signalons d’abord
la permutabilité des deux compléments

(1.12) CC¥ —CCg

car LeCCL < CLeC# < CLe# < LeC¥ «» LeCCL.

e
L’opérateur C est complément distributif par rapport & la réunion
et l'instersection

113) CuZ=uC%, Cn L=nCL,
el el el el
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Eneffet Le CUZL, < CLeu %, < 3 CLef w3 LeCZ, «

te] el

e
<> Le u C%Z, et de méme pour l'intersection.
te]

Enfin il est évident que
(114) 2<% et MG M >LOMGT L VM
L& et MHEM=>FL VML VM.
-mais il n’y a pas de propriété analogue relative a I'intersection.

§2.

Les équivalences définies & partir des préordres S et & (cf. [1] et [5])
seront désignées
(D.4) Loyl T &7, 5 Y,
(D.5) b=l E Y 88 8L
on les appellera équivalences e-inférieur, respectivement e-supérieur.

En effet ce sont des relations réflexives et transitives comme les
préordres dont elles proviennent et elles sont symétriques par définition.

Mentionnons les propriétés suivantes qui sont des conséquences
immédiates des propriétés des préordres correspondants

(2.1) b=, =¥ =, et L -2,
2.2) PP CP, 02,
ou aussi .

Pt Py C L = C L,

Considérons les classes d’équivalence e-inférieur et e-supérieur qui
contiennent la famille de parties &

(D.6) Re(Z) = {(L* € P(P(E))|L* = &}
(D.7) KE(L) = {L* e P(P(E))|L* = L}

qu’on désigne par classes e-inférieur respectivement e-supérieur. & est
un représentant quelconque de la classe. Les classes sont donc des
éléments de P(P(P(E))).

Voici d’abord quelques exemples.

Exemple 2. Soit & l'ensemble de parties {L} contenant une seule
partie L e P(E). La classe K¢(Z) est constituée par toutes les familles
L* c P(P(E)) contenant L et dont les éléments incluent L. K¢(%)
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se compose de toutes les familles contenant L et dont les éléments
L* € #* sont inclus dans L.

Exemple 3. Soit .7 une topologie sur E donnée par ¥ (z) systéme
fondamental des voisinages de chaque point x € E. Pour chaque point z,
¥ (x) € A(P(E)), détermine la classe RKe(¥ (z)) de tous les systémes
fondamentaux engendrant le méme filtre des voisinages de x, définissant
la topologie .7

Un ensemble E étant donné, 'ensemble P(#(E)) des familles de
parties de E peut se décomposer en classes d’équivalence des deux
maniéres ci-dessus et 'on a le résultat suivant:

(2.3) Théoréeme. L application C de P(P(E)) sur lui-méme fait cor-
respondre a chaque classe e-inférieur, R (L) (e-supérieur. Ke(.L)) une

4
classe e-supérieur (e-infériewr). & savoir, la classe engendrée par C.&
que nous appellerons sa classe duale.

En effet si £*e K (¥) il résulte selon (2.2) ég’* € R”(é &) et de

méme &’ € K¢(¥) implique éf’ € S\e(é Z).
Ce résultat perment de compléter la régle de dualité (1.11) par le
(2.4) Corollaire. A chaque théoréme T L, . =. K¢ (F)]correspond

son théoréme dual Te[C L. 2. =, Ke¢(C L)).

Ezxemple 4. Soit E = {a, b}. Alors P(E) = {D, A. B, E} ou A = {a}
et B = {b}. L'ensemble P(P(E)) contient 16 familles de parties de £
qui peuvent se répartir en six classes e-supérieur de la maniére indiquée
sur le tableau suivant?):

3) Les classes duales se trouvent sur la méme ligne, les familles de parties ayant
la méme position sur le tableau sont duales et leurs éléments correspondants
complémentaires.

Classes £,(2) Classes §5(C2)
. o —— .
o m e

Cm | sm | mmo
- e | e
; v (4.BL{4.B.B} |  (B.ABAD
i _ Vi [(@h{4, 9).(B.®).(8,®).(4, B.®}{E}. (B. E}.{A, E}.(®, E}.{B, A, E)
(A4, E, ®),{B,E.®).{A, B,E,®} | {B,®, E}.{A. D, E).(B, 4, D, E}
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Il est naturel de se demander s’il est possible qu'une des classes
e-inférieur coincide avec une classe e-supérieur. Si £ = @y on a évi-
demment,

KL) = KAL) = (D).

Mais hormi ce cas, la réponse est négative. Pour le montrer nous
utiliserons les lemmes suivants:

(2.5) L e RM({P}) > Pe L.

La classe R¢({@}) générée par la famille {®} est constituée uniquement
de familles contenant @, car une classse R,(¥) se compose de familles &’
qui contiennent au moins un sous-ensemble de chaque Le.%. Réci-
proquement @ € ¥ implique £ € K({P}) puisque 'on a

{P} ¢ & car v 2= L

Le¥
et
L S {DP}  car 3 Lc® puisque Pe¥
Le
(2.6) Z e K(P}) » Z = {D}.

Si £ L {P}, &£ devant contenir uniquement des sous-ensembles
de @D, £ ne contient que la partie vide.

(2.7) 1 dew.

Y
®(2) 2ehe(2)

En effet si &' =% U{P} 'on a ¥ = &' puisque ¥ = ¥’ done
L LL, (1b), et vy 3 L'SLecarsi L'=¢@ alors Pc L
Leg Lez
et si L' € # l'on prend L = L.
Le résultat qu’on peut maintenant obtenir facilement s’énonce

(2.8). Une égalité RK(L) = Ke(FL') n'est pas possible excepté la
classe {Dg}.

Cherchons & voir de quelle maniére pourrait se réaliser une telle
égalité: une classe K¢(%) dont les familles ne contiennent aucune la
partie vide @ (2.5), ne peut étre égale & aucune des classes R¢(.%) (2.7).
Mais la classe R¢({P}) ne peut non plus étre égale & une des classes
R¢(ZL) car la seule classe e-supérieur contenant la famille {®} ne contient
que cette seule famille, (2.6).
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§3.

L’ensemble des éléments d’'une classe R,(.%) ou K¢(.¥) admet une
borne supérieure et une borne inférieure en P(P(E)) car c’est un réseaun
complet par rapport & I'inclusion des familles de parties de E. On peut
se demander si ces bornes qui sont, comme on le sait, la réunion res-
pectivement l'intersection des familles de la classe, sont des familles
de la méme classe.

En ce qui concerne la borne supérieure il est facile & voir que

(8.1) La réunton U L*( U  L*) est un élément de la classe

L2eR.(2) 2% efe(2)
Re(Z) (Re(2L)).
En effet si 'on désigne par £ la réunion U #* I'on a d’abord
ZLreR(¥)
L < Rdonec Z S ZL. Si Re il existe une famille £’ € K,(ZF) telle
que Re &’ mais &' = == & ce quiimplique par définition y 3 L= L'

L'e® LeZ
donclonaaussi y 3 L< R La proposition se démontre pour les
ReR Le¥
classes e-supérieur par dualité (cf. (1.13) et (2.4)).

Il est intéressant de remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre
tous les éléments d’une classe pour savoir quel est son plus grand
élément, car on peut le construire & partir d’un élément quelconque &
de la classe:

(3.2) Théoréme. La famille de parties de E
ML) ={M Eg(E)/ng L= M}
est Uélément maximum de la classe Ke(FL) et
ML) ={M e PE) Lgy Mc< L}

Uélément mazximum de la classe R¢(ZF), donc
M(L)= U L* et M(L)= u P*.

Lre () Lrefe(2)
Par définition & < . (¥). Pour montrer que

Jc(g)?g

il est donc suffisant de montrer que & G .#,(#); mais de la définition
de M (L ) on déduit vy g L= M.

Me (L) LeZ

4) Ce sont les opérateurs désignés dans [1] par A&, (2) et 2, (2).
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Il ne reste plus qu’a démontrer quequel que soit Z ' € R¢(-F)
ML) = ML)

car,de &’ S M, (L) il résulte par transitivité £’ S M (F) c’est-d-dire
que (%) est alors la plus grande famille de la classe R¢(%).

En effet & G 2" d'oll M (L) S ML) car si M e M(L), il
existe L'€ ¥’ tel que L' = M et comme y 3 L <L il résulte

Leg Leg

Pexistence de Le.% tel que L = M, donc M € .4, ,(F). De la méme
. manié¢re on déduit de £’ S ¥ que M (L) = M(ZL').

On peut prouver la deuxiéme partie du théaréme de la méme maniére,
sou bien on peut observer que c’est la proposition duale de la premiére,
car on a

C ML) — M(CP).
En effet

CH(L)={CM EQ(E)/MEJ,(Z)} = {C MecPE)| 3 LEM}=
Lex
—{M*cP(E) 3 LECM*}={M*cPE) 3 CL2 M*} =
Le2 Lez

—(M*ePE) 3 M*<CL) = .#CY)
: creCe
(3.3) Remarque: Les familles A (F) et Me(L) permettent de constater
si deux familles & et Z* appartiennent & la méme classe K,(.%) ou

Ke(L), ¢'il est plus facile de les construire que de vérifier la condition
directe, car il, est évident que

L =L* o> ML) = M(L*) et L = L* & M(L) = M(L*).
Exemple 5. Reprenons I'exemple 3: A (¥ (x)) est le filtre des voisinages

de z.

Considérons maintenant la borne inférieure des éléments d’une classe,
soit e-inférieur. Il est facile & voir que I'intersection .# des familles d’une
classe n’appartient pas toujours & cette classe. En effet considérons
V’exemple suivant.

Exzemple 6. Soit ¥ ={L,, L,, ..., Lg, ...} une famille. d'intervalles

. C 1 . . .
strictement décroissants Ly = (—k—, 1). On voit tout de suite que si

Lr={Lk, Lg+,, ...} Ton a Pr=%. Mais S c 23/; = {®} donc
k=1 .
I ={D}e K(L) selon (2.5), car Pe ¥.
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11 est évident que:

(3.4) Une condition mécessatre el suffisante pour que I'intersection
= N F* appartienne & la classe KR (L) est
LreRe(L)

(3.4) S

L’intersection peut se constuire & partir d’'une seule famille (quel-
" conque) de la classe. On introduit & cet effet I'opérateur A4, qu’on
définit par le procédé suivant

Ne(L)={Ne¥l vy NDL}
Le2 (N}

Pour démontrer que
(3.5) N L) = F
- nous nous servirins du
. (3.6) Théoréme. Si L = L* alors N (L) = N (L*) Cest-d-dire

N (ZL) est le méme ensemble de parties de E quel que soit Uélément £
d’une classe.

Soit N € A (F). Montrons que N € A ,(F*) c’est a dire que
(a) NeZF* et (b) v N > L*

L*e2*— (N}
a) Ne AN (F)implique Ne L, et comme £* ¢ Flona 3 L*<N
Leer*
et puisque & S Z*, ilrésulte 3 L < L*c'est-a-direque LS L* <= N
Leg
done de la définition de A (&).: L = N, par conséquent L* = N et
 NeL*
(b) Si par absurde I'on avait 3 N o L* de & G Z* il résulterait
L*e g+

3 L* — L donc N o L* 2 L ce qui contredirait la définition de

Le&
N (F), done N p L* et N € N o(L*).

Par un raisonnement analogue on obtient I'inclusion inverse ce qui
prouve (3.6).

Démontrons maintenant (3.5). Il résulte de (3.6) que

(3.7) N (L) = 2*
LeeR.(2)
donc
N e(a? ) =2 p] F* =7
Z%eR,(2)
11 ne reste plus qu’a prouver que £ <. A ¢(Z).

Soit I€.# et supposons par absurde queLg I 5 Ly. On pourrait
0€L
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alors construire une famille Z, € K¢(.F) telle que £, 2 #. En effet
=% —{I}==F car I o Ly, Lye &L, par hypothese

(3.8) Remarque, La réciproque du théoréme (3.6) n’est vraie que si
N (L) € K(L). Un exemple simple le prouve.

Exemple 7. Soit £ la famille des intervalles L, = (O, 1+ —1—) et F*
n

. 1
la famille des intervalles L, = (— o 1) ,nm=123,....

Ces familles sont du méme type que celle de I'exemple 6, donc selon
(3.6), N (L) = No(F*) = {D} mais on n’a pas £ = FL*.
Une conséquence simple du théoreme (3.6) est:

(3.9) Une famille £* € K(L) est la plus petite famille de sa classe si
et seulement si L* = N o(L).

Nous montrerons maintenant que si une classe e-inférieur posséde un
élément minimal, celui-ci est le plus petit élément de la classe, ¢’est-a-dire:

(3.10) Théoreme. St A" est un élément minimal de la classe K¢(F)
Pon a N = N(F).

Prouvons d’abord que A = A (A"). L’énoncé en résultera car
A€ ](Z) par hypothése, done selon le théoréme (3.6) A o(A") = N o(Z).

Soit N, eJV et par absurde supposons 3 Ny o N,. Alors NE =

= N — {N,} est une famille de K,(%) car ./V*-——./V Mais A/ ™* < A~
ce qui contredit ’hypothése de la minimalité de ./V
" La proposition (3.4) permet de présenter encore une condition
équivalente & 'existence du minimum d’une classe e-inférieur qui nous
indique quel est 'aspect des classes qui ont un plus petit élément.

On experime d’abord (3.4) sous une forme différente qui résulte
de (3.5).

(3.11) Une condition nécessaire et suffisante pour que da classe Ke(L)
admette un minimum est que 'on ait

(3.12) N(ZL) G 2.

(3.13) Une classe e-inférieur contient sa borne inférieure si et seulement
8t il existe une famille de la classe qui me contient aucune suite infinte
strictement décroissante.

(o) Ly> L, o> L,>....

La condition est suffisante. Selon (3.11) il est suffisant de montrer
qu’une famille % ne contenant aucune suite (o) satisfait la relation (3.12).
Supposons par absurde qu’une famille ¥ ne la satisfait pas, donc que

() 3 v L2 N.
L,eZ Ned (2
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Il en résultera que toutes les familles de la classe contiennent une
suite (). Montrons d’abord que .# en contient une. Il est clair que
Ly € N (&) sinon (a) serait contredit (L,.2. L,!). Mais de la définition
de N (Z) il résulte 3 Ly > L, sinon Lye A ,(#). Raisonnant de méme,

Li¢N(ZP) a cause de I’hypothese (a).

On peut répeter le raisonnement précédent pour L, et 'on obtient
un ensemble Ly, €L, L, = L;, L, & N (L) et ainsi de suite. On forme
ainsi une suite (o) strictement décroissante infinie d’ensembles de £.
Mais I’hypothese (x) nous assure que tout #* de la classe contient une
telle suite car si # ne vérifie pas (3.12), il en est de méme pour toute
famille * € KR(L) par transitivé: L* S N (L*) implique £ G N o(F)
car L* =L et N (L) = N (L¥).

La condition est nécessaire: Si la classe contient A (%) celle-ci est
une famille vérifiant la condition de I'énoncé. En effet elle ne peut, selon
sa définition, contenir deux ensembles N; > N,.

(3.14) Corollaire. Une classe Ke(-L) contenant une famille finie 2,
c'est & dire constituée par un nombre fini d’ensembles quelconques, posséde
toujours un minimum.

(3.15) Remarque. Pour qu’une classe contienne sa borne inférieure il
n’est point nécessaire qu’aucune famille ne contienne une suite infinie (o).
Considérons en effet 'exemple suivant

Exemple 8. Soit £ la famille de parties de la droite réelle
,(f = {le LZ, ey Lk, ...{pl}, {pz}, ...,{pk}, }

’ 1 11 1
Lk:(O, ’E‘)a Pk:'z)—(—k—“i-'m)ELk

¥ contient la suite L, > L, > ... > Iy > ... mais A (F) =
={{p}, .- {P},-..} et Ton a N (&) T ¥

On peut énoncer par dualite des propriétés analogues concernant
P'intersection des familles d’une clase e-supérieur car cette intersection

e
est la duale de I'intersection des familles de la classe duale },(C¥). En
vérité, selon (1.7) et (1.13)

ou

e e 4 ¢
n Z*= n CC¥L*=C n CZ*
. e
Lreqe(2) Zrefe(2) CereniCe)

De plus, la famille .
NP ={Ne¥| y N¢IL

LeZ—{N}
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est la duale de A ¢(é$). En effet

NdCP) ={CNeC¥| y CN 3oL
CLeCg

CH(CL) = {CON)/ON € ¥ (C.2)) —

Z{OOM)eCCY¥) vy CNDCL)—{(NeZ y N¢&L}—
CLeC—(CN) Le£—{N}

— N2)

Il en résulte que si une classe R¢(-L) contient sa borne inférieure la classe

duale R‘(éi’ ) posséde la méme propriété et réciproquement.

Enfin remarquons seulement que le théoréme dual de (3.13) se rap-
portera & une suite infinie croissante car la condition (3.12) devra étre
remplacée par la condition duale de ./Ve(éff ) S CZ cest & dire par
L & Ne(D).

Ezemple 9. Reprenons I'exemple 4. Chaque classe a, non seulement

un maximum, mais aussi un minimum selon (3.14), ce qui peut se
vérifier immédiatement.

§4.

L’étude des propriétés d’ordre de 'ensemble des classes e-inférieur
ou e-supérieur nécessite l'introduction des définitions suivantes de la
réunion et de 'inlersection par éléments (réunion-e et intersection-e) des
familles de parties (cf. [1])

Soient ., , £, € P(#(E)). Nous supposerons .F; = Dgs.
(D.8) LNy =L U LI e L, Lye 2y

(D.9) LNLy =L n Lyl e Z,, LyeZy).

On définit de la méme fagon la réunion ou lintersection-e d'un
nombre quelconque de familles .#;. Ces opérations sont évidemment
comumutatives et associatives.

Leurs relations avec la réunion et l'intersection sont les suivantes

(4.1) LvEy & LV D,
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carsiLe $,UPyalorsLe £ ouLe ¥ydone vy 3 L c
Le2UZ, LLULEL,UZ,
cLuL,
[
4.2) LN, =% n?,

3
carLe #,n Z;implique Le £ et Le ¥,done L =Ln Le# n¥,.
La dualité signalée précedemment est completée par une dualité
de ces opérations qui résulte des relations

43) C(&, 0Ly = 0L, n0CL,, CZ %) =02 UL,

en effet Le C(L,U.Ly) < CLe LU Ly < CL =Ly L, L e,
e e e e e

Lie¥, <+ L =CL,nCL,, CL,eC¥,, CLyeC¥, < LeC¥,nCY¥,.

La propriété duale résulte en appliquant la complémentaire-e et en

remplacant %, par é.,?’ , et L, par é,? 5. La régle de dualité s’enonce
maintenant.

(4.4) A chaque théoréeme T L, T, =, K(F), F\ , kt) N, U] correspond

e 4 e e
un théoréme dual Te[CE, &, =, K(C.ZF), U,N, N, U] car la réunion et
lintersection sont distributives par rapport au complément par
Les duales des formules (4.1) et (4.2) sont plus faibles

(4.1)* -?163’25?3&32
(4.2)* L0 LS PPy

Les formules (4.1) et (4.2) ne sont pas duales ce qui explique leur
assymétrie.
- On peut aisément obtenir les résultats suivants

(4.5) LNL L. LnLS P

et les formules duales respectives

(+6) LELN L, 2,02,
1l est évident que ,

(@.7) L cINL & P

et que

(4.8) PNLLPL o 36_7?.2’.'

¥
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11 en résulte avec (4.5) les relations

49) LN LS LG LTl LV,

Il y a des propriétés de monotonie de ces opérations
P X A ;], e 6, z
L1EL &L, L > LV E LT UYy.
En effet, ’hypothése peut s’écrire comme suit

3 LELis y 3 ”LQS_L;»VYB”H”LQEL}&L;S_:_L;:

Liee Liegl Lie Z: Lie £} Li Ly Ly L
’ ’ c ” ” rc ”
=>vv3i3iiinL,SLinL; < v 3 L' S L <
Y Iy ey , € ’ »€ .
In Ly In Le Lefine: L'efin<s

S LINLLE NG,
Par dualité on obtient
1 P LELL S L, - PNLLS L UL,
@i LS LS, S L > LINE, S LN,
En panticular avec (4.10) et (4.7) on a
P ELELEL > L ELNL,
w12 LPCLEL, L = L UL,C P

Des formules (4.11) il résulte pour les équivalences des formules
analogues - '
LLLLE LT > PINL LN G,
(4.13) , ; R,
L 1=l & Cr=F; > L0 L= LU Y,

ainsi que leurs formules duales.
Les opérations définies sont que quasi-distributives

LU (Ly0 L) S (L1080 (L,0.Ly)

(4.14) ¢ . e p .
‘ LN (LU F) S (21 nL)U(L1NTy)
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mais les opérations par éléments sont distributives par rapport a la
réunion

LLU(LyU L) = (L, 0L U (LU L)

(4.15) e e e
Lin(ZLuZy) = (L10ZL) U (F)NF)

tandis que aux quasi-distributivités de la réunion par rapport & ces
opérations

LU (L0 L) S (L10 L) V(LU Ly)
(4.16) R .
LU (ZLonLy) S (L1UL) N (FL1ULy)

s’ajoutent les équivalences duales
glU(gzuga)T(glugz)U(glugs)

(4.17) . .
LiU(Z,nTL) == (L UZL) N (LU Fy).

. -
Prouvons d’abord la premiére des égalité (4.15). SiLe ¥, U (FL, U F,)
alors L=L, UL, L'e¥, y¥,; donc L=L; UL, ou bien L=

— L, UL, Do méme si Le(Z,U0Ly)U (L 0L LeZ, 0L,

e
ou bien Le £, U%,;, donc L= L, UL, ou bien L =L; UL;. La
seconde égalité résulte par dualité.
De méme les relations suivantes deviennent évidentes si on écrit
(uelle est la forme d’un ensemble L qui appartient au premier, respecti-

e
vement, au second membre. Si Le #, U (L, UF;), L prend une des
formes suivantes L=1L, ou L=1L, ULy o Lye¥;, 1=1,2,3.

De méme si L = (&, U¥,) LeJ (¥, UZ;) on a pour L une des alterna-
tives suivantes

L,uvLl,, L vL;, LyuyL,, L ,uL,, L,UL,;, ou L,, Lie%¥,,
L,e¥,, Lje%,.

§5.

(5.1) Les préordres G et & définis dans Uendemble des familles de
parties de E engendrent une relation d’ordre (partiel) dans I’ensemble des
classes e-inférieur, respectivement e-supérieur, qu’on peut définir comme
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suit:

(D'IO) Rc(gl) < R,(,?z) <> ) a F1 9 gz 5)
¢ L1eR(ZL,) LreR(Ly)

(D11) KY(Z) < KYZL,) < 3 P < P
¢ L1eRi(L,) Lrefi(Z,)

L’affirmation précédente résulte de [5], théorémes 2 et 3 § 5, mais on
- peut aussi vérifier que les relations <, e< sont réflexives, antisymétriques
L4

et transitives.
Remarquons seulement que 1’'on a

gl C‘: gz ’?1 C gl s)
y(-?:)

) I‘GR?(.?,) .?'Ea.(-?.) -?‘Eﬁc(gl) e

et de méme pour les classes K¢(.%;) & cause de la transitivité des relations
S et & (1.3):

Pl 8P =L, 8L, S L, > LS L

Exemple 10. Si E = {a, b} (exemple 4) les graphes suivants repré-
sentent ’ensemble ordonné des classes sur cet ensemble

({3 1 (l) VI
olI oV
‘Classes R,(.%): II1 O/ \O IV Classes K¢(%): 111 O/ \o v
(]3 \% \O /II
SVI , 51

Ezxemple 11. Reprenons les exemples 1 et 3. La condition nécessaire et
suffisante pour que la topologie.7 ; définie sur E par les systémes fonda-
mentaux de voisinages ¥ ,(z) des points x € E soit plus fine que la
topologie 7, définie par ¥ ,(x) est K¢(¥ ;(z)) -< Ke(¥ o(x)) quel que
soit z€ E.

%) les définition gardent un sens pour la classe e-inférieur ou supérieur {Pg}
et I'on a quelle que soit la classe

e
(L) f {Ps} et (Do} < R(2)
selon la convention de la note ). Cependant ayant exclu la famille vide au para-

graphe 4, on devra exclure aussi les classes {Dg}.
%) L’implication inverse est banale si on suppose %, & @2 (cf. note 1).
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(6.2) Théoreme. L’ensemble des clases e-inférieur ordomné par la
relation < est un treillis complet et distributif dans lequel Uunion v des

e e
classes Ke(L,) et RKe(FL,) est Ke(Fy U F,) et Uintersection A est
Re(Z, UZ,).
La démonstration sera donnée pour deux classes mais elle reste
valable pour une infinité quelconque.

ﬁ,(,?lu #,) est un majorant des classes R¢(ZLy), 1 =1,2, car

$ < 31632 (4.6) donc KR(Zi) S K(L,UZL,). Cest un majorant
minimum car si KR¢(#) est une classe telle que R,(F;) < RK¢(A) on

a £ < M donc, selon (4.12), gltjf2 C M cest & dire KR (F, J
UYZ,) < Ke(M).

Ke(L1 N PL,) est un minorant car .F; = £, N £, donc selon (1.4)
LiUE, G Liet Re( Ly UZL,) < Ke(Fy). Cest un minorant maximum
puisque si R (M) < KRe(F1) done si A G i on obtient avec (1.14)
MUM= M P, UL, cest & dire Re(M) < Re(ZL; ULE,).

On a donc

Re(ZL1) V Ke(Zy) = Ke(Z1U L), K L) A Re(ZL5) = K L1 U L)
Enfin '
Ke(ZL1) A [Re(Fs) V KRe(L5)] =
= [Ke(ZL1) A Re(F2)] V [KelL1) A R L5)]
car cela revient a la premiere des relations (4.17). Dans tout réseau
la distributivité duale (de v par rapport & A) est une conséqueunce
de la précédenfe mais elle résulte d’ailleurs immédiatement de la

premiére des égalités (4.15).
(6.3). Théoréeme. Par la comespondance biuntvogque (2.3) entve les

classes Re(L) et leurs duales R*(C,f ) la relation d’ordre ~<dement>

R L1) < Rl L) = KUCLy) < KUCL,)

L’ensemble des classes e-supérieur forme donc un treillis anti-tsomorphe
& celui des classes duales e-inférieur. Par conséquent c’est un tresllss
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complet et distributif, Uunion et Uintersection de KR¢(F,) et Ke(F,) étant

respectivement R¢(&L, n L) et K(L, U Z,)
En effet Ke(L,;) < Ke(L,) revient & L, S £, qui par dualité

devient 632 & 631 done selon la définition (D 11), R’(éi’z) -¢<
e (4
< RK¢(CH,).

L’union et Uintersection des classes K¢(.Z;) et K¢(¥,) s'obtiennent
par dualité, (4.4), de l'union S\e(éfl U Cfg) et de lintersection

R,((‘L?l U 632) des classes duales Ce sont donc K¢(.%, 5 Z,), respecti-
vement K¢(F, U.Z,).
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