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LES FORMULES ASYMPTOTIQUES POUR LES
SOLUTIONS D'UN SYSTEME DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

M. Ris, Brno
Présents le 1, juin 19656

Dans cet article on déduit, par la méthode des approximations
successives, des formules asymptotiques pour les composantes des
solutions du systéme x; = ay(7)x; + fi(r,2y,. .., 2,).

Introduction. Envisageons le systéme
x' =A(T)x + g (7, x),

oll x signifie un vecteur ,,...,z,, T une variable réelle, A(r) une matrice
carrée dont les composantes a;; sont des fonctions continues pour
T = 7, et g(7,x) une fonction vectorielle. Nous supposons que toutes les
valeurs caractéristiques de la matrice A(zr) sont simples. Dans ces .
hypotkéses il existe une matrice R(t) de telle sorte que, le systéme en
question se transforme par la substitution x = R(t)y en

*) : Y = J@y + f(z.y)

J(z) étant une matrice diagonale et f(r,y) = —R-! (v)R'(z)y +-
+ R-X(7)g(7,R(z)y). 8i la perturbation f(r,y) est assez petite, on peut
comparer les solutions du systéme (*) avec celles du systéme réduit

z' = J(r)z.

Plusieurs auteurs se sont occupés du systéme (*) dans ’hypothése que
matrice J(tr) tend vers une matrice constante. On trouve une biblio-
graphie détaillée & ce sujet par ex. dans la monographie de M. L. Cesari
[1] ou celle de M. R. Bellman [2].

Dans ce quisuit, on déduit par la méthode des approximations suc-
cessives des formules asymptotiques pour les solutions du systéme (*)
dans le cas général.

Théordme 1. Sotent o > 0, c; des constantes réelles,') a(t), y;(z),
a; (v) (1 =1,...,n) des fonctions continues pour 1€ J = < 73, ©0),

'yi(T) g Os
1) Les minuscules grecques signifient des nombres réels.
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fi(@2y,. : ., %,) des fonction continues dans la région R: ved, |x;| < 0.

Soit
@ {0 |fdz.0, ....0) | S yi(x) exp{ [ Re a},?)
n
(2) ]fﬁ(rs x{s sy xvlz) ~fi(":’ m‘ll‘ ey Q":l) ‘ é '}’5(7)121 l x; - x’j ‘
pour tous les couples de points (r,x;,. . osy), (1,21, . .,2,) € R. Supposons
ci-aprés Uexistence d’un nombre e, 0 < & < 1, de maniére qu’il soit remplie
pour t€J et it = 1,.. . n, au moins une des conditions suivantes:
(3) s < =,
n
(A) p
(4) | 2(to) + ¢;| [ Re(a; —a) < a < oo,
By < &
(5) 0f(r) < poul)
(B) v
| © | 2(zo) | [ Re(ay—a) < « < o0;
on pose

) = [ exp{f Re (a;;—a)} y,(0) do,

T v
6Py = [exp{ [ Re(az—a)} y,(0) do.
%o L4
Soit A Uensemble de tous les 1 pour lesquels se trouvent remplies les
wmégalités (A ), B'lU'ensemble de tous les ¢ qui n’appartiennent pas & A. Soit
2,(7),. . ., &, (t) une solution des équations différentielles
7 z; = ay(r) %; + fi(T, 2y, ..., ).

Alors il existe pour chaque (i = 1,. . .,n) une fonction h; de sorte qu’on a

®  21) = (7w + clexp{ [ (@g—a)} +hv) exp{ [a},

12 v
. %) Nous écrivons dans la régle, pour simplifier, f f au lieu de f f(s) ds.
70

To



9) hy(t) = O[64(7)] pour i€ A4,

(1) 20) = (are) exp{ [ (65— a)} +h@)exp{ fa},
(11) h,(r) = O[6® (r)] pour i€B.

Démonstration. Posons
(12) 2(v) =[x(vy) + ¢;) exp{ [ a,} —
7o

— [ exp{ [ a} filo.ay(o),. .. z,(0)]do_pouried,

52

(13) 2(v) = x(vo) exp| [ ag} +

To

+ feXP{f ag) filo.2,(0),- .., ,(0)]do pour i€B.
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On vérifie facilement que toute solution de ce systéme des équations
intégrales est en méme temps une solution du systéme (7). Nous allons
démontrer, par la méthode des approximations successives, que les
composantes de chaque solution en question satisfont aux conditions

(8), (9) ou bien (10), (11).
Posons, dans ce but,

T
20(x)=a(r) exp{ [ a}, i=1,...m,
7o

7

(14) 2™(7) = [w(ro) + ¢ exp { [ ag} —

%o

-] v
— f exp { f a,-i} filo, 2™(0), ..., x™(c)]do pour €4,

(15) 2 (7) = z(v,) exp{ [y} +

+ f exp{f ag} filo, 2™(0), ..., 2™ (g)]do pour icB.

En posant
Az0(7) = | 20(z) |,
A7) = | 0(r) — 2P(e) |,
on a évidemment

(6 - AxP(z) < | 2,(7,) | expf f Rea}
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et d’aprés (14) il vient pour m = 0:

T

AxP(7) = ‘ [2:(to) + ¢;] exp { f a,.‘-} — (7o) €xp { f a} -

— [ expl [ a}fio,200), ..., 200 do | <
< exp{J Rea} [Iz(zy) + ¢ lexp { | Re(az—a)} + |z +
+ [exp{ erea,ﬁ—« f Rea} |fia,z0(0), ....x0(0)]| da].
En posant x = Z | ;(ty) |, nous avons d’apres (1) et (2)
i=1

| f{o, 2(0).. .., 22 (0)]] = | filo, (o), . .., P(0)] — fil0, 0, ..., O] | +

+1£d0,0, ... 0| 4(0) 3, 12P(0) | + yi(o)exp | [ Rea} <

1= 0 To
= (¢ + l)y,.(a')exp{f Rea}.

Les formules et les inégalités (3), (4) entrainent

A1 e < exp [ Reahfot %+ (x + 1) 4] =
x +1

n

geéexp{fRea}, 0= atn +

Pour ¢ € B on trouve d’une maniére analogue, d’aprés (15), (5) et (6),
(18) Ax?)(r\) = Ix.f(r.,)exp{f G55} — (7o) exp {f a} +
+ _fexp { fa,-i}fi[o, (o), . .., x9(0)] dol < edexp{ fRe a}.
Pour n?g' 1 eto 7€J on tire des équatioﬁs (14), (15): "
 aeron < | Fexo ([ a (o) . oio0 —
— f,-Ea, x;"‘":(va),‘. e, x}‘m;l’(a)] daf =

< [ exp{[ Reay}y.(0) D, Az™(0) pouried
17 .6 j=1 .
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et
Azm(7) < f exp f Re a"}y.(o') Z Ax"’"(a) pour i€B.
Nous allons démontrer par récurrence, pour 7€J,m = lets = 1,...,1,
les formules: - ‘ .
(19) Az (7) < gm*1§ exp{fRe a}.

Soit d’abord 7€4. Dans ce cas on a
Az 0(r) < emnd [ exp{ [ Rea + [Rea}y(o)do <
T g £ 1)

< e™nd exp{ [ Rea} 64(x).
De méme pour €5,
€
Az (7) < e™nd exp{ f Rea)}d5(z)
To

Les inégalités (3) et (5) entrainent, pour ¢ = 1,...,n et m = 1 la formule
(19). En vertu de (16), (17) et (18) cette formule est valable aussi pour

m = 0, —1. On voit en tenant compte de

(20) | (x)| < dexp{ fReai =168eip{fRea}
0 —é&- %0

que la série
z(7) = z0(z) + Z [zf™+D(z) — 2™(7)]

est absolument et uniformément convergente dans tout intervalle
7, <7t < T < oo. L'inégalité (19) entraine que les fonctions Az{™*1 (z) sont
finies dans J. On en déduit par récurrence I’existence de la. deuxiéme

intégrale figurant dans (14) pour chaque m.

Ona
|2,(z) = (r)i—lz | [=¢*0(z) — (0] | < Sexp { f Req}Zef“—

— exp {;af Re’a‘}
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et

[21) — 2+ (r) | = | [ exp{ [ ag} (filo, 21 (0), ..., z,(0)] —

m+1 T
— fdo, 2 (0), ..., 2™ (0)])do < 81 on exp { f Re a,} 84(r) >0
_ a
pour m — oo et i€4. Il en résulte
[} T
lim f exp{f a”}f,-[a, z{™(a), ..., 2" (0)] do =
m—>0 ¢ o

= [ exp{[ i} filo,m(0), ..., z,(0)) do.

En se servant de I'inégalité (20) on obtient finalement

| [ exp{ [ ay— fa}f;[o, 2,(a), - .., 2,(0)] do | S_(l -} Ti

J ) st

€
et puisque, on a, pour €4,

z;(v) = exp { f “} ([xi(fo) + ¢;] exp { f (a;; — “)} -

T -

- f exp{fa’ii - f a}f{[a’ xl(a)’ L] xn(a)] da):
on trouve les formules (8) et (9).

Pour achever'la démonstration il faut démontrer que les fonctions
z; (t) sont différentiables dans J. A cause de la continuité des fonctions
z{™+1(7) et de la convergence uniforme (™ (7) — z,(7) les fonctions z,(t)
sont continues et par conséquent différentiables; cette derniére propriété
résulte de la formule ' '

z7) = exp{ [ ai} [zlze) + o;—
- f exp { fo a’“}fl'([a’ xl(a)) RS} x”(d)] dO'] .

On démontre les formules (10) et (11) par des considérations analogues
aux précédentes.
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Théoréme 2. Nous supposons valables les hypothéses (1) du théoréme 1.
Soit a () une fonction continue satisfaisant au moins pour un index 1, aux
conditions

(21) Re (a;;—a) < 0, joRe (@;; —a) = — o
et remplissant pour les autres indices?es formules

(22) Re (@;, —a) < 0, fRe (@;; —a) = oo.
Soit finalement “

(23) lim rif®) =0 pouri=1,...,n.

7->®© Re [a“-(r) - (J/(T)]

Dans ces hypothéses le systéme (7) posséde une solution z, dont les
composantes x,; satisfont aux relations

(24) lim x,;(7) exp{ — f Rea} =0.

Démonstration. Soit A I’ensemble de tous les ¢ pour lesquels
subsistent les relations (22), B 'ensemble de tous les ¢ qui n’appartient
& A. Pour chaque i€4 on a

34(x) = max (y,(0)/Re [ai(0) — a(o)) [ Re[a;(0)— -

~ a (@] exp{/ Re (0, —a)} do = max (y,(o)/Re [a(0) —

— a(@)]) [—exp{ [ Re (a; —a)}]7 =

= max -(yi(d)/Re [a;i(0)—a(6)]) >0 «pourt—> ©
27 :
et, par conséquent, lim §#(r) = 0.
¢—+00
Pour i€B et pour tout nombre ¢ > T > toon a
7

(25) 8P(r) = exp{ [ Re (a;—a)} [ eXP{foRe (@ —a)}yi(0) do +

%o

+ Tf Re [a,,(0) — a(0)] exp {-f Re (a;; — a)} y:(0)/Re [a;,(0) — a(a)] do.
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Soit & > 0. D’aprés (23) il existe un nombre 7' tel qu’on a
E
max y,(c)/Re [a,(c) — a(0)] < 3
o2T

la dernitre intégrale du second membre de I’équation (25) étant infé-

rieure & %. La premiére intégrale de cette relation tend vers zéro pour

7 —> 00; il en résulte que I'intégrale en question est inférieure & —2(5- pour 7

suffisamment grand. On a alors 6%(r) < e pour v > 7;. En posant
T; (o) + ¢; = 0
pour 1€4 et z; (7,) == 0 pour i€B, la formule (24) résulte du théoréme 1.

Lemme 1. Si les fonctions @,y sont continues pour T = ‘t'o.,’lp =0et

s Ts
(26) inf fq)=-——oo, sup f¢<oo
L te<ni<tg 71 T<n<ry 71
(27 [ v < oo,
alors '

lim fexp f @} p(o)do = 0.

T—+®© 7o
[ 2
. Démonstration. Nous allons démontrer tout d’abord lim f Q=

>0 79

— F
= — 0. Supposons que I’on ait lim f @ > — co. Alors, il existe une

. T+ tg

: N . Tn
constante x, et une suite 7, — co satisfaisant & la formule f Q> %.
¥
Posons ’
. ‘s
sup f Q=%
<<nu<lra

eﬁ ohoisissons #g < ‘xl — 2#;. En vertu de (26) il existe deux nombres
T1,Tg,Ty < Ty de sorte que f @ < #5. 11 en résulte f @ <xg + 2x5<2,
pour chaque 7, > r,, ce qul est absurde.



207
v T
Chqisissons maintenant T = 7'(t) de manitre & avoir 1‘[ @ =_21- f @

On a évidemment T'(r) —> oo et f @ — — oo pour T — 00. Subsiste
U

évidemment, la formule
13 T T T
(28) [expi [ ghv@rdo= [+ [
%o (4 To

et on peut facilement démontrer que le second membre tend vers zéro
pour 7 — 0. On a, en effet,

v{TexP fﬂ dv—exp{fw} fexp{fqv}w(a)das

Uy
< emexp {f(p f p(o)do -0 pourt—> ©
T To B
et les relations (26) et (27) donnent

i{exp f(p a)do‘Se"n f y(o) do 0.

Le second membre de (28) tendant vers zéro pour v — o0, le lemme se
trouve démontré.

Théordme 3. Soient dans le systéme
29) 7 =ay[@), + ap@)T, + ... + a0, i=1...n,
les fonctions a;,(t) continues pour v = 7, et telles que

(80) . [ ey |dr < co'pour i = j. -

8t tous les couples d’indices 1, k vérifient au moins une des inégalités

~

(31) ' inf f"Re (@ — @g) > —

=<ty 1

(32) , sup [ Re(a;—ay) < ©
to§ﬂ<tz 2

alors il existe n solutions indépendentes, x;, du .systéme (29) qua youwsentv
de la propriété

(33) - w0 = exp{ [ ay(0) do} (€, +0 1),

C, étant un vecteur constant différent de 0.
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Démonstration. Les hypothéses du théoréme 1 se trouvent remplies

n -
pour y; = . | @;(7) |- Posons a = ay,; . Soit A I'ensemble des ¢ pour les-
i=1

] o . .

quels subsistent les inégalités (31) et B 'ensemble des 7 qui n’appar-

tiennent pas & 4. Choisissons finalement ¢; = 0 pour tous les ¢ et z;(t) =0

pour i == k, z,(t,) = 1. On voit immédiatement que les hypothéses (4)
i o]

et (6) sont satisfaites et qu'on a, en vertu de (31), 6i(r) < x f y;—>0.
Pour i€B subsiste I'inégalité (32) et comme inf f Re(a;; —ay,) =
) toSﬂ<‘ta T

T
= — o0, on a lim f Re (a;; — a;;) = — 0. Du lemme 1 on tire

T—0 T¢

83(x) = f exp f (@;; — @)} y:(o) do — 0 pour T — co.

D’apres le théoreme 1 il existe pour chaque %k une solution dont les
composantes z,; satisfont aux relations

2 = (8, + o(1)) exp{ f aylo)do}, 8, =0 pour ik, &, =1

On voit immédiatement que les solutions en question sont indépen-
dantes.

Lemme 2. Sotent o, 4, u des nombres quelconques a>0,u>0,¢t @, p des
fonctwns continues pour T = 7,, p = 0. Posons &(t) = f exp { f @ yp(o) do.
Soit

o+oa

(34) sup [ y=x<
' 0214 O
(35) f<p<l—,u(t~—a),1:>o'2_'ro.
Alors on a -
' »et
(36) o . S(T) < —]-‘:-'e—__—‘;;.

8i Von suppose au liew de (34) la validité de la formule

ota
37 . : lim [ p=0

¢+ ¢
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ona

(38) lim &(t) = 0.

[ 2ad ]

Démonstration. Pour chaque 7 > 7, + « il existe un nombre natu-
rel, n, de sorte que na < v—7y < (# + 1) x. Pour N < non peut
écrire

| N o—(i—Da n g—(G=Da —y
=2 [ =+ 2 w4+ [ +.
1 r—ja N+1 r—ja To
En posant
o+a o+a
Hy = Sup f ’(I), Ky = Sup f w,
. 5 6<r—Nao t—Na<lo<r—Na o
on a en vertu de (35)
N n
(39) g(r) < g D, eA—wali=1) | 5 ( z eA—ma(—1) | gA—puna)
1 N+1
et alors
e(t) < % e‘—l———+ n et —nNe 1 —
BY 1 —em [ —ea"

Soit 7 un nombre positif. En supposant vraie la formule (37) on-peut

92 A T ]
choisir N, N > pl;log—ﬁ(Tf_l—z_—”;)—de sorte que , <-727—-1————-0;—-,

On a done &(t) < —;-7] + ‘—;-17 = 7 et il en résulte (38).

En supposant vraie la formule (34), posons N = 0, L’mégahté (39):
donne (36). Le lemme se trouve ainsi démontré.

Théoréme 4. Nous supposons que les hypothéses (1) du théoréme 1 soient
remplies et que U'on ait

T
fReai,- <A—plt—o) (<0, t>0=10t=1,...,0).
(4

8’1l existe un nombre positif € de sorte

o+a —
&(1 — e™m)
(40) of : ———i=L...m,

alors toutes les solutions du systéme () sont bornées. 8%l subsiste au liew
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de (40) la’ relation
o4-a B

lim f y; =0,

0+ ¢

alors toute solution tend vers zéro pour T —> 0.

Démonstration. La proposition découle du lemme 2 (y = ¥,
@ = Rea;;) et du théoréme 1.

Théordme 5. Nous supposons les fonctions a;;(t) continues pour v = 7, &
remplissant pour tous les i, j, 1 < i, j < n au moins une des conditions

(C), (D)

fRea‘-,.<x1(ro_§a<-r),
(C) S -
(41) f|“¢1|<”2(j 1),
fReaii<l—y(r~—a) (w>0,1,=0<7)
’ ota ’.
(D)} 42) [ eyl <% (@>0,i<j),
' . ota _
(43) im [ [a;l=0 (>}

Alors toutes les solutions du systéme (29) sont bornées.

. ota
Remarque. Au lieu de (42) et (43) on peut supposetr f la;] <2
o o+a ' ¢
pour ¢ > j, im f |ay| = 0 pour s < j.
o>

L4

Démonstration. Pour n = 1 la proposition est évidente. Supposons
alors n = 2. Soit 7 une constante positive. En posant y; = %"~'z;, nous
avons ,

” n .
Yo =Tim = 121 ay; =" ,zl %Yy
et, par conséquent, '

. ,
(“)» ‘ yi= ’Z‘bqyp by =n"ay.
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Les solutions du systéme (29) sont bornées si et seulement si les solutions
du systéme (44) sont bornées. Posons y; = 2 | b;;|. Choisissons 7
it

< min {1 ————8(1 —e")
K T 2(n—1) nxyet )’

¢ ayant le méme sens que dans le théoréme 1. Nous pouvons choisir 7,

de sorte qu’on ait pour toute fonction a;; satisfaisant & (41)
- i‘? en™ 1
To l a | < ( - 1) ex

et pour chaque a,;; vérifiant (43):

o+a n—1
&n
su a, < -——,
e 4 af @] < 5o =T

On a done pour tout index ¢ qui vérifie les hypothéses (C)

f exp { f Rea}pi(o)do = > [ exp| f Rea,} | b;(0) | do <

R

n—1
1-n(y xli____ = .6_
s =D e =
Pour tout index i qui satisfait aux hypothéses (D), on a §,(7) =

= Z + 2 La premiére somme du second membre vérifie les inégalités
i<s j>i

fexp{fRea [b;;(0) | do < ﬁl A fexp fRea,,}Ia,,(o‘){do'<
i<i o 7<'To '

_ enpt1 £
<nTMe—1) 2(n —1)n ~on
et en ce qui concerne la seconde, nous avons, d’aprés le lemme 2,
|a'|1!’ @ = Reaﬁ’”= %2)

S exp{f Rea,} rb,,<a>fdo<n2 f exp f Rea,} |a; (o) |do <

>4 7o >i1q
x,e" , € i

< — ) <5

On a donc 8,(7) < ;i— Les hypothéses du théoréme 1 se trouvent remplieg
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pour a = 0, ’ensemble 4 est vide et on a, par conséquent, (10), (11).
Le théoréeme se trouve démontré.

Remarque. Ce théoréme généralise le résultat de M. A. II. Mon-
‘ceerko [3].
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