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LES FORMULES ASYMPTOTIQUES POUR LES 
SOLUTIONS D'UN SYSTÈME DES ÉQUATIONS 

D I F F É R E N T I E L L E S 

M. I U B , Brno 

Présenté le 1, juin 1965 

Dans cet article on déduit, par la méthode des approximations 
successives, des formules asymptotiques pour les composantes des 
solutions du système x\ = a (̂T)o?t- -f f%(t,xv..., xn). 

Introduction. Envisageons le système 

x' = A (t) x + g (T, x), 

où x signifie un vecteur xv... ,xn, T une variable réelle, A(t) une matrice 
carrée dont les composantes at;- sont des fonctions continues pour 
T ^ T0 et g(T,x) une fonction vectorielle. Nous supposons que toutes les 
valeurs caractéristiques de la matrice A(r) sont simples. Dans ces 
hypothèses il existe une matrice R(T) de telle sorte que, le système en 
question se transforme par la substitution x = R(r)y en 

(*) X' = J(r)y + f(T,y) 

J(T) étant une matrice diagonale et f(T,y) = —R_1 (T)R'(T)y -f 
+ R~x(T)g(T,R(T)y). Si la perturbation f(T,y) est assez petite, on peut 
comparer les solutions du système (*) avec celles du système réduit 

Z' = J(T)Z. 

Plusieurs auteurs se sont occupés du système (*) dans l'hypothèse que 
matrice J(t) tend vers une matrice constante. On trouve une biblio
graphie détaillée à ce sujet par ex. dans la monographie de M. L. Ce sar i 
[1] ou celle de M. R. Be l lman [2], 

Dans ce qui suit, on déduit par la méthode des approximations suc
cessives des formules asymptotiques pour les solutions du système (*) 
dans le cas général. 

Théorème 1. Soient a > 0, c{ des constantes réelles,1) a(t)t y^t), 
au (t) (* = 1,.. .,w) des fonctions continues pour r€ J .== < to> °°)» 

1) Les minuscules grecques signifient des nombres réels. 



200 

fi(t>xi » • ••• >xn) des fonction continues dans la région R: r£j, \x{\ < co. 

[Soit 

d) 
(1) |/.(T,0, . . . , 0 ) |< ;y t . (T )exp{ /Rea} , 2 ) 

* 0 

n 

(2) I /<(T, x{,...,x'n) —f{{x, x"v...,x"n)\^ y,(T) V | *} - X"t | 

pow faras les couples de points (r,x[,...,a$, (r,x\,...,a£) e R. Supposons 
ci-après Vexistence d'un nombre e, 0 < e < 1, de manière qu'il soit remplie 
pour rÇjf et i = 1 , . . . ,n, au moins une des conditions suivantes: 

(A) 
(3) # ( т ) < - , 

п 
х 

(4) | х-(г0) + с< | / Ее (аи — а) ^ а < со, 

(B)i 

£ ' 
(5) af (T) < . 

n 
X 

(6) | ^ (T 0 ) I / Re(a«—a) g a < oo; 
TO 

on- pose 
oo r 

^ ( T ) = / exp { / Re (au — a)}y{(a) da, 
T Of 

% % 
$i(r) = / exp { / Re (au — a)} yi(a) da. 

Soit A r ensemble de tous les i pour lesquels se trouvent remplies les 
inégalités (A), BT ensemble de tous les i qui n'appartiennent pas à A. Soit 
#I(T), . . . ,%n(t) une solution des équations différentielles 

(7) x^ = au(r) x{ + /<(T, % , . . . , xn). 

Alors U existe pour chaque (i = 1 , . . . ,n) une fonction h{ de sorte qu'on a 

x r » 

(8) ^ ( T ) -= ([^(To) + c j exp { / (au — a)} + h^r)) exp { / a ] , 

*) Nous écrivons dans la règle, pour simplifier, / / au lieu de / f(s) ds. 
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(9) ht(r)^0[ôf(r)lpouriçA, 
X X 

(10) x((r) = (^(r0) exp { / (aH — a)} + h((r)) exp {fa}, 
*o xo 

(H) hi(r) = 0[ôf(r)]pourieB. 

D é m o n s t r a t i o n . Posons 
X 

(12) X^T) =fo(T0) + c^ exp { / a{i} -
xo 

00 x 

™ / e x P { / »«} fi\PM<*)> • • • >*»(<*)] d<7 ^ 0 ^ *€-4, 

x 

(13) ^ ( T ) - i<(T0) exp { / aj + 
Xo 

x x 

+ / e x P { / au) fi[?M<*)> • > «»(<*)]<*<* _pow *eB. 
ro © 

On vérifie facilement que toute solution de ce système des équations 
intégrales est en même temps une solution du système (7). Nous allons 
démontrer, par la méthode des approximations successives, que les 
composantes de chaque solution en question satisfont aux conditions 
(8), (9) ou bien (10), (11). 

Posons, dans ce but, 
X 

xf\r) = X^TQ) exp {fa}, i = l,... ,n, 
r0 

x 

(14) ^+ 1 )(T)==K-(r0) + c J e x p { / a . , } - -
tr0 

00 x 

"- / exp { / %}/*!>, zf»(o), ..., xf >(a)] d<T pour iç.A, 
x a 

(15) x<j»+»(r) = xt(r0) exp { fau} + 
X9 

x x 

+ f exp { / aH} f{[a, xf\a), ..., x(™>(a)] da pour ieB. 
xo c 

En posant 
âx$»(T)=\X?\T)\, 

Axf+1)(r) = | x\m+1)(r) — xf^r) |, 
on a évidemment 

(16) Axf)(T)^\xi(r0)\exp{fB^a} 
rn 
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et d'après (14) il vient pour m = 0: 

àxf(r) = | [x{(r0) + «,] exp { / aj — x((r0) exp { / a] -
To r 0 

00 t 

- / exp{ / aii}f.[a, xf>(a), . . . , .-«»(<-)] d<r | <£ 

^ exp { / Rea} [ | xfa) + c< | exp { / Re (au—a)} + | x4(r0) | + 

*o fo 

+ / exp { / Re aa - / Re a} | L[<r, af>(<r), . . . , <°>(<r)] | d<r]. 

n 

E n posant x = 2 I *.(*"(>) I> n o u s avons d'après (1) et (2) 
i = l 

| /,.[<r, *«»(<-),..., aff> (<r)] | = | /,.[<r, af>(<-),..., .»«-(<-)] -fia, 0 , . . . , 0] | + 
+ |/,.[tr, 0, . . . , 0 ) | ^ y » 2 |af>(<r)| + y < (< r )exp{ /Rea} <l 

^ ( « + l ) y . ( f f ) e x p { / R e « } . 
TO 

Les formules et les inégalités (3), (4) entraînent 

(17) Ax\»(r) g exp { / Rea} [a + x + (H + 1) ôf(r)] ^ 

gBdexpiJBaa), ô = ±±!L -' * + * 
* 0 € » 

Pour i € I? on trouve d'une manière analogue, d'après (15), (5) et (6), 

(18) /Jaf>(T) = j a;,.(T0) exp { / au} — x((r0) exp { / a} + 
( * 0 TO 

+ / exp { / ow}/«[<r, « a ) , . . . , .-«(<-)] dcr | ̂  £<5 exp { / Re a } . 
CO «7 fO 

Pour m >̂ 1 et rÇ.J on tire des équations (14), (15): 

Axf^(r) <L | / exp { / au) (/,[<*, * T (*>> . . . , *->(*)] -
r <x 

- Si \P, xT^a), ..., a;<r * V) ] àa | ^ 

<; /•ezp{/Bea<<}y{(o r> *2,'âttf*{û) pouri^4 
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et 
X X f» 

Axf*+1)(T) <£ / exp { / Re au} y{(a) 2 drf*(o) pour içB. 
TQ a / « l 

Nous allons démontrer par récurrence, pour T€«/»W *> 1 et i == 1,. . .,fy 
les formules : 

X 

(19) AX^+1)(T) ^ em+1ô exp { / Re a}. 

Soit d'abord içA. Dans ce cas on a 

00 fr a 

Axf+1)(T) ^ emn(5 / e x p { / Re a + fRea}y{(a) da ^ 
r a XQ 

x 

^ emnô exp { / Re a} ^ ( T ) . 
VQ 

De même pour &G-#, 
% 

Axf+1)(T) ^emnôexç{fBea}ô?(T). 
xo 

Les inégalités (3) et (5) entraînent, pour i = 1-,... ,n et m ££ 1 la formule 
(19). En vertu de (16), (17) et (18) cette formule est valable aussi pour 
m = 0, — 1 . On voit en tenant compte dé 

X 00 c T 

(20) J ^ ( T ) | ^ <5exp{/ R e a } 2 £ W = = l e x p { / R e a } 
tQ 0 1 # XQ 

que la série 
00 

*<(*) = * f (*) + 2 [*f+1>(T) — ^>(T)] 
m»-0 

est absolument et uniformément convergente dans tout intervalle 
T0^T^T < oo. L'inégalité (19) entraîne que les fonctions Ax\m+1}

 (T) sont 
finies dans «/. On en déduit par récurrence l'existence de la deuxième 
intégrale figurant dans (14) pour chaque m. 

On a 
oo x oo 

I *M —a%»(T) | = | 2 I L - f^to — a f (T)] I £ â exp { / Rea} 2 «'+1 = 
/—"» «o / — » 

= ——-exp{J ïteoY 
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et 
00 t 

| Z,.(T) - a f + « ( T ) | = | / exp { / ow} (/«[a, x. (ff), . . . , s » ] -
r or 

- /«[<r, af>(ff), • • •. «T(<r)l) da ^ -y—— exp { / Re a} 6f(x) -> 0 
1 £

 TQ 

pour m -> oo et âeA. Il en résulte 

00 T 

lim / exp { / att }fi[a, .-*•>(<-), . . . , <"»(cr)] dff = 
m-*-oo r o 

00 T 

= / exp { / au} /«[or, a,-.(cr), . . . , sw(<r)] do\ 

En se servant de l'inégalité (20) on obtient finalement 

| / exp { / a u - fa) fia, xt(a),..., xn(a)] da | ^ ( l + - £ - ) # ( T > 

v a *o \ 1 e / 

et puisque, on a, pour içAf 

T T 

x{(r) = exp { / a} ([X^TQ) + c j exp { / (ai{ — a)} — 
t u f o 

00 t: tr 

~ / e xP { I a u — I «}/<!>» xi(<*)> • • • » **(*)] <*<r). 

on trouve les formules (8) et (9). 
Pour achever "la démonstration il faut démontrer que les fonctions 

Xi (T) sont différentiables dans J. A cause de la continuité des fonctions 
3-0»+D(T) e^ j e j a convergence uniforme a:Jm> (T) -> ^ ( T ) les fonctions x{(r) 
sont continues et par conséquent différentiables; cette dernière propriété 
résulte de la formule 

a?ť(т) = exp { / aťť} [яť(т0) + cť — 
т 0 

a> * 0 

~~ / e x P { / *«}/*(!>» *i(<*)» • • •»xnШ d<*] • 

On démontre les formules (10) et (11) par des considérations analogues 
aux précédentes. 
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Théorème 2. Nous supposons valables les hypothèses (1) du théorème 1. 
Soit a (r) une fonction continue satisfaisant au moins pour un index i, aux 
conditions 

00 

(21) Re (o„ — a) < 0, / Re (o„ — o) =- — oo 
ro 

et remplissant pour les autres indices les formules 
00 

(22) Re (o„ — a) < 0, / Re (o„ — o) = oo. 

Soit finalement 

(23) lim ^ ( T ) = 0 2><™r i = 1, . . . , » . 
^oo Re[a t ï(T) — a(T)] 

DawB ces hypothèses le système (7) possède une solution xk dont les 
composantes xki satisfont aux relations 

V 

(24) lim xki(r) exp { — / Re a} = 0. 
T-+00 TO 

D é m o n s t r a t i o n . Soit A l'ensemble de tous les i pour lesquels 
subsistent les relations (22), B l'ensemble de tous les i qui n'appartient 
à A. Pour chaque i$A on a 

oo 

ôf(r) <: max (y,(«-)/Re [o„(<r) - o(<r)]) / Re [o„(tr) - • 
oi^tr r 

r 

— a (a)] exp { / Re (au — a)} àa = max (y<(<r)/Re [aw(cr) — 

- «(*)]) [ - exp { / Re (o„ - o)}]? =-. 
«7 

= max (yt.(flf)/Re [att(or) — a(a)]) -> 0 «pour T -> oo 
c=^r 

et, par conséquent, lim <5^(T) = 0. 
r->oo 

Pour içB et pour tout nombre a > T > r0 on a 

(25) ôf(r) = exp { / Re (a„ - a)} / exp { / Re (att — a)}7i(a) àa + 

+ / Re [au(a) — a(o)] exp {-/ Re (o„ — o)} y ^ / R e [au(<x) — o(<r)] dtr. 
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Soit e > 0. D'après (23) il existe un nombre T tel qu'on a 

max y<(cr)/Re [a{i{a) — a(a)] < ~ 

la dernière intégrale du second membre de l'équation (25) étant infé-
g 

rieure à —-. La première intégrale de cette relation tend vers zéro pour 

T -> oo ; il en résulte que l'intégrale en question est inférieure à —- pour x 

suffisamment grand. On'a alors ôf(x) < epour x > xx. En posant 

*< (To) + ci = 0 

pour içA et #.$ (r0) 4= 0 pour içB, la formule (24) résulte du théorème 1. 

Lemme 1. Si les fonctions <p,ip sont continues pour x ^ x0>ip ^ 0 et 

? ? 
(26) inf J 9? = — oo, sup J ç> < oo 

f0<tl<Tl %t TQ<%\<X% %l 
oo 

(27) / y> < oo, 

afora 
' T . f 

lim / exp { f q>} ip(a) d<r -= 0. 
tr-*-oo f 0 a 

r 
D é m o n s t r a t i o n . Nous allons démontrer tout d'abord lim f q> = 

tr-*-oo T 0 

T 

= — oo. Supposons que Ton ait lim / q> > — oo. Alors, il existe une 

Tn 

constante HX et une suite xn -> oo satisfaisant à la formule / q> > HX. 
-« *• 
Posons 

sup J ç>-=*2 
**<i\<*% n 

et choisissons HZ < HX — 2%. En vertu de (26) il existe deux nombre» 

r* ï* 
Ti»T2»Ti < Ta de sorte que J q> < HZ. Il en résulte J tp<Hz + 2nt<Hx 

*t n 
pour chaque r* > Ta, ce qui est absurde. 



207 

Choisissons maintenant T =. T(r) de manière à avoir / <p = —• / 97. 

On a évidemment T(r) -> 00 et f q>-+ — 00 pour T -> 00. Subsiste 
T 

évidemment, la formule 

(28) / exp { / <p) y(a) da = / + / 
*o c VQ T 

et on peut facilement démontrer que le second membre tend vers zéro 
pour T -> 00. On a, en effet, 

T T v T T 

/ exp { / <p) ip(a) da = exp { / <p) J exp { / 9?} %p(a) da ^ 
To o T tr0 a 

% T 

<, e*- exp { /ç?} / \p(o) dcr -> 0 pour r -> 00 

et les relations (26) et (27) donnent 

/

% % r 

exp { / <p)tp(a) da «g e*- / ip(a) dor->0. 
Le second membre de (28) tendant vers zéro pour T -> 00, le lemme se 
trouve démontré. 

Théorème 3. Soient dans le système 

(29) x\ = ail(r)x1 + ai2(r)x2 + . . . + ain(r)xn, * =-= 2 , . . . ,n, 

fe fonctions a^(r) continues pour r ^r^et telles que 
00 

(30) . / | al7(T) | dT < 00 pour i 4= j . • * ' 

#i toit* tes couples d'indices i, h vérifient au moins une des inégalités 

? 
(31) inf J Re (au — akk) > — 00 

** 
(32) sup J ~Re(au — akk) < 00 

tO^Tl<Ctt Tl 

alors il existe n solutions indépendentes, xk+ du système (29) qui jouissent 
de la propriété 

(33) .. xk(r)~e^{fakk(a)da)(Ck + o(l)), 
*• 

Ck étant un vecteur constant différent de 0. 



208 

Démons t r a t i on . Les hypothèses du théorème 1 se trouvent remplies 
n 

pour y{ = 2 | aijfr) 1- Posons a = akk. Soit A l'ensemble des i pour les-
;-=l 
**< 

quels subsistent les inégalités (31) et B l'ensemble des i qui n'appar
tiennent pas à A. Choisissons finalement ci = 0 pour tous les i et x{(r0) = 0 
pour i =)= ky xk(r0) = 1. On voit immédiatement que les hypothèses (4) 

I 00 

et (6) sont satisfaites et qu'on a, en vertu de (31), àf(r) <J x / y ? ~ > 0 . 
t 

? Pour iç.B subsiste l'inégalité (32) et comme inf J Re (au — akk) = 
tQ^*tl<Ct% t \ 

% 
= — oo, on a lim J Re (au — akk) = — co. Du lemme 1 on tire 

T-*-CO t0 

x t 

*f M = / e x P { / R e (au — akk)} Yii<*) d(T -^ 0 pour T--> oo. 
*o ° 

D'après le théorème 1 il existe pour chaque k une solution dont les 
composantes xki satisfont aux relations % 

t 

xki = (àH + o(l)) exp{ / àkk(o) do}, ôki = 0 pour i =f= k, ôkk==l. 
to 

On voit immédiatement que les solutions en question sont indépen
dantes. 

Lemme 2. Soient oc, A, \i des nombres quelconques, oc>0,/w>0, et <p, %p des 
•*•" t t 

fonctions continues pour T 2^ T0 , ^ i> 0. Posons e{r) = J exp \J (f\ y>(o) do. 
tQ O 

Soit 
o + a 

(34) sup Jy) = x < oo 
0.>To O, 

t 

(35) / q> < X — fi(r — o),r>o^r0. 
o 

Alors on a 
xe* 

(36) e(r) < - ~. 

Si Von suppose au lieu de (34) la validité de la formule 

o+a 
(37) • lim . /• y = 0 



209 

on a 

(38) l im e(r) = 0. 
t-*-oo 

D é m o n s t r a t i o n . Pour chaque T > T0 + oc il existe un nombre natu
rel, n, de sorte que noc <£ T — T0 < (n + 1) <%. Pour N < won peut 
écrire 

-iV %—0'--l)« » *—(?—l)a r—«a 

*(T> = 2 / + + 2 / - * - + / * • 
1 t—/a N + l r—/a T0 

En posant 
o + a o + a 

Xx = SUp J ^> ^2 ~ S U P / ^5 
« u ^ K î - ^ a o r—Na<G<!V—-Va o 

on a en vertu de (35) 
N n 

(39) e(T) < ttgje*-^'-1) + ^ ( 2 e^-^O-D + e*-"»*) 
î N+i 

et alors 

e(r) < x2 e
A - —- + ^ e * - * * * 

1 — e - , « a x [ — e ~ ^ a ' 

Soit rj un nombre positif. En supposant vraie la formule (37) on peut 

i . • • AT AT x i 2xie* J ^ V 1 — e ~ " a 

choisir N, N > log —-—- de sorte que x9 < ~ = . 
JLIOC rç(l—e~<*a) ^ . 2 e A 

On a donc e(r) < -^r rj -\- --rj = rj et il en résulte (38). 

En supposant vraie la formule (34), posons N — 0. L'inégalité (39)» 
donne (36). Le lemme se trouve ainsi démontré. 

Théorème 4. Nous supposons que les hypothèses (I) du théorème 1 soient 
remplies et que Von ait 

T 

/ Re au < X — /U(T — a) (fi < 0, T > a > T0, i = 1 , . . . , n). 

8'il existe un nombre positif e de sorte 

(4o) 7yi<^^'i=i' n' 
alors toutes les solutions du système (7) sont bornées. S'il subsiste au liete 
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de (40) la relation 
0+OL 

И m / ľ г = 0 > 

afors toute solution tend vers zéro pour r ~> oo. 

D é m o n s t r a t i o n . La proposition découle du lemme 2 (y> = %, 
<p = Rea^) et du théorème 1. 

Théorème 5. Nous supposons les fonctions ##(T) continues pour r ^ T0 et 
remplissant pour tous les i, j , 1 <£ i, j <£ w au moins une des conditions 
(G),(D) 

(C) 

(D) 

/ Re % < нг (т0 <í a < т), 
ø 

00 

(«) / l%l<*2<J=И), 

tг 

f Ћeau < X—fi(r—a) (џ > 0,т0 <£ <т < т) 
ø 

ø+a 
(42) / | a,71 < *, (a > 0, ť < j), 

0 

- 0+« 
1(43) lim / |a i ; . | = 0 (г > j). 

0-X-OO 0 

Alors toutes les solutions du système (29) sont bornées. 
o+a 

Remarque . Au lieu de (42) et (43) on peut supposer / | a^ | < x2 
0 

o+a 
pour i > j , Hm / | a^ | = 0 pour i < j . 

D é m o n s t r a t i o n . Pour n = 1 la proposition est évidente. Supposons 
alors n *g 2. Soit ri une constante positive. En posant yi = t)Ammixif nous 
avons 

' y*' = v"~< x'i = »/,,-< 2 ow-v = 'TT* I w ' ^ 
et, par conséquent, 

(44) ïhi^J^')'"'^ 
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Les solutions du système (29) sont bornées si et seulement si les solutions 
du système (44) sont bornées. Posons yi- = S | b^ | . Choisissons r\ 

e(l — e"/**) . í, є l — в-*«) 1 
*<™N(»-l),ЦfrW' 

e ayant le même sens que dans le théorème L Npus pouvons choisir T0 

de sorte qu'on ait pour toute fonction ai} satisfaisant à (41) 

/K,-l 
er,n'-

n{n—-l)e*i 

et pour chaque a^ vérifiant (43): 

On a donc pour tout index i qui vérifie les hypothèses (G) 

T T T V 

<J,(T) = / exp { / Rea„}y,(cr) dcr = 2 , / e x P { / Rea«} I M * ) I da -S 

en71"1 s 
-g rji^n_ i) e*i- ' — W(TI — 1) ex- n " 

Pour tout index t qui satisfait aux hypothèses (D), on a ô{(r) =-

~ 2 "^ 2 ^ a P r e m i e r e somme du second membre vérifie les inégalités 
•?<* ?>* 

2 / exp { / Re ««} 16<y(<T) I <-<r < - j - - * 2 / exp { / Re a,,} | a„(<r) | da« 

< rjt-nfa _ l) *?* * - £ 

2(n — l) rc 2ra 

et, en ce qui concerne la seconde, nous avons, d'après le lemme 2, 
(f = I %/|, y — Re au, * = *a) 

.2 / exp { / Re aw} | &,7(<r) | da < t) 2 / exp { / Re aH} | al7(<r) | d<r < 

£ 
On a donc &(T) < —-, Les hypothèses du théorème 1 se trouvent remplies 

H n 
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pour a = 0, l'ensemble A est vide et on a, par conséquent, (10), (11). 
Le théorème se trouve démontré. 

Remarque . Ce théorème généralise le résultat de M. A. II. MOH-
ceeHKo [3]. 
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