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EIGENSCHAFTEN DES HALBVERBANDES
DER ZERLEGUNGEN IN EINER MENGE

VAicrav Haver, Bryo

Eingegangen am 3. November 1964

Es sei M eine feste nichtleere Menge und 5# = (M) die Menge
aller Zerlegungen in M, folgendermafBen teilweise geordnet: fiir 4, B
aus ¢ gilt A < B gerade dann, wenn jeder 4-Block in gewissem B-Block
liegt.! Ist A = (4,), willkiirliche Familie der Zerlegungen in M, so gibt
es in S immer die Zerlegung sup A (ist B(A) die Menge aller Blocke
von allen 4, € A, dann liegen a, b aus B(A) in demselben sup A-Block
gerade dann, wenn eine endliche Folge (ag, a,, ..., qa,), @y = a, a, = b,
solcher Blocke aus B(A) existiert, dal a,y a, ¥ ... ¥ %1} a,)? indem
die Zerlegung inf A nicht in jedem Falle existiert und existiert sie, so
sind die inf A-Blécke der Form n a, # 0, a, € 4,.% Die Menge 5 mit

%
einer solchen Ordnungsrelation < stellt also einen vollstindigen Halb-
verband dar (O. Boravka, [1], S. 16—19).

Eine teilweise geordnete Menge 7 (<) nennen wir relativ atomar,
wenn in 7 zu jedem Element a ein Element b > a existiert.® Man
sagt, dafl im Halbverbande 7 (£) die Nachbarbedingung gilt, wenn
fiir seine Elemente aus a < b auch ¢ < b U c fiir alle solche ¢ folgt,
fir die b y ¢ existiert mit @ = b n ¢. Den Halbverband 4 (<) nennen
wir relativ komplementdr, wenn man in ihm zu Elementen a < b < ¢
immer ein Element d so finden kann, dal ¢ =bn d und daBl bn d
existiert mit @ = b n d. Es ist wohl bekannt, daB die Menge aller Zer-
legungen auf M einen vollstindigen, relativ atomaren, relativ komplemen-
tiren Unterverband mit der Nachbarbedingung in S darstellt (. Ore, [3],
S.. 578, 587 und 596, bzw. [5], S. 162—165).

Wir zeigen nun, da auch 5 selbst die Eigenschaft der relativen
Atomaritit und die Nachbarbedingung erfiillt, im Falle card M > 1 aber
nicht die Bedingung der relativen Komplementaritdt.

Beweis. Es sei 4 €. Es gibt drei Arten der oberen Nachbaren

1 Terminologie nach [1], [4], [5].
2y bezeichnet die Inzidenz (die Relation eines nichtleeren Durchschnitts).

3 H, H; H, H sind Symbole fiir entsprechende Mengen-, bzw. Verbandsopera-
tionen. :

4 Der Begriff Halbverband ist im Sinne [3], S. 20 verwendet.

5 >~ bezeichnet die Relation der Nachbarschaft ([5], S. 21).
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von A. Hat A wenigstens zwei verschiedene Blocke a,, a,, -so kon-
struieren wir die Zerlegung B e 3¢, welche a, U a, als einen Block
besitzt und deren iibrige Blocke mit von @, und @, verschiedenen
A-Blécken zusammenfallen. Offensichtlich ist 4 < B; es handelt sich
um erste Art des oberen Nachbars von 4. — Ist besonders 4 keine
Zerlegung auf M, dann wihlen wir a,€ 4 und bezeichnen mit a, die
Erweiterung der Menge a, um gerade ein Element, das in keinem
A-Block liegt; wir konstruieren die Zerlegung B e S, die a; als einen
B-Block besitzt und deren alle restlichen Blocke mit von a, verschie-
denen A-Blocken zusammenfallen. Es ist ersichtlich 4 « B; wir be-
kamen zweite Art des oberen Nachbars von 4. — Es sei 4 € # wieder
keine Zerlegung auf M. Wir konstruieren eine Zerlegung B € 5# so, daf}
wir fiir ihre Blocke alle 4-Blocke erkliren und dazu noch einen einzigen
weiteren B-Block hinfiigen, der gerade ein Element enthilt. Es ist
wieder A < B; wir werden so von dritter Art des oberen Nachbars

sprechen. — Damit sind schon alle Moglichkeiten fiir obere Nachbaren
erschopft. Wir sehen also, daB es sich der Halbverband als relativ atomar
zeigt.

Es seien 4, B, C = 5#; A < B und es existiere B~ C mit B~C = 4;
wir behaupten, daf dann C < B— C. Tatsdchlich, ist erstens B der
obere Nachbar erster Art von A4, dann stimmen die B-Blécke mit
A-Blécken bis auf einen B-Bock b der Form a, U a, fiir gewisse einander
verschiedene 4-Blocke a,, a,. Weiter existieren verschiedene C-Blocke
¢y, €y, 80 dal a) < ¢;, ay = ¢,. Wir bemerken, daB selbverstandlich
kein C-Block gleichzeitig a, und a, enthilt. Weiter sind C-Blécke c,, c,
in demselben d € B — (' enthalten, weil ein B-Block b existiert mit b} c,,
b Y ¢, und sogar d = ¢, U c,, weil im umgekehrten Fall entweder ein
weiterer mit einem gewissen B-Block inzidenter C-Block c¢; — d oder
ein weiterer mit einem gewissen C-Block inzidenter B-Block b, < d
existiert, was beides unseren Voraussetzungen widerspricht. Wegen
(M ~d)md=(M\d)— Bistauch (M \d)nC=(M~d) n(B—C)
und B — Cist ein oberer Nachbar erster Art von C. — Es sei zweitens B
oberer Nachbar zweiter Art von 4. Bezeichnen wir mit (a,), die Menge
aller .A-Blocke, dann stimmen die B-Blocke mit A-Blécken bis auf
einen einzigen B-Block b = a,n {p}, wo ape 4, pe M \ Ua,. Wegen

* o

A = B ~C haben die C-Blécke di¢ folgende Form: ¢, > @, und c,,
wobei ¢, N a, =@, p¢cy Uc,. Die B— C-Blocke sind also der Form
cala # 0), ¢y U{P}, ¢,, so daB sich B — C als oberer Nachbar zweiter
Art von C ergibt. — Setzen wir drittens voraus, daf B als oberer Nachbar
dritter Art von 4 gewihlt wurde. Die Menge aller 4-Blocke bezeichnen
wir wieder mit (@¢4),. Dann stimmen alle 4-Blécke mit B-Bl6cken bis
auf einen einzigen B-Block der Form {p} mit pe M\ ua,. Wegen
§ -1
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A = B~ Chaben alle C-Blécke die Form ¢, 5 @, und ¢,,¢, N a, = @J,
wobei p ¢ ¢4, ¢, . Die B— C-Blocke sind also gerade ¢,, ¢,,{p}, so daB
B — C als oberer Nachbar dritter Art von C ausgeht. — Es folgt also,
daB S# die Nachbarbedingung erfiillt. ’

Es bleibt iibrig, die relative Komplementaritit zu behandeln. Ha-
ben wir also wieder die Zerlegungen 4 < B < Cin M. Jeder A-Block
ist daher in einem gewissen B-Block und jeder B-Block in einem gewissen
C-Block enthalten. Ist ¢ € C, so bezeichnen wir mit b und erkldren als
ausgezetchnet solche B-Blocke, die in ¢ enthalten sind und die selbst
wenigstens einen 4-Block enthalten; wenn fiir einen C-Block ¢ wenigstens
ein ausgezeichneter in ¢ liegender B-Block existiert, so sprechen wir
von einem wesentlichen C-Block. In jedem ausgezeichneten B-Block bs
wiéhlen wir willkiirlich einen vertretenden A-Block ag = by.

Ist jeder B-Block ausgezeichnet, so konstruieren wir eine Zerlegung D,
deren Blocke folgende Form haben sollen: 1. alle nichtwesentliche
C-Blocke, 2. alle nichtvertretende A-Blocke und 3. jeder wesentlicher
C-Block ¢, der um die Vereinigung sdmtlicher in ¢ enthaltener nicht-
vertretender 4-Blocke vermindert ist.

Man kann zeigen, da B —~ D existiert und 4 = B~D, C = B~D
gilt.

Gibt es einen nicht ausgezeichneten B-Block, so folgt es fiir jede
Zerlegung D, fiir welche ¢ = B~— D, daBB B —~ D existiert und von 4
verschieden ist.
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