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L'EXISTENCE GLOBALE ET LES PROPRIÉTÉS 
ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS D'UNE 

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE NON-LINÉAIRE 
D'ORDRE n 

MARKO SVEC, BRATISLAVA 

Présenté le 3 octobre 1966 

Dans l'article [1] j'ai introduit quelques notions comme la quasi-
uniforme convergence d'une suite des fonctions sur un intervalle J, 
la notion d'un ensemble quasi-fermé, la notion d'un ensemble quasi-
compact, la notion d'un opérateur quasi-continu sur un espace de Banach 
et j'ai prouvé quelques théorèmes généralisants le théorème du point 
fixe de Schauder. Puis j'ai utilisé ces théorèmes pour la preuve de 
l'élistence d'une solution ayant quelques propriétés spéciales d'une 
équation différentiele non-linéaire. Dans cet article je vais utiliser ces 
notions pour la preuve de l'existence globale des solutions de l'équation 

(E) *,<"> + B(x, y, y*, . . . , y<*-i> = 0 

et je vais donner pour elles les formules asymptotiques. 
Nous donnons tout d'abord quelques définitions et quelques notations. 
Soit A l'ensemble de toutes les fonctions ayant les dérivées d'ordre 

n — 1 (n ^ 1) continues sur l'intervalle J = <x0, co). 
Nous dirons que la suite {/t(^)}?=ides fonctions de A converge quasi-

uniformément (q-converge) vers la fonction f(x) e A, si pour tout 
xe J lim/(j[>(a?) ==/<%), j = 0,1, . . . , n —• 1. Nous écrirons: fk(x) J^ 

h-*>co 

-*/(*). 
Nous dirons que l'ensemble I c i est quasicompact (q-compâct) 

dans A, si chaque sous-ensemble infini de M contient une suite qui 
q-converge dnas A, c'est-à-dire q-converge vers une fonction de A. 

Nous dirons que l'ensemble M c A est quasi-fermé (q-fermé), s'il 
contient la limite de toute la suite de M qui est «/-convergente. 

Nous dirons que les fonctions d'un ensemble M <-= A sont uniformé
ment bornées, s'il existe un nombite K tel que pour toute fonction/(#) e M 
il vaut: \p\x) | é K, j = 0,1, . . . , n — 1, x e J. 

Nous dirons que les fonctions d'un ensemble M <=> A sont equicontinues 
sur J, si pour tout e > 0 il existe un nombre ô > 0 dépendant seulement 
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de e que pour toute fonctionna;) e M et j = 0,1, . . . , n — 1 les relations 
suivantes sont valables: 

l / (%) — /<%') I < e pour | x — x11 < ô9 

x, x' e J. 

Soit maintenant Cn_Vn_x l'espace de Banach de toutes les fonctions 
définies sur l'intervalle J et ayant sur cet intervalle la dérivée d'ordre 
n — 1 continue et bornée, muni de la norme ||/(ic) || == sup \fin~l)(x) \ + 

j 

i » 0 

Lemme 1. La convergence d'après la norme \\\\ implique la q-convergence. 

Démonstation. Soient fk(x), f(x) e Sn_x,n_x et \\fk(x) —f(x) || -* 0 
pour A-» oo. Il en résulte que sup |/J*-*>(«) — pn~»(x) \ ->0, \f$(x0)-~ 
—/(l)(%) I -* 0 pour h -* oo et i = 0,1, . . . , n — 1. Mais cela signifie 
que la suite {f{jn~'l)(x)}kaml converge umformément sur J vers fin~%)(x) 
st c'est pourquoi aussi lwxfin~lHx) =f<n^(x) pour xe J. Mais/^«>(a;) = 

«/i*"""*^©) + ff£~l)(t) àt, x e J. À cause de la convergence uniforme 
d e {/f~"l)(»)}*«1 veiBf<*-U(x) et à cause de la convergence de {ffr-^ixji}™^ 
vers/<n-s>(a?0) nous obtenons 

lim /<n-*>(s) =/<n-*>(-r0 )+ ff^Hf) àt =/fn-2>(x), a; e J. 

On démontre facilement que cette dernière convergence est uniforme 
sur chaque intervalle fermé <jc0,xxy, xxeJ. De la manière analogue 
nous obtenons que lim/<n~3)(a;) =/(n"*S)(a;)> xeJ et cette convergence 

est aussi uniforme sur chaque intervalle fermé (x0,xxy, xxeJ. Ainsi 
poursuivant l'idée nous obtenons que l im/^x) ==/(,)(#)> » = 0,1, 

l:->oo 

...,n — 1, xeJ. C'est ce qui termine la démonstration du lemme. 
Lemme 2. Soient les fonctions de Vensemble M c: 0n„ltn^.1 uniformément 

bornées et equicontinues sur J. Alors M est q-compact. 
Démonstration. Soit {fk(x)}^x une suite des fonctions de M. 

Considérons tout d'abord la suite {/Jn~"1)(̂ )}^L1. Des suppositions faites 
il s'ensuit que les fonctions /|n~~1)(»), £ = 1,2, . . . , sont sur J uniformé
ment bornées et equicontinues. En utilisant le théorème d'Arzelà, on 
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démontre facilement l'existence d'une telle sous- suite {/£*~l)(aO}>lide 

la suite {f^Kx)}^ et l'existence d'une fonction <p(x) que V i ^ 1 ^ ) } ^ 
converge vers <p(x) uniformément sur chaque intervalle fermé <#„, %>, 
xx > xQ. Parce que les fonctions de M sont uniformément bornées par 
un nombre K, les suites {f|J(#o)}£i, i = 0,1, . . . , n — 2, sont bornées. 
En tenant compte de toutes ces choses on peut choisir une sous- suite 
{/*-(3)}£U d e l a *wto{M*)}jLi fceBe <ïue 

lim/(«-i)(a;) = ç , ^ limf$(x0) = c<, i -=- 0,1, . . . , n — 2, 
• - • 0 0 * #-+00 

| C< | _ K, sup | ç>(*) | g # . 

La démonstration que/*#(o;)^./(as) où 
*—2 

/ (* ,= > c / Ж - ^ +. / (^2)ľ *(ť) ̂  /(Я!) Є C"-x"-x' 1 , > »! 

est analogue à celle dans la démonstration du lemme 1. 
Soit T un operateur sur Cn„Xtn„x qui applique Cn-Xtn„xà&n&Cn„x$n_„t> 

Nous dirons que if est quasicontinu (q-continu) sur Cn„Xt n„x si la q-conver-
gence fk(x) Xf(x), f*(x), f(x) e Cn_hn_x implique que lim || Th(x) — 

Jfc-i-00 

-r / (x)n = o. 
Nous dirons encore que l'operateur T, défini sur M c C^i,*.^ est 

q-continu sur M s'il vaut: 
{/*(*) i /(a». /*(*), /(*) 6 M} => \\Tfk{x) - Tf(x) || -> 0, * - GO. 

On démontre facilement 

Lemme 3, Si T est q- continu sur Cn_Xtn-X (sur M c: Cn_Xtn_x), alors 
il est continu sur Cn_Xtn_x (sur M). 

Lemme 4. Soit M c= Cn_Xtn_x un ensemble qui est q-compact dans 
Cn_Xtn_x (dans M) et soit T q-continu sur Cn_Xtn_x (sur M). Alors TM est 
compact dans Gn_.Xtn_x (dans TM) (aus sens de la norme || \\).. 

Quant à la démonstration des lemmes 3 et 4 voir [1], Hilfssatz 3, 4. 
Nous aurons encore besoin du lemme suivant qu'on démontre focile-
ment: 

Lemme 5. Si M <=: Cn_Xtn_x est un ensemble convexe, alors la ferme
ture M est aussi un ensemble convexe. 

Maintenant nous allons nous occuper de l'équtation différentielle 

(E) yW + B(x, y, y\ ..., tf*-») = 0, n .> 1. 
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Théorème 1. Soient B(x, u), F(x, u), u = (u0, ut, . . . , t ^ ) , les 
fonctions continues dans x, u sur le domiane 

ù : a < x < oo, —oo < u{ < oo, % = 0, 1, . . . , n — 1, 

et soit F(x, u) nondécroissante dans chacune de ses variables u4 et telle que 

(1) \B(x,u) | £ F(x.u), (x,u)e£l. 

Soit K > 0, et x0 > a, 

n—i 
1 

Яo)* 
ť*0 

et 

n—x 

<p(X) = K2^-гт(x — 

(2) JF(t, <p(t)) de < oo pour tout K > 0, 

(3) lim^fF(t,(p(t))àt^O. 

Soient c 0 ,c x , . . . , en_x les nombres réels arbitraires^ Alors, par les 
conditions initiales (X0\CQ,CX, . . . ,cn_i) est déterminée au moins une 
solution y(x) de (E) qui existe au moins sur V intervalle <#0, oo) = J~ 

Si encore 

(4) f tn'xF(t, ç(t)) àt < oo pour tout K > 0, 

alors pour cette solution y(x) sont valables les formules 

П — 1 

0(1), t = 0,1, . . . , л — 1 . 

D é m o n s t r a t i o n . Sous les conditions posées la solution de l'équation 
intégrale 

(6) y(x)J^Ch^^^f^^B(t,màt ' 
*=0 x0 

est aussi la solution de l'équation (E) et remplit les conditions initiales 
données. Nous allons démontrer que cette solution de l'équation (6) existe 
sur J au moins. Définissons Y operateur T sur ï espace O n . j , n - 1 de la 
manière suivante: Sif{x)eCn__Vn_X9 alors 
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n - l 
-c— /%—. x Ve C (x —-• t 1 n — l 

(?) Tf(X) - v(x) - ^ c * ^ T T - " J (^ îyr 5 ( '* f (())d(-
jfc-=0 «o 

Soit maintenant GK ===== {/(#) e Cn-i,n-i I Il/fa) Il -S # } la boule fermée. 
Alors pour toute f(x) e ^ il vaut : 

n—1 

(8) | p%*) | ^ K i -^j^zwr = <P^) 

et en respectant (1) et (2) 

| (Tf(x))(»-v I - | ^~~V(x) | - | cn^ - jB(t9f(t)) dt | _ 
* o 

£ | v - d + /-*(*. *(9)& 
tr0 

Ce signifie que Tf(x) = v(#) e Cf
n_1,n„1. Calculons maintenant la norme 

|| Tf(x) || = || v(x) || , /(») 6 GK. En respectant de nouveau (1) et (2) 
nous obtenons 

* n—S 
\\Tf(x) || = sup | c,,-, - / B(t, f(t)) àt | + £ | ci | g 

% *o < - 0 
n—1 «> 

(9) g ^ lc i I + / F(tf *{t))àt ** A{K) K °°' 
»-o *• 

En respectant (3) nous obtenous 

^Z\c{\ + fF(ti9(t))dt 
lim i=î ^ - 0 . 

Il s'ensuit de cela qui!' existe un nombre K0 tel que pour tout K â K0 

nt\ci\ + fF(t,q,(t))dt 
i~o x -* (A) < 1 

K "~ K " 
Dans ce qui suit prenons K = K0. Alors de (9) nous obtenons que 
Jl 2y(®) Il ^ -4Ciffo) â -ffo» o ^ t qui signifie que r<?ir# <= ©_,. 

Operateur T est q-continu sur GKo. En effet, 9oitfk(x) H±f(x),fk($)> 
f(x)eGKo. Alors 

(10) || Tfk(x) - Tf(x) || g sup / | B(t, fk(t)) - B(t, f(t)) | dt 
J XQ 
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La continuité de B(x,u ) sur £2 nous donne que | B(t, fk(t)) — B(t, f(t)) | 
converge vers 0 pour tout te J et en tenant compte de (8), (1) et (2) 

nous obtenons que f | B(t, fk(t))—B(t, f(t)) \àt <2j F(t,<p(t)) àt. Alors 

nous pouvons appliquer le théorème de Lebesque sur (10) ce qui 
donne 11 Tfk(x) — Tf(x) 11 -» 0 pour h -> oo. 

L'ensemble TGK0 est l'ensemble de toutes les fonctions de la forme (7), 
ohf(x) parcourt l'ensemble GKQ . Soit N l'ensemble de toutes les fonctions 
de la forme 

* 

(11) -(*)= J ( ^ . ~ * y B(t,f (t))àt, 

ohf(t) parcourt l'ensemble GK0. Il est évident que N <= Cn_ln_x et aussi 
N c GKo parce que fl « Il S II Tf(x) || == \\v(x) || S K0. 

Si /S est un ensemble des fonctions, notons £<*> l'ensemble des dérivées 
d'ordre % de toutes les fonctions de S. 

Nous allons démontrer que les fonctions de l'ensemble No*--) sont 
uniformément bornées sur J. En effet, il est 

(12) | *<»-*>(*) | é f I B(t, f(t)) | àt S fF(t, *(*)) dl - L S Ko-

Les fonctions de l'ensemble N(*-*> sont aussi equicontinues. Cette 
affirmation résulte du fait que 

[ *~ЩzJ - -(»-D(a;x) | = | J B(t, fЩ dí - fв(t, f(t)) dt | ѓ 

è \f\B(t,f(t))\àt\ g | / .F(e, *(«)) d* | 

et du fait que la fonction F(t, <p(t)) est continue sur J et l'intégrale 

f F(t,<p(t)) àt existe. Soit e > 0 arbitrairement choisi. Il existe alors un 

CD 

nombre f tel que f F(t, <p(t)) àJL < e/2 pour x £ f Soit M = max F 
i <*o.O 

(t, ç(t)) et ô =- e\(2M)l Si ^ , ^ 6 <®0, >̂ et j a?a — aĵ  | < 6, alors 

I rf^W — 2(n-1}K) I â I jF(t>V(t)) àt\^M\x% — xx\< e/2. 
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Si*, < * < x2et l ^ - f t l < *' a l o r s ' ^ - f ' < * e t 

| z(*-V(x2) - **-l)(*%) I = I *n~1}to> - z(n~l)M I + 

+ | *(«--)(£) - ^^(-Bi) i é / - ^ , <*>W) CU + 

-f e/2 < fi/2 + e/2 = e. 

Pour £ <: xx < x2 nous obtenons immédiatement 

| jt-Vixj — zfn-Uto) | < / P(*, ^(0) àt < e/2. 

Soit JV l'enveloppe convexe de N. Les fonctions de (N'Y71-1) sont 
uniformément bornées sur J. En effet, si u(x) e N, on peut trouver le 

m 

nombre entier m > 0 et les nombres c{ 2> 0, i = 1, 2, ..., m, £ c4 = 1 
m 

et les éléments (̂a?), i = 1, 2, ..., m, de N que ^(#) == £ cf^x). Il en 
t--i 

résulte que | u(n~V(x) | ^ £ c< | z(n~V(x) | g J] ĉ L = I . 
tr=l 1 = 1 

Les fonctions de (iV)(n'-1) sont aussi equicontinues sur J c'est qui 
191 

résulte de la représentation de u(x) e N : u(x) = £ ĉ .(cc), zt(#) e N 

et du fait que les fonctions de N(n~l> sont equicontinues. 
Soit N = F la fermeture de TV. Alors le fonctions de F(n^1> sont sur J 

uniformément bornées. En effet, si y(x) e F, y(x) e N, alors | y^-^x) | <* 
g L. Si y(x)eF, #(#)ëiV, il existe une suite {^(a*)}^, %(œ)éiVque 

Il ty,(®) — V(x) Il -> 0 pour £ -> oo. Mais | wL»--->(a!) —-y(n-V(x) | g sup 
j 

\u<»-V(x) — t/**-1^) | ^ ||%(a) — y(a;) ||. Alors | u%-V(x\ — 
— y(n-V(x) | -> 0 pour h -> oo uniformément sur J d'où il résulte que 
\y{n"1)(x)\ S Iu£-V{x)-.f/l»-Q{x) | + | u(n~V(x) | ^ | uf-V(x)-~y(n-l\x) \ + 
+ £. Pour h -> oo nous obtenons que | y'* -1^) I ^ L ^ J5L0. 

Les fonctions de F(n-u sont aussi equicontinues sur J. En effet, si 
y(x) eF, y(x) e JV, alors les fonctions de (N)<n~1> étant equicontinues 
sur J il existe pour e > 0 un nombre ô(e) > 0 tel que pour | x — x[ \ < ô, 
X,X'EJ, I y(n-»(x) — y(n-V(x') | < e/2 < e. Si y(x)sF, y(x)eN, alors 
il existe une suite {%(tc)} x̂", %(aj)eiY telle que \\ uk(x) — y(x) Il ->0 
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pour k -> oc. et j uf -»(x) -- y'*"1^) | g ||t^(a;) — y(x) || -• 0 pour 
jfc -> OD Maintenant pour | & — x' | < <$ il est 

| j^*- 1 ^) — y*»-l>(s') | ^ | y<*-1>(a5) — ufx)(x) | + 

+ I u<*~l>(x) — tij*-l>(a') | + I t*f-l>(»') — y**"1^') | < 
< | *̂-*>(a?) ~u<f-»(z) | 4 e/2 + | uf~~X)(x') — tf*-V(x') |, 

d'où pour k ~-> oo 

| y-n-1>(») — ^•-1>(a') | â c/2 < €. 

Il est évident que pour z(&) e N et aussi pour z(x) € .F est valable 
2f(**>(a;0) = 0, i = 0, 1, ..., n — 1. Nous allons maintenant démontrer 
que F est q-compact dans GKù. Soit Ft<~ F un sous-ensemble infini. 
De l'ensemble F&—1) qui est l'ensemble des fonctions uniformément 
bornées par L et equicontinues on peut extraire une suite {y^^Hx)} 
convergent sur J vers une fonction g(x) continue et bornée par L et 
g(x0) =-= 0. Cette convergence est uniforme sur chaque intervalle fini 
et fermé <x0, 6>, x0 < 6. On démontre aisément que y£~~2)(x) converge 

versfg(t)dt uniformément sur chaque intervalle fermé <xQ, 6>. Ainsi 

pousuivant l'idée et tenant compte de ce que y^(xQ) = 0, i = 0, 1, ..., 

n — 1, nous obtenons que {^(x)}^ converge vers f ((x — t)n~2g(t)l(n — 
x0 

— 2)!) àt == y(x) uniformément sur chaque intervalle fermé <o?0, 6>.% 

Alors {yt(x)}kLi ?-converge vers y>(x). On vérifie aisément que || %p(x) || ;§ . 
â L <K0. Alors y)(x)eGKo. C'est qui signifie que F est y-compact 
dansG^. yt~ 

Maintenant l'ensemble M == TGKo est l'ensemble de toutes les fonctions 
de la formé 

n—i 
V (x — &o)* , , 

Z c * — s i — u ( x ) > 
* = o 

où y(x) parcourt l'ensemble F. Il est évident que M est y-compact, 
convexe et fermé. Parce que TGKo

 c GKo et GKo est convexe et fermé, 

il est M = TGKo <= 6 ^ . Alors TM c TG^ <= TGKi) = M. Parce que M 
est y-compact et T l'operateur y-continu sur GKo, TM est compact. 
D'après le théorème de Schauder T a au moins un point fixe sur M. 
Cela signifie que l'équation intégrale (6) a au moins une solution définie 
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sur / au moins et cette colution est aussi une solution de (E) satisfaisante 
aux conditions initiales données. 

Si encore la condition (4) est satisfaite, on obtient les formules (5) 
immédiatement de l'équation (6). 

Les théorèmes suivants donnent les résultats similaires sous les condi
tions un peu changées. 

Théorème 2. Soit B(xy u) une fonction continue sur û. Soit F(x) une 
fonction continue sur (at co) et telle que 

(13) | B(xt u) | __ F(x) pour tout point (xt u) € i l 

Soit encore, x0 > a, 

(14) fF(t)dt < co. 

Alors par tout point (x0; c0t cXt ..., cn-_), où x0 e (at co) et cif i -= 0, 
1, ..., n — 1, sont les nombres réels arbitraires, passe au moins uns 
solutions y(x) de Véquation (E) et cette solution est définie sur V intervalle J 
au moins. 

co 

Si encore f tn~lF(t) àt < co, alors les formules (5) sont valable» 

pour y(x). 
La démonstration est presque la même que celle du théorème 1-

On définie sur Cn_1,ti_1 l'operateur T de la même façon. Pour 
f(x) € Cn„1>n_1 arbitraire on a 

x n—1 
|| Tf(x) || - sup | cn-t - f B(t, f(t)) dl | + -£ | «,| _ 

J XQ 1 = 0 

n—i oo n—1 

<i £ \ct\ + f\B(t,f(t))\àt£ £ |c,| + 
<—0 se© i—0 

+ f F(t) àt - K. 
X, 

Cela signifie que TCn__Xtn_x c GK «{/(«) eCn_Xtn_x \ \\f(x) \ < K} et 
aussi TGK <=- GK. On démontre comme dans le cas précèdent que T est 

j-continue sur GK et que TGK est g-compact. Une application du théorème 
de Schauder donne l'existence de la solution y(x) cherchée. Aussi le 
reste des affirmations du théorème résulte des mêmes idées. 
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Théorèrme 3. Soit B(x, u) une fonction continue sur Q. Soit 

(15) | B(x, u) | S a(x) + *£ ani(x) | ui: | = F(x, u) 
i -0 

JKW fcm* (a;, u) G Q. Soit 

(16) J a*-»'-1^ .<(„•) dz < oo, i == 0, 1, ..., n — 1, 
.to 

oo 

f a(#) àx < oo. 

^liors pour x0s (a, oo) assez grand par chaque point (x0; c0, cx, ..., cn_x), 
oà ct- 5on̂  des nombres réels arbitraires, passe au moins une solution 
y(x) de Véquation (E). Cette solution est définie sur l'intervalle J = 
= <#0, oo) au moins. 

Si encore 

(17) J x^-^a^x) dx < oo, i = 0,1, . . . , n — 1, 

ators powr ia solution y(x) sont valables les formules (5). 
Démonstration. Nous définissons l'operateur T sur la boule 

GK ={f(x) e Cw_1>n_x | || f(x) || _| -K} par la formule (7). Pour la norme 
Il Tf(x) || nous obtenons l'inégalité 

a; n—2 
H T j » || = sup | cn-x - / B(«, f(t)) At | + _ | et | ^ 

J % t -0 

^ *_* | c,. | + sup / | B(t, f(t)) | àt g *£ | C< | + 

a; n—1 x n—1 oo 
+ sup [ J a(t) dt + _ J an ((t) ÇP(')(0 àt] £ _ | c,-1 + / o(«) d« + 

«o i—0 a;0 i—0 a:0 

»—1 co n—1 

+ * 2/».-<<<> 2 l i ^ r * 
t=0 «o i8-5* 

où ç?(a?) est le polynôme du théorème4. Soit x0 tel que 
n—X oo n—1 

X/^XW^f'' 
t=~0 a?o * « < 
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Alors il existe un nombre K0 tel que 

Tf(x) Ц Š 
n—1 

I 1*. 
ѓ=0 

I + fa(t) d< + 
Xo 

n—1 00 

I /в--
г = 0 XQ 

n—1 

&=ѓ 
(*k — г)! 

K0, 

ohf(x) e GKo. Le reste de la démonstration est le même comme dans les 
cas précédents. 
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