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I’EXISTENCE GLOBALE ET LES PROPRIETES
ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS D'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE NON-LINEAIRE
D’ORDRE =

MAREO SVEC, BRATISLAVA

Présenté le 3 octobre 1966

Dans l’article [1] j’ai introduit quelques notions comme la quasi-
uniforme convergence d’une suite des fonctions sur un intervalle J,
la notion d’un ensemble quasi-fermé, la notion d’un ensemble quasi-
compact, la notion d’un opérateur quasi-continu sur un espace de Banach
et j’ai prouvé quelques théorémes généralisants le théoréme du point
fixe de Schauder. Puis j’ai utilisé ces théorémes pour la preuve de
Pexistence d’une solution ayant quelques propriétés speciales d’une
équation différentiele non-linéaire. Dans cet article je vais utiliser ces
notions pour la preuve de l'existence globale des solutions de I'équation

(B) Y™ + B@, y, o, .,y =0

et je vais donner pour elles les formules asymptotiques.

Nous donnons tout d’abord quelques définitions et quelques notations.

Soit A l'ensemble de toutes les fonctions ayant les dérivées d’ordre
n—1 (n = 1) continues sur I'intervalle J = (z,, o).

Nous dirons que la suite {f;(2)};~1 des fonctions de 4 converge quasi-
uniformément (q-converge) vers la fonction f(x) € 4, si pour teut
ze Jhmf‘”(w) =f0(z), 7=10,1,...,n—1. Nous écrirons: f,(x)_9,

—f @,

Nous dirons que l'ensemble M < 4 est quaswompact (q-compact)
dans 4, si chaque sous-ensemble infini de M contient une suite qui
g-converge dnas A, c’est-d-dire g-converge vers une fonction de 4.

Nous dirons que I’ensemble M < A est quasi-fermé (g-fermé), &'il
contient la limite de toute la suite de M qui est g-convergente.

Nous dirons que les fonctions d’un ensemble M < 4 sont uniformé-
ment bornées, 8’1l existe un nombre K tel que pour toute fonction f(z) e M
il vaut: |f‘7)$)l<Kj——-Ol .on—1,zed.

Nous dirons que les fonctions dun ensemble M < A sont equicontinues
sur J, si pour tout ¢ > 0 il existe un nombre § > 0 dépendant seulement -
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de ¢ que pour toute fonction f(x)e M etj =0, 1, ..., n — 1 les rélations
suivantes sont valables:

[f@) —f)| <e pour |z—2 l}< 9,
z,7' €d.

Soit maintenant C,_;,,_, ’espace de Banach de toutes les fonctions
définies sur 'intervalle J et ayant sur cet intervalle la dérivée d’ordre
7 — 1 continue et bornée, muni de la norme || f(z) || = m}p | foo~ () | +

-2
+ ¥ 1 f ) |-

i=0 .

Lemme 1. La convergence d’dprés la norme || || implique la g-convergence.

Démonstation. Soient fi(2), f(x) € Sy _11n_s €t || fil@) —flz) || =0
pourk —> co. Il en résulte que sup | f{*— V(@) —f®*Vz) | > 0, | fP(zo) —
—f®(xo) | = 0 pour k— 0 et 1=0,1, ...,n—1. Mais cela signifie
que la suite {f(*—V(z)}_, converge uniformément sur J vers f*~1)(z)
et ¢’est pourquoi aussilim f{*~(z) = f®*~1)(z) pour z € J. Mais f{*~*(z) =

k—»> o

= f{*(z,) + f fe-ve)de, z e d. A cause de la convergence uniforme

de {f—(z)}= :‘vers f~1)(z) et & cause de la convergence de {f— Do)},
vers f*-3)(z,) nous obtenons

lim fr—e) =f0-(e)+ [F*-20) de =fo-9a),  wel.
%o

k- o

On démontre facilement que cette derniére convergence est uniforme

sur chaque intervalle fermé <z,,z,>, #; € J. De la maniére analogue

nous obtenons que lim f(*—3Y(z) = f*-3)(z), z € J et cette convergence
: k-~

_ est aussi uniforme sur chaqﬁe intervalle fermé <z, z,>, z, € J. Ainsi
poursuivant lidée nous obtenons que limfP(z) = fi)(z), ¢ =0,1,
k-+o

.un—1, zed. Cest ce qui termine la démonstration du lemme.

~ Lemme 2. Soient les fonctions de Uensemble M < C,,_,, ,_, uniformément
bornées et equicontinues sur J. Alors M est g-compaci.

Démonstration. Soit {f.(z)}2, une suite des fonctions de M.

- Considérons tout d’abord la suite {f{*1(z)} ;. Des suppositions faites

il g'ensuit que les fonctions f(* (=), k=1, 2, ..., sont sur J uniformé-

~ ment bornées et equicontintes. En utilisant le théordme d’Arzeld, on
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démontre facilement 'existence d’une telle sous- suite { S Va)}z, de
la suite {f{*V(z)}> e.t Dexistence d’une fonction @(z) que { fg‘—”(z)}z .
converge vers @(x) uniformément sur chaque intervalle fermé (z,, x>,
z, > x,. Parce que les fonctions de M sont uniformément bornées par
un nombre K, les suites {f,(‘?(a:o)} 20 8=0.1,...,n—2,sont bornées,

En tenant compte de toutes ces choses on peut choisir une sous- suité
{fr(@)}, de la suite { fs,(z)}, telle que

limf—V) = (), limfP@)=¢, i=0,1,...,n—2
£~ 00 8~ CO .
le;l £ K, sgpicp(m)ng-

La démonstration que fe(@) & flx) ot

n—2 .z
— )i — gy
fl@)= Z ¢ (z ,‘!%) n (f(”n — )2)! @(?) dt, f(:c) € C,,lu-lf
i=0 z

est analogue & celle dans la démonstration du lemme 1.

Soit T' un operateur sur C,_, ,_, qui applique C,,_y,,_1dans Cy_y,p1-
Nous dirons que & est quasicontinu (g-continu)sur C,,_,, ., 8i la g-conver-
gence fi(2) & f(2), fi@), f(@)€C, 4, , implique que i.lin (| Ty(z) —

— If() || = 0. :
Nous dirons encore que l'operateur 7', défini sur M < C,_y, n—, €8t
g-continu sur M #’il vaut:

@) & f@), fu@), f@)eM}= || Tffa) — Tf@) || >0, k- .
On démontre facilement '

Lemme 3. Si T est g- continw sur C,_; ,_, (sur M < C,_;,,,_,), alors
il est continu sur C,_, ,_, (sur M)..

Lemme 4. Soit M < C,_, ,_, un ensemble qui est g-compact dans
Ca_1,n-1 (dans M) et soit T g-continu sur C,_y ,_, (sur M ). Alors TM est
compact dans C,_, ,_, (dans TM) (aus sens de la norme || ||)..

Quant & la démonstration des lemmes 3 et 4 voir [1], Hilfssatz 3, 4.
Nous aurons encore besoin du lemme suivant qu’on démontre focile- -
ment:

Lemmeb. Ss M < C,_,,,_, et un ensemble conveze, alors la fe}'me-
ture M est ausss un ensemble convexe. 4
Maintenant nous allons nous occuper de I'équtation différentielle

(E) y(”) + B(wv Y y') sy y(”—l)) = O, n g 1.
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Théordme 1. Soient B(z,u), F(x,u), u = (ug, uy, ..., %,—), les
fcmmions continues dans z, u sur le domiane ‘
Q:a <z < oo, —00 < Y; < 00, 1=20,1,...,n—1,
et soit F(z, u) nondécroissante dans chacune de ses variables u; et telle que
(1) | B(x,u) | £ F(z. u), (z, u) € Q.
Soit K > 0, et z, > a, A

n—1
1 )
p@)=K Z 'ﬂ'(“’"“ Z,)*

1=0
et '
(2) TF(t, o(t)) dt < © pour tout K > 0,
(3) lim Ve F(t o)

K*co

Sotent ¢, ¢y, ..., Cpy les nombres réels arbitraires™ Alors, par les
condstions wnitiales (:1:0, Co» C1» - - 1) est determinée au moins une
solution y(z) de (E) qui existe au moms sur U intervalle (x,, 00) =

St encore

4) [P, o) dt < 0 pour tout K > 0,
alors pour cette solution y(x) sont valables les formules
' n—1 -
. (m - wo)k_‘ . B
1) . — . _—
®)  y) ch AT T O, =01l
k=i

Démonstration. Sous les conditions posées la solution de I’équation
intégrale

n—1 z
o (@ — z)* (@ —t)m?
(6) yx) = Z Cr "“Er‘— — /WB“’ y(®)) de
k=0 z

* est aussi la solution de Téquation (E) et remplit les conditions initiales
données. Nous allons démontrer que cette solution de Féquation (6) existe
~ sur J au moins. Definissons I operateur 7' sur I espace C,_;,,_, de la
maniére sulvante Sl f(x)eC,_,,,_,, alors .
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n—1 z
(z —z,)* (z — t)»—2
(M Tf(x) =v(=) = Z O TR - — —(—7;:?)1)'— B(tf (1)) de.
- k=0 Zo

Soit maintenant G, = {f(w) €Cp ymalllfl@| = K} la boule fermée.
Alors pour toute f(z) € Gk il vaut:

' = — o Ye—i
®) |fo@) | = K Z (g(vkj;%* = ¢9(a)
k=1

et en respectant (1) et (2) .
| (Zf @) | = | v~ (z) | =|¢n1— [ B(tS (1) dt| =
Zo

< ICH‘ + fF(t, o)) dt.

Ce signifie que Tf (x) = v(%) € Cy_1,n ;- Calculons maintenant la norme
| Tf(z) | = || v(2) || » f(%) € Gg. En respectant de nouveau (1) et (2)
nous obtenons .
Tf() || = sup | epma— [ B(t, f®)dt| + ¥ |ci| =
- Zo {=0

—1

©) <"S 1o+ [ F(t, o) dt = AK) < .

i=0
En respectant (3) nous obtenous

n—1 @©
Y el + [ F(t o) de

=0

s K =0
Il 8'ensuit de cela quil’ existe un nombre K, tel que pour tout K2 K,
n—1 ©
le; | + [ F(t o) dt
el [ _Am
K - K T

Dans ce qui suit prenons K = K,. Alors de (9) nous obtenons que
| If(@) || = A(K,) S K,, c’est qui signifie que TGk, < G, .

Operateur 7' est g-continu sur G'x,. En effet, soit f.(z) & f(z), fi(®),
f(z) € Gg,. Alors =

10) || Tfule) — Tf(@) || < sup 7 1B(t, fu0)) — B, f)) | dz.

«
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La continuité de B(z,u ) sur Q nous donne que | B(¢, f,(t)) — B(¢, f(?)) |
converge vers 0 pour tout teJ et en tenant compte de (8), (1) et (2)
nous obtenons que f | B(t, (1)) — B(, f©) | & < 2 f F(t,o(t)) dt. Alors

nous pouvons a,pphquer le théoréme de Lebesque sur (10) ce qui
donne || Tf.(z) — Tf(z) || = O pour k — oo.

L’ensemble TGg, est ’ensemble de toutes les fonctions dela forme M),
ot f(z) parcourt I’ensemble Gg,. Soit N I’ensemble de toutes les fonctions
de la forme

an z(w)-—f‘”” S B(f () d,

ot f(¢) parcourt 'ensemble Gg,. Il est evident que N = C,,_, ,,_, et aussi
N < Gg, parce que ||z || < || If(z) || = |lv(®) || < K,

Si 8 est un ensemble des fonctlons, notons S l’ensemble des dérivées
d’ordre ¢ de toutes les fonctions de S.

Nous allons démontrer que les fonctions de I'ensemble Nn-1) sont
uniformément bornées sur J. En effet, il est

12) |#9e)| f! B(t, ) 14t < f F, o) dt =L 5 K,

Les fonctions de l’ensemble N-v sont aussi equicontinues. Cette
affirmation résulte du fait que

| Z(”-l)(ﬁg) - z("—l)(xl) | = | 7 B(t, f(t)) dt — TB(tr f(t)) dt | s

|an(t f®) 14t < ant olt) dt|

et du fait que la fonction F(f, @(f)) est continue sur J et I'intégrale
f F(t, o(t)) dt existe. Soit ¢ > 0arbitrairement choml 11 existe alors un

nombre § tel quef F(t, cp(t)) dt < /2 pour ¢ 2 & Soit M = ?mg F
Zo,

(t, @(0) et 8 = &/@M): 8i 3y, 23 € (z,, £ ot |3, — ;| < &, alors
| 20-1(z,) — 2-D(z,) | £ | f" Ft, ot))dt| s M |2y — 2, | < /2.

K
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Siz, < &< apet |z, —a| < 0 alors fg, —&| < det

| 2N (g, — 2mD@) | = [ 20 D(@) — 2=0(E) |+
4+ | zn-ug) — 2"y | S 7F(t, o(t)) dt +
; .
4 g2 < €2 + ¢/2 = e.

Pour £ < @, < #, nous obtenons immédiatement
z3
Iz("*‘”(mz)-——zm_l)(ml) ! é f F(t) ‘P(t)) dt < 6/2
Xy

Soit IV I’enveloppe convexe de N. Les fonctions de (V)= sont
uniformément bornées sur J. En effet, si u(x) e N, on peut trouver le

m
nombre entier m > 0 et les nombres ¢; 2 0, ¢ =1, 2, ..., m, Yo=1
=1

m .
et les elements z,(z), 1 =1, 2, ..., m, de N que u(@) =Y cz,(x). Il en
i=1

résulte que | u"(z) | < i ¢ | 2 V() | < i ce,L =L.

i=1 i=1
Les fonctions de (/V)"-1 sont aussi equicontinues sur J/ c’est qui
"
_résulte de la representation de u(z) e N :u(z) = Y cz(x), z(@)e N
: . 2=1i
et du fait que les fonctions de N~V sont equicontinues.

Soit IV = F la fermeture de V. Alors le fonctions de F(™-1) sont surJ
uniformément bornées. En effet, si y(z) € F, y(x) € N, alors | y*-1Xz) | £
S L. Siy@ ekF, yix)EN, il existe une suite {u(@)}e,, wiz) € N que
Il 44(z) — y(a) || >0 pour k> o, Mais | uf(z) — y*D(a) | S sup

up

[u @) — y»Dz) | £ [[wl) — y(@) || Alors | wfr—D(z) —

— y"(z) | > 0 pour k — co uniformément sur J d’olr il résulte que
|y (@) | S | uf—D(@) —y—D() | 4 | u@—1)z) | < | ultD(@)~y"Nz) |+
+ L. Pour k& — oo nous obtenons que | y*(z) | £ L < K,.

Les fonctions de F(-1) sont aussi equicontinues sur J. En effet, si
y(@) e F, y(x) e N, alors les fonctions de (N)"-1 étant equicontinues
sur J il existe pour ¢ > 0 un nombre &(e) > 0 tel que pour |z —2' | < 4,
z, ' € d, | y*D(z) — y-D(2') | < &2 < & Siy(@)e F, y(x)EN, alors
il existe une suite {u(z)}_ ;5 w(x) € N telle que || w(z) —y() [| >0
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pour k- co. et |u(D(g) -y @) | S |juz) —y(@)]| >0 pour
k — oo Maintenant pour |z -— 2’| < 41l est

| y*=D(@) — y-(z) | S | ¥*V(@) — upDi@) | +
4 + lug»—l)(w) _— uiu—l)(m') [+ ustn—l)(zr) _ y(n—l)(a;') | <
< 1Y Nz) —upV@) | + &2 + | urD (@) — yDia') |,

d’odpour k —
| y*D(z) — y*D(z') | S /2 < &

Il est évident que pour z(z) € N et aussi pour z(x) € F est valable
2(zg) =0, 1=0, 1, ..., n— 1. Nous allons maintenant démontrer
que F est q-compact dans Gg,. Soit F, < F un sous-ensemble infini.
De I’ensemble F(»— qui est I’ensemble des fonctions uniformément
bornées par L et equicontinues on peut extraire une suite {y{*—1(z)}
convergent sur J vers une fonction g(x) continue et bornée par L et
g(zy) = 0. Cette convergence est uniforme sur chaque intervalle fini
et fermé (2, b), z, < b. On démontre aisément que y{"—? (z) converge

z
vers f g(t) dt uniformément sur chaque intervalle fermé (z,, b>. Ainsi
‘pous;uivant I'idée et tenant compte de ce que y(z,) =0,7=0,1, ...,
- - z
n — 1, nous obtenons que {y,()};* , converge vers [ ((z — #)"~%g(t)/(n —

—2)!) dt = yp(x) uniformément sur chaque inte?valle fermé (z,, b).:
Alors {y, (@)} | g-converge vers y(z). On verifie aisément que || p(z) || S
sL ; K,. Alors y(z) € Gg,. C’est qui signifie que F est g-compact
dans Ko+ e .
Maint:mant Iensemble M = ,’l/’b , est ’ensemble de toutes les fonctions
de la forme
n—1

e \E
Z c, _(.w___’_c_'fg)_ — u(z)’

k=0

ol y(z) parcourt I’ensemble F. Il est évident que M est g-compact,
convexe et fermé. Parce que 7Gx, < Gy, et Gx, est convexe et fermé,

; A\
ilest M = T'Gg, < Gg,. Alors TM < TGg, < 1%30 = M. Parce que M
est g-compact et T l'operateur g-continu sur Gg,, TM est compact.
D’aprés le théoreme de Schauder T a au moins un point fixe sur M.
Cela signifie que I’équation intégrale (6) a au moins une solution définie
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sur J au moins et cette colution est aussi une solution de () satisfaisante
aux conditions initiales données. :
S8i encore la condition (4) est satisfaite, on obtient les formules (5)
immédiatement de 1’équation (6).
Les théorémes suivants donnent les résultats similaires sous les condi-
tions un peu changées.

Théoréme 2. Soit B(z, u) une fonction continue sur Q2. Soit F(z) une
Jonction continue sur (a, o) et telle que

(13) | B(z, u) | £ F(z) pour tout point (z, u) € Q.

Soit encore, x, > a,

(14) ' [Ft)de < co.

Zo
Alors par tout point (Tg; Co, Cpy +vvy Cu—y), OU Ty € (@, ©) €t ¢;, $ =0,
1, ..., n—1, sont les nombres réels arbitraires, passe au moins une

solntions y(x) de Uéquation (E) et cette solution est definie sur Pintervalle J
au moins.

Su. encore jt”‘lI{’(t) dt < oo, alors les formules (b) sont valables

pour y(x). ,

La démonstration est presque la méme que celle du théoréme 1.
On définie sur C,_,,,_1 l'operateur 7' de la méme fagon. Pour
fle)eC,_,,,_, arbitraire on a

z n—1
I Zf@)]| = sup | oy — [ Blt. ) dt | + ¥ lec] 5

=0
<"F lal+ [IBOFO) &Y o+
=0 zy o0

+ fF(z) dt =K.

Cela signifie que 7Cp 1y © Gg ={f®)€Cp_ 1, |IIf(®)] s K} et
aussi TGy < Gg. On demontre comme dans le cas précedent que T est

g¢-continue sur G’ et que f'\GK est g-compact. Une application du théoréme
de Schauder donne ’existence de la solution y(z) cherchée. Aussi le
reste des affirmations du théoréme résulte des mémes idées.
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Théordrme 3. Soit B(z, u) une fonction continue sur Q. Soit

n—1

(16) | | B(z, u) | £ a(z) + Za @)l u, | = F(z, u)
pour towt (z, u) € Q. Soit

{16) fa:"*“lan_,.(w) dz < o0, 1=20,1,...,n—1,

Zo

-]

f a(x) dxr < oo.

To
Alors pour z,€ (a, ) assez grand par chaque point (Tg; o, €1y - -+ » Cp)s
ou c; sont des mombres réels arbitraires, passe au moins une solution
y(x) de Péquation (E). Cette solution est définie sur Uintervalle J =
= {(Zy, 0) au MoIns.

St encore

(17) 7‘ g-i-lg _.(z) dz < oo, 1=0,1,...,n—1,
To
alors pour la solution y(x) sont valables les formules (5).

Démonstration. Nous definissons l'operateur T sur la boule
Gp ={f(x)e Cp_yn1 | | f() || £ K} par la formule (7). Pour la norme
1| Tf(z) || nous obtenons I’megahté

HTf(w)I|=suPlcn—1 fB (¢, f(®) dtl+ Zlc | =
t=0
n—-l

P !c|+supletf(t) |dt<z el +

+Sup[fa(t)dt+ Z fa () () de] = Z Ll +fa(t)dt+

+ K IZO ;:o[ (t)z (¢t — xo)k—:

o @(z) est le polynome du théoréme~l. Soit z, tel que

n—1 o n—1
—_— k—1
D fa”_‘(t) D —(f@—_i_”%rdt <L

$=0 zo k==
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Alors il existe un nombre K o tel que
n—1 ©
HIf@) s Y lel —f—fa(t)dt+
1=0 To
n—1 o n—1 )k .
(t — @)™
#E Y [ ot 3, e s K
=0 7 k=i
ol f(z) € Gg,. Le reste de la démonstration est le méme comme dans les
eas précédents.

LITTERATURE

[1] S8vec M.: Fixpuntsatz und monotone Losungen der Differentialgleichung
y» + B, ¥, ...,y ?) y = 0. Archivum mathematicum (Brno), T. 2

(1966), 43 —55.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-09T12:45:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




