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ГОМОМОРФНОЕ О Т О Б Р А Ж Е Н И Е 

МЕЖДУ ПРОСТРАНСТВАМИ Ф У Н К Ц И Й 

ВопитП 2а8Ьёга ( У у з к о у и Вгпа) 

Поступило в редакцию 5-ого июня 1967 г. 

1 П Р Е Д И С Л О В И Е 

В статье: М. NоVо^пу, ^. Е1сЫег: ОЪег Рипк1юпа1е #е-
огйпеЬег Меп^еп, РиЫ. Гас. 8с1. ^ШV. ^. Е. Ригкупё ВК1ЧО, 
№ 432, 133—146, 1962 исследованы свойства изоморфизмов 
между пространствами всех регулярных функций. Регулярной 
функцией считается всякая функция, выражаемая в виде раз
ности двух изотонных функций. Главным результатом этой 
статьи является теорема: 

Пусть С, Н упорядоченные множества, Ф отображение мно
жества Н(Н) всех регулярных функций на множестве Н на 
множество Н(С) всех регулярных функций на множестве С. 
Отображение Ф является изоморфизмом множества Н(Н) на 
множество Я(С) тогда и только тогда, существует ли такое 
простое отображение ср множества С на множество Н, что для 
любово / е Н(Н) и для всех х е С выполняется равенство 

[ а д (*) = /[?>(*)]• 

Изоморфизм здесь определен как простое отображение, ко
торое одновременно группоидным изоморфизмом в отношении 
к операции произведения, векторовым изоморфизмом в отноше
нии к операциям сложения и умножения на действительную 
константу и изоморфизмом в отношении к упорядочению. 

В нашей статье мы будем пространством считать любое мно
жество функций замкнутое в отношении к операциям сложения, 
произведения и умножения на действительное число. Операции 
определяем естественным образом; их точное определение будет 
приведено во втором абзаце. 

Пусть К(6), Н(Н) любые пространства функций определенных 
на множествах С, Н. Гомоморфизмом будем считать всякое 
отображение пространства Н(Н) в пространство Н(С), которое 
одновременно является гомоморфизмом группоидным векторо-
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вым и полным в отношении к упорядочению. Упорядочение 
пространств В(С), Н(Н) определяем опять естественным спо
собом. 

Будем исследовать следующую проблему: 
Пусть (р любое отображение множества 6 в множество Н. 

Пусть равенство 
[Ф(/)] (х) = 1[ф)] (1) 

определяет отображение Ф пространства Н(Н) в пространство 
Н(С). Какие свойства принадлежают этому отображению? 

Эта проблема решается в главной теореме А, в которой 
и указывается, что Ф гомоморфизм. 

Дальнейшей проблемой является вопрос, существует ли для 
любого гомоморфного отображения Ф пространства Й(Н) в про
странство Я(О) такое отображение ср множества С в множество 
Я , что выполняется равенство (1). 

Эта проблема решается в главной теореме Б. В дальнейших 
абзацах приведены некоторые другие свойства Ф и исследуется 
вопрос, в каких условиях превращается в изоморфизм. 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Пусть С множество. Действительной функцией (в дальнейшем 
короче функцией) будем считать всякое отображение множества 
С в множество Е всех действительных чисел. Множество всех 
функций на множестве С обозначим Р(С). 

Пусть /, § любые функции из множества Р(С). В множестве 
Р(С) определяем операции сложения, произведения и умножения 
на действительное число следующими формулами: 

(/ + ё) (х) = !(х) + ё(х) Д л я любого х е С, 

(/ • ё) (х) — 1(х) • ё(х) Д™ любого х е С, 

(а/) (х) — а . 1(х) для любого х е С, осе Е. 

Множество функций замкнутое в отношении ко всем этим опе
рациям будем называть пространством. Напр. множество Е(С) 
является пространством. 

Между элементами пространства Р(С) определяем упорядо
чение. Для любых функций /, § из пространства Е(С) выпол
няется / < $ тогда, если для всех х е С выполняется неравен
ство 1(х) й ё(х)-
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В дальнейшем пусть N подмножество в Р(О). Положим для 
любого х Е С 

/0(я) = 1пГ {1(х)}, $0(х) = вир {1(х)}. 
/еN /еЛ" 

Если /0(х) или-же §0(х) является для всех х е С конечным 
действительным числом (выполняется /0 е Е(О) или-же §0 е Р(С)), 
в таком случае функцию /0 или-же §0 называем точная нижняя 
грань или-же точная верхняя грань и будем писать 

/о = 1пГ {/} или-же #0 = зир {/}. 
№ /6N 

Функцию, набывающую для всех х е О нулевое значение, будем 
называть нуль-функцией и обозначать о0. 

В дальнейшем пусть х0е С, осе Е Положим 

Í0 § если х Ф х0, х е С 

*""' ' ' ос если х = хп 

Обозначением /я0,а функции этого типа мы будем пользоваться 
во всех дальнейших соображениях. 

Лемма 1. Пусть / любая функция из пространства Р(0), для 
которой выполняется неравенство / ^ ов. Тогда 

/ = вир {/(*)./ед}. 
хеО 

Доказательство в статье М. 1ЧоУо1пу, 3. ЕшЫег: ОЬег ГипШо-
па1е $еого!пе1ег Меп^еп. 

Лемма 2. Пусть 2,(0) множество всех функций / 6 Р(С) вида 

{ 1 если х е А, где А я С, 

0 если х е О — А. 
В таком случае для любой функции / 6 Р(0) выполняется равен
ство /2 = / тогда и только тогда, если / € 2(0). 
Доказательство в статье М. ]ЧоУо1пу, ^. Е1сЫег: ОЬег ГипкИо-
па1е §еогс1пе1ег Меп^еп. 

Примечание 

Если А = О, тогда 1(х) = 0 для всех х е О и из того следует,, 
что % е 2,(0). Множество 2(0) является множеством всех 
идемпотентных функций в отношении к операции произведения* 
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Из определения следует, что для любого х е О имеет силу 
/$?2 е Ъ(0). Обозначение Ъ(0) множества всех идемпотентных 
функций определенных на множестве С сохраняем для всех 
дальнейших соображений. 

3. ГОМОМОРФИЗМ 

Пусть С, Н множества; В(С), В(Н) любые пространства 
функций, определенных на соответствующих множествах. Ото
бражение Ф пространства функций В(Н) в пространство В(О) 
будем называть гомоморфизмом, если Ф является: 

1. Полным гомоморфизмом в отношении к упорядочению; т. е. 
для ТУ с В(Н) имеют силу следующие выражения: 

а) Если существует нгГ{/}е/?(Я), тогда существует 
^еN 

iní{Ф(, 
feN 

f)}єҖG) 

и выпoлняeтcя paвeнcтвo 

Ф(lПf {/}) : 
feN 

= inf{Ф(/)}. 
feN 

б) Если существует вир {/} е В(Н), тогда существует 
/е# 

зир {Ф(/)} еВ(С) и выполняется равенство 
/еN 

Ф(8ир{/}) = 8ир{Ф(/)}. 
/еN ^еN 

2. Группоидным гомоморфизмом в отношении к операции 
произведения, значит для любых функций Д,/ 2 е/?(#) имеет 
силу формула 

Ф(/1/2) = Ф(/х).Ф(/2). 
3. Векторовым гомоморфизмом т. е. для любых функций 

А>/26Л(//) и для любого осеЕ выполняются равенства 

а) Ф(/1 + /.) = Ф(/1) + Ф(/.), 
б) Ф(«/.) = «Ф(/х). 

Теперь мы приведем две леммы, сила которых очевидна и ко
торых не нужно доказывать. 

Лемма 3. Пусть В(С), В(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н и Ф гомоморфное отображение пространства 
В(Н) в пространство В(С). В дальнейшем пусть о&, оя нуль-
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функции на соответствующих множествах. Тогда имеют силу 
формулы 

о0еЯ(С), оИеЯ(Н), Ф(о ) - 0,. 

Лемма 4. Пусть В(С), Н(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н; Ф гомоморфное отображение Я(Н) в Я(С). Пусть 
}еН(Н) функция из множества Ъ(Н). Тогда имеет силу 
Ф(/) б 2(6). 

Лемма 5. ЛустъВ(С),Я(Н) обозначают пространства функций 
на множествах С, Н и пусть Ф обозначает векторовый гомо
морфизм, изображающий Я(Н) в В(С). В дальнейшем пусть для 
любого множества N Я В(С), для которого выполняется 
8 и Р {/} ^Н(Н), имеет силу формула 

Ф(8ир{/}) = 8ир{Ф(/)}. 

В таком случае Ф является полным гомоморфизмом в отношении 
к упорядочению. 

Доказательство: Нам доказать, что из предположений 
нашей леммы для любого подмножества N в В(Н) следует вы
ражение: 

Если существует т ( {/} еЯ(Н), тогда выполняется равенство 

Ф(Ы {/}) = т . {<*>(/)} 

Пусть N0 с Я(Н) такое множество, что существует 

Ы{1}еЯ(Н) 

/€N0 

Очевидно выполняется формула 

т Ц / } = - й и р { - / } ; 
/«N0 /€N0 

обозначим /0 = т{{/}. Так как Ф векторовый гомоморфизм, 
/^N0 

справедливо равенство 
Ф(/о) = - Ф ( а и р {-/}). 

/^N0 

По предположениям леммы соблюдает отображение Ф точную 
верхнюю грань и из того 

Ф(/0) = - вир {Ф(- /)} = - вир {- Ф(/)}. 
/«N0 /€N0 
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Так как опять справедлива формула 

Ы{Ф(/)} = - 8 и р { - Ф ( / ) } , 

выполняется равенство 

Ф(1П1{/})=1ПГ{Ф(/)}, 
/6-Уо / е ^ 9 

которое требовалось доказать. 
Прежде того, чем мы выскажем теорему, введем следующие 

понятия. 
Пусть Н(Н) любое пространство функций на множестве Н. 

Пусть {/„}.*<« любая трансфинитная последовательность функций 
из пространства Н(Н), где а любое ординальное число. Пусть 
Ит вир /„, Ит т ! ^ являются символами определенными фор-
г - * а г - > а 

мулами 
Ит зир /, = т ! {вир {/„}}, 
г»->а / 3 < а / 3 < у < а 

1 1 т т 1 / в = вир {т! {/у}}. 
1'->а / 5 < а 0 < > < ( х 

В таком случае справедлива теорема. 

Теорема 1. Пусть В(С), Н(Н) любые пространства функций 
на множествах С, Н и пусть мощность пространства НЩ)^^ 
Обозначим через Ф отображение пространства Н(Н) в простран
ство Н(С). 
Тогда следующие выражения эквивалентны: 

(А) Ф является полным гомоморфизмом в отношении к упорядо
чению. 

(Б) Для любой трансфинитной последовательности {/ЛУ<а 

функций /„ из пространства Я(Н) (а < со т), выполняющей 
условия 

Нт вир и е Е(н). Ит т ! ^V е Н(Н), 
1<->а г>->а 

8ир{/ г}бЛ(Я), т!{/,}бЛ(Я) 
0<*О 0<»<а 

ЙЛЛ все# /8 < а, справедливы равенства 

ф(Нт вир Д) = Нт вир Ф(Д,), (2) 
а»->а 1>->а 

ф(ИтЫ/„) =итт1Ф(/„) . (3) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о : 

1. Предполагаем, что выполнеятся выражение (А). Пусть 
Н т яир Д, еН(Н). Тогда имеет силу равенство 

Ф(Ы { вир {/,}}) - шГ {Ф( зир {/у})} = Ы { 8ир { Ф ( Ш 
Р<а ?<*<<*> /3<а Р<*<* р < а 0 < г < « 

при предположении, что зир {/,,} еН(Н) для всех @ < ос. После 
0<г<<% 

заменения прямо получаем формулу (2). Аналогически доказы
вается формула (3). 

2. Пусть выполняется выражение (Б). Пусть М множество 
функций из пространства К(Н) такое, что вир {/} еЛ(Н). Если 

М является множеством мощности а <; Кг-, тогда его возможно 
вполне упорядочить в последовательность ординального типа 
а й со1+1 вида {^}у<а. Прежде того, чем мы будем продолжать 
в своих соображениях, наприпомним здесь об одном хорошо 
знакомом свойстве ординальных чисел. 

Пусть #, IX, V ординальные числа и пусть # < р . V. Тогда 
существуют ординальные числа $, г\, | < V, г\ < $ такие, что 
$ = [I . | + Г]. 

Образуем последовательность (1ц}ц<а-ш типа ос. со < со(+1 сле
дующим образом. Для любого ординального числа /х0 < ос . со, 
которое возможно однозначно выразить в виде /г0 = ос. | + г\, 
где | < со, г] < /и,0, положим ^м^ = ^а$+V = /^. После любого 
индекса (л0 находятся все челны последовательности {Д,},<а и дру
гие функции в последовательности {7д}д<а-ш н е существуют. 
В таком случае имеет силу равенство 

8ир {?д} = зир {/,} == зир {/} 
Ио<1л<(хо) г < а /еМ 

И ЯСНО, ЧТО 

иг? { зир {7д}} = 8ир{/}. 
1Ль<<х-о) ^ло<ц<<х-о) /еМ 

В таком случае выполняется равенство 

ф ( 8 и р {/}) = ф(Ит зир %) = Нт зир Ф(7Д). 
/еМ /и->сеч» 1л-+<х-о) 

Ясно, что для последовательности {Ф(7д)}д<а-Ш выполняется 
аналоническое равенство 

1пГ { зир { Ф ( Ш = зир Ф(/) 
/"о<а*со Ро<1*<<*'0) 1*М 

и затем 
Нт зирФ(7 д)-зир{Ф(/)}. 

/л-+а-о) /еМ 
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Имеет силу формула 

Ф(8ир{/}) = 3ир{Ф(/)}. 
/еМ /еМ 

Если 1п1 {/} ЕН(Н), тогда выполняется формула 

Ф(т1{/}) = тЦФ(/)}, 
/еМ /еМ 

которая докажется аналогически. 
Из того следует, что выполняется выражение (А). 

4. Г Л А В Н А Я Т Е О Р Е М А А 

Пусть Я(С), Н(Н) пространства функций на множествах 
С, Н. Пусть ср такое отображение множества С в множество Ну 

что при помощи равенства 

[Ф(!)](х) = ЯФ)1 (1) 
имеющего силу для всех х е С, / е Н(Н), определяется отображе
ние Ф пространства Н(Н) в пространство Н(С). Тогда отобра
жение Ф является гомоморфизмом. 

Доказательство: Во первых мы докажем, что отображение 
Ф сохраняет операцию сложение. Пусть Д, /а любые функции 
из пространства Н(Н). По формуле (1) для всех х е С выпол
няется 

[ф(к + и)] (х) = (к + к) Ых)] = к[Ф)] + к[ф)] = 
= [ф(к)] (х) + [Ф(к)] (х). 

Из того следует 
ф(к + к) = Ф(к) + Ф(к). 

Аналогически доказываются для любых /1? /2еЯ(Н) формулы 

ф(к-к) = Ф(к)-Ф(к), 
Ф(« . /О = а . Ф(/х) (осеЕ). 

Остается доказать, что Ф является полным гомоморфизмом 
в отношении к упорядочению. 

Пусть ТУ е В(Н) обозначает такое множество функций, что 
вир {/} еН(Н). Положим /0 = вир {/}. Для любого у е Н спра-
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ведливо равенство 8ир {1(у)} = /оЫ и для любого х е С можем 

писать 

[<*>(/•)] (*) = /оМ*)! = 8 и Р Ш*)]} = вир {[Ф(/)] (х)}. 
/6-У /6N 

Из того следует 
Ф(/0) = Ф(8ир{/}) = 8ир{ф(/)}. 

/еN ^еN 

Так как Ф векторовый гомоморфизм, по лемме 5 является и пол
ным гомоморфизмом в отношении к упорядочению и теорема 
справедлива. 

Лемма 6. Пусть выполняются предположения главной теоре мы 
А. Пусть Н0(С) = {§/§= Ф(/), /еД(#)} . Тогда Н0(6) под
пространство пространства Я(С). 

Примечание. Сила леммы 6 следует непосредственно из 
свойств гомоморфизма Ф. В дальнейших соображениях, как 
правило, ограничимся на предположение, что пространство 
Н(О) является множеством всех образов функций из простран
ства Н(Н) при гомоморфном отображении Ф, значит Ф отобра
жает пространство Н(Н) на пространство Я(С). 

Следствие теоремы А. 

Пусть В(С), Н(Н) пространства функций на множествах Сг 

Н. Пусть (р отображение множества С в множество Н. Опре
делим на множестве С разложение 

О = {х1х1у хгех<=> (р(хг) — (р(х%); хг, х% е С}. 

Пусть равенство 
[Ф(/)] (х) = 1Ых)} 

справедливое для всех х е С, / е В(Н) определяет отображение 
пространстваН(Н) на пространство Н(С). Пусть хг, х2е а?, где х 
любой класс разложения О. 

Тогда для любой функции § пространства Н(С) выполняется 

§(хг) = §(х2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Путсь §еН(С). Так как Ф отображает 
пространство Н(Н) на пространство ЩС), существует функция 
/ еН(Н) такая, что § = Ф(/). Пусть х1у х% е х, х е в. По формуле 
(1) можем писать 

ёЫ = [Ф(/)1 (-а) = ПФг)] = / [ ? М = 

= [ф(/)1 (*.) = «(*,). 
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5. ГЛАВНАЯ ТЕОРЕМА Б 

В существующих соображениях мы рассматривали свойства 
отображения Ф пространства Н(Н) на пространство Н(0) опре
деленное при помощи отображения <р множества С в множество 
Н формулой 

[<*>(/)](*) = /[?(*)]• (1) 
Теперь положим себе вопрос, если для любого гомоморфного 
отображения Ф пространства функций П(Н) на пространство 
функций Н(С) существует отображение у множества С в мно
жество Н такое, что выполняется формула (1) для любого 
/еВ(Н), х е С. Этот вопрос мы будем решить в следующих 
соображениях. Мы будем постоянно предполагать, что для всех 
у еН имеет силу / ^ еЯ(Н). 

Лемма 7. Пусть К(С), Я(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н и пусть для любого уеН имеет силу 1уЛеЯ(Н). 
В дальнейшем пусть Ф обозначает отображение пространства 
Н(Н) на пространство Н(С). Положим § = Ф(1^л) ®ля любово 
уеН. Тогда § является идемпотентной фуныцией на множ-
стее С. 

Доказательство: Справедливость леммы 7 следует не
посредственно из леммы 4, так как выполняется /^х 6 Ъ(Н). 

Примечание. По лемме 7 возможно к всякому уеН при
соединить при помощи функции /̂ х множество N я С такое, 
что 

[Ф(/&)1 (*) = 1 
тогда и только тогда, если х е N. Такое множество будем во всех 
следующих соображениях обозначать N(у). 

Лемма 8. Пусть К(0), ЩН) пространства функций на мно
жествах С, Н и пусть для всякого у е Н выполняется / ^ е К(Н). 
Пусть Ф гомоморфное отображение пространства Н(Н) на 
пространство Н(С). Тогда для любых элементов ух,у2еН, 
У\ Ф Уг выполняется, что множества N(у1), Щ2/2) взаимно не 
пересекающие. 

Доказательство: Видно, что для ух, уге Н, ух ф у% вы
полняется 

где оа нуль-функция на Н. Предположим, что 

ЩУг) П Щу2) Ф 0. 
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Из того следует, что существует х0 е N(у1) п №(уг), для которого 
справедливы равенства 

[Ф(/Яд)](*о) = 1, [Ф(/й.1)1 (*.) = !• 

Так как гомоморфизм Ф сохраняет операцию произведения, 
возможно писать 

[<Р(/Й.1 • Ил)] Ы = [Ф(/й.,)1 Ы • [Ф(/йл)1 К) = 1. 
Но из формулы (4) следует 

[ПЦл • /йл)] И = [Ф(оя)] И = ов(х) = О 

для всех х е С. Мы получили противоречение и значит 

Щуг) П ЛГЫ = 0. 

Лемма 9. Пусть Н(6), Н(Н), Ф выполняют предположения 
леммы 8. Пусть существует функция /еН(Н) такая, что 
[Ф(/)1 (хо) Ф 0. Г0г3а существует у0еН такое, что х0 е N(у0). 

Доказательство: Так как Ф сохраняет операцию произ
ведения, имеет силу Ф(/2) = [Ф(/)]2 и видно, что [Ф(/2)] (х0) ф О 
лишь тогда, если [Ф(/)] (х)0 Ф 0. Пусть о я еН(Н) нуль-функция. 
По лемме 1 выполняется 

I2 = 8ПР {/«(у) . /&} 

и современно /2 ^ 0Я. Так как Ф полный гомоморфизм в отно
шении к упорядочению, возможно писать 

Ф(Л) = вир {/-(у) . Ф(/*.)}. 

По предположениям леммы [Ф(/2)] (ж0) Ф 0- Из неравенства 
/2 й он следует неравенство Ф(/2) 5̂  о# и имеет силу 

[Ф(П] (Ч) = вир {ПУ) • [<*>(/&)] (*.)} ^ 0-

Если бы для всех у б Я выполнялось равенство [Ф(/у,г)] (хо) ~ 0* 
тогда бы, видимо, выполнялось современно равенство 

зир {/%). [Ф(/*,)] (*„)} = 0. 

Из того следует, что существует у0е Н такое, что [Ф(}у„л)] (хо) = * 
и х0 е Щу0). 
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Следствие. Пусть С0 = ^ N(у). Тогда для любых х е 6 — С0, 
у*и 

/ еН(Н) справедливо равенство [Ф(/)] (х) = 0. 

Лемма 10. Для любой функции / на множестве Н и любого 
элемента у0е Н справедлива формула / . /^ л = /(у0) . Ц*оЛ 

Главная теорема Б. Пусть Я(С)} Н(Н) пространства функций 
на множествах С, Н и пусть }уЛ е Н(Н) для всех у е Н. Пусть Ф 
гомоморфное отображение пространства В(Н) на пространство 
Е(С). Положим С0 = и N(у). Определим отображение <р мно-

у*п 
жества С0 в множество Н следующим образом: 

Равенство у -=- <р(х) выполняется в том случае, если xеN(у). 
Тогда для любой функции / е Н(Н) выполняются формулы: 
1. [Ф(/)] (х) = 1[<р(х)] для всех хеС0, 

2. [Ф(/)] (х) = 0 для всех хе6 — С0. 

Доказательство: Однозначнотсь отображения <р непосред
ственно следует из леммы 8. Равенство [Ф(1)] (х) = 0, имеющее 
силу для всех хе С — С0, приведено уже в следствии леммы 8. 
Остается доказать равенство [Ф(/)] (х) = }[<р(х)] для всех х еО0. 
Пусть х любой элемент из множества С0. Существует у е Н 
такое, что х е N(у) и значит у = <р(х). Из того следует равенство 

гад ) ] (*) = 1-
Если }еК(Н) любая функция, тогда имеет силу 

[Ф(/)] (X) = [Ф(/)] (X) . [Ф(#,)] (х) = [Ф(1. /».)] (X). 

Заменением по лемме 10 получим формулу 

[Ф(/)] (х) = [Ф(1(у). /».)] (х). 

Так как Ф сохраняет операцию умножения действительным 
числом, возможно последнюю формулу привести в вид 

№/)](*) = НУ). [ф(/?л)](х) =/(у). 

Так как у = <р(х), заменением получим равенство 

[Ф(/)] (х) = }[<р(х)], 

что требовалось доказать. 

Следствие. Пусть Л(С), Я(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н и пусть Ц*леК(Н) для всех уеН. Пусть Ф гомо-
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морфное отображение пространства К(Н) на пространство 
К(С). Если у0еН; хг, х2еИ(у0), тогда для любой функции 
/ е Н(Н) справедливо равенство 

[Ф(М К ) = [<*>(/)] (*)• 
Доказательство: Положим С0 = и N(1^. Из того следует, 

уеН 

что хг,х2еС0 и у0 — <р(хг) = <р(х2), где (р отображение, опре
деленное в теореме Б. По этой теореме видимо выполняется 

[Ф(/)] (хг) = я ^ ) ] =• 1[гЫ1 = [ф(/)1 (*•)• 

6. ИЗОМОРФИЗМ 

Если гомоморфное отображение Ф пространства Л(#) на про
странство Н(О) одно-однозначное и обратное отображение Ф~* 
пространства /?(С) .на пространство Я(Н) тоже гомоморфное, 
тогда отображение Ф зовем изоморфизмом. 

Лемма 11. Пусть Я(С), Н(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н. Пусть (р отображение множества С на множество 
Н. Пусть формула 

(1) [Ф(/)1 (*) = /№*)]. 
имеющая силу для всех х е С, / еВ(Н), определяет отображение 
Ф пространства Н(Н) на пространство Я(С). 

Тогда отображение Ф одно-однозначное. 

Доказательство: Изоберем любые функции Д, /2еЯ(Н); 
А Фк- Тогда существует у0еН такое, что 1г(у0) Ф /2(у0). Так 
как ср отображает С на Н, существует х0 е О, для которого вы
полняется у0 -= <р(х0) и следует /г[<р(х0)] Ф /2[9

?(хо)]- Замененном 
по формуле (1) получим 

[Ф(А)1 Ы * [Ф(/2)1 (*.). 
Это значит, что Ф(А) -?-- Ф(/2) и отображение Ф одно-однозначно. 

Теорема 2. Пусть Я(6), Я(Н) пространства функций на мно
жествах С, Н. Пусть <р отображает множество С на множество 
Н. В дальнейшем пусть формула 

[Ф(Г>] (х) = 1[ф)], 

которая выполняется для всех х е О, / б Я(Н), определяет отобра
жение пространства Я(Н) на пространство Я(С). 

Тогда это отображение Ф является изоморфизмом. 
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Доказательство: По главной теореме А Ф гомоморфизм 
и по лемме 11 Ф однооднозначно. Остается доказать, что обратное 
отображение Ф~г также гомоморфизм. Ясно, что Ф"1 сохраняет 
все три операции пространства функций. Докажем, что Ф~х 

полный гомоморфизм в отношении к упорядочению. 
Пусть N с ЩС), вир {§} еЩС). Положим 

(5) ёо = ^ир {?}, /0 = Ф-'Ш-
^7еN 

Докажем, что для множества М = {/// = Ф-1(#), § ~ Щ вы
полняется 

/о = аир{/}. 
/еМ 

Так как #0 = Ф(/0), возможно для любого х е С писать 

^ ) = [Ф(/»)]М=/.Ш]. 

Одновременно для всех х е С имеет силу 

ёо(х) = зир {§(х)} = 8ир {[Ф(/)] (х)} = зир {/[?(*)]• 
06.У /еМ /еМ 

Из того следует, что для всех х е С справедливо равенство 

иЫх)1 = зир{/[у(ж)]}. 
/еМ 

Так как <р есть отображение множества С на множество /I, 
значит, к любому у е Н существует х е С такое, что <р(х) = у 
и для любого у е Н выполняется 

10(у) = зир {/(у)}. 
/е!Г 

Из того следует сила равенства 

/о = зир {/} 
/еМ 

и после заменения по формулам (5) получим 

Ф-Чёо) = Ф-^яир {#}) - зир {Ф-Ш. 

Значит, отображение Ф~г сохраняет точную верхнюю грань. 
В виду того, что Ф - 1 современно векторный гомоморфизм, это 
отображение по лемме 5 полный гомоморфизм в отношении 
к упорядочению. 
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Теорема 3. Пусть К(С), Я(Н) пространства функций на мно
жествах О, Н и пусть / ^ еК(Н) для всех у е Н. Я дальнейшем 
пусть Ф гомоморфное отображение пространства Н(Н) на про
странство Н(С). Если для всех у еН множество N(у) не пусто, 
тогда отображение Ф изоморфизм. 

Доказательство: Положим С0 = и N(7/). Пусть ср ОТобра-
уеУ/ 

жение множества С0 в множество Н определенное в предполо
жениях главной теоремы Б. Так как N(у) всегда не пустое 
множество, итак существует для любого у е Н такое х е С, что 
х е N(у), то есть у = <р(х). Из того следует, что ср отображает 
множество С0 на множество Н. Определим пространство функций 
Н(С0) на множестве С0 следующим образом. Функция д при-
налдежает пространству Н(С0) в том случае, если существует 
функция §еН(С) такая, что д(х) = §(х) для всех х е О0. Так 
как §(х) -= 0 для всех х е С — С0 (смотри следствие леммы 9), 
существует ко всякой функции д еН(С0) только одна функция 
$еН(6) такая, что д(х) — §(х) для всех хеС0. Ясно, что это 
присоединение определяет отображение Н(С0) на Н(С), которое 
является изоморфизмом. Существует гомоморфное отображение 
Ф, отображающее К(Н) на Н(С0) такое, что для любого х е 6^ 
выполняется 

[Ф(/)](х) = [Ф(/)](х)=/Ых)]. 
Отображение ср множества С0 на множество Н определяет 
равенством 

[ф(/)1 (х) = }[ф)] 
отображение Ф пространства В(Н) на пространство Н(С0) 
и значит, по теореме 2 Ф является изоморфизмом. Отображение 
Ф является изоморфизмом, потому что оно является супер
позицией двух изоморфизмов. 

Примечание . Предположение, что N(у) ф 0 для всех уеН 
возможно заменить эквивалентным предположением, что 
ФИУЛ) Ф °а Для всех уеН. 

7. ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ НА УПОРЯДОЧЕННЫХ 
МНОЖЕСТВАХ 

Во всех наших предположениях мы предполагали, что при по
мощи отображения <р множества С в множество Н формулой 

(1) [Ф(/)](*) = /1>(*)], 
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имеющей силу для всех / еН(Н), хеС, определяется отображе
ние Ф пространства Н(Н) на пространство (или в пространство) 
Я(С). Теперь приведем пример пространств функций, когда 
возможно постановить достаточные условия для отображения <р 
множества С в множество Н таким образом, что формула (1) 
прямо определяет отображение пространства Н(Н) в простран
ство Н(С). 

Предположим, что С, Н упорядоченные множества. Мы ска
жем, что функция / определенная на множестве Н изотопная, 
если для любых ух, угеН, ух й у2 справедливо неравенство 
1(уг) <; }(у2). Аналогично определяется изотопная функция на 
множестве С. 

Лемма 12. Множество всех функций определенных на мно
жестве С, выражаемых в виде разности двух изотопных функций 
образует пространство. 

Лемму 12 не будем доказывать. Замкнутость приведенного 
пространства функций в отношении к всем соответствующим 
операциям не трудно удостоверяется. 

Теорема 4. Пусть Я(С), К(Н) пространства всех функций 
выражаемых в виде разности двух изотопных функций, опре
деленных на упорядоченных множествах С, Н. Пусть ср является 
изотопным отображением множества С в множество Н. Тогда 
формула 

(1) [Ф(1)](х) = ПФ)1 

справедливая для всех / б ЩН), хеС определяет гомоморфное 
отображение пространства Н(Н) в пространство Н(6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Возьмем функцию /еН(Н); возможно 
писать / = /х — /2, где Д, /2 изотонные функции на множестве Н. 
Видно, что А, /2 е/?(Н), Ф(/) = Ф(/х) — Ф(/2). Докажем, что 
функции Ф(Д), Ф(/2) изотонные. Пусть хг,х2е6 хх й # 2 . Так 
как (р изотонное отображение, выполняется д)(хг) <; (р(хг) и так 
как Д, /а изотонные функции, справедливы неравенства 

к[Ф)] й К[фг)1 

к[Фг)] й к[Фг)]-

Если мы заменим по формуле (1), получим неравенства 

[Ф(Ш(Х1)^ [Ф(А)]Ы, 
[ф(/,)]Ы й [Ф(Ш*2)-
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Так как элементы хг, х2е С, хг ^ х2 избраны произвольно, значит 
функции Ф(А), Ф(/2) изотонные. Итак образ Ф(/) любой функции 
/е/?(//) выражаемый в виде разности двух изотонных функций 
и значит, выполняется Ф(/) еН(6). 

Формула (1) определяет отображение пространства Н(Н) 
в пространство Н(С) и по теореме А Ф есть гомоморфизм. 

Примечание: Обратное утверждение, что к любому гомо
морфному отображению Ф К(Н) в К(С) существует изотонное 
отображение С в Н такое, что выполняется формула (1), не 
справедливо. (Смотри соответствующий пример в статье М. N0-
уо!пу, ^. ЕшЫег: ОЬег РипкИопаЬ §еогс1пе1ег Мепдеп.) 

Теорема 5. Пусть Н(С), Н(Н) пространства всех функций, 
выражаемых в виде разности двух изотонных функций на мно
жествах С, Н. Тогда к любому гомоморфному отображению Ф 
пространства К(Н) на пространство Н(С) существует отобра
жение (р множества С в множество Н такое, что выполняется 
равенство 

(1) [Ф(/)1 (*) = /[?(*)]• 

Доказательство: Не трудно удостоверяется, что }**Л еН(Н)г 

/®л е В(С) для всех у е Н, х е С. Итак к любому х е С существует 
функция зеВ(С) такая, что §(х) Ф 0 и значит С0 = ^N(у) = С 

У*Н 

По главной теореме Б существует отображение <р множества С 
в множество Н такое, что выполняется формула (1) для всех 
/еН(Н), хеС. 
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