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Л. М. Б е р к о в и ч 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕАВТОНОМНЫХ Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й /г-ГО П О Р Я Д К А 

(Посвящается профессору О. Вогшка в связи с 70-летием со дня рождения) 

(Поступило в редакцию 18-ого декабря 1969 г.) 

В В Е Д Е Н И Е 

Е. Ршпеу [1] установил, что нелинейное уравнение 2-го 
порядка 

у" + р(х) у + Ьу~ъ = 0 , Ь = сопвЪ (1) 

(р(х) — непрерывная функция в рассматриваемом интервале), 
имеет решение 

У=]/у*— ЪМ~2У2

2, (2) 

где ух = уг(х), у2 = уг(х) образуют фундаментальную систему 
решений линейного уравнения 

у" +р(х)у= 0, (3) 

а гс = ю (г/ь г/г,) = сопзЬ — Вронскиан. 
В работах [2], [3], [4] (см. также [5]) рассматривались нели­

нейные дифференциальные уравнения 1-го и 2-го порядков, 
имеющие своими решениями функции от решений соответствую­
щих линейных уравнений. В [6] рассматривались нелинейные 
дифференциальные уравнения 1-го и 2-го порядков, решения 
которых выражались через решения соответствующих нелиней­
ных уравнений. 

В данной работе исследуется некоторый класс нелинейных 
дифференциальных уравнений п-го порядка. Из полученных ре­
зультатов вытекает упомянутый выше результат Е. Ршпеу. 

§ 1. О с н о в н ы е т е о р е м ы . 
Теорема 1. Если линейное однородное дифференциальное урав­

нение 

Ьп(у) = у<»> + ап_г(х) у(п-1) + ... + а0(х) у=0 (4) 

приводимо к уравнению с постоянными коэффициентами 

Мп(г) г г® + Ъп-г^Г» + ... + Ь& = 0, (5) 
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преобразованием функции и независимой переменной 

у == V(x) г дЛ = Vа(x) &х, ос = соп81, (6) 

то нелинейное дифференциальное уравнение 

ЛГя(у) = Ьп(у) + Ъупа+1 = 0 (7) 

допускает в качестве решения функцию 

у=рю(х), (8) 
где 

*-=(--?)" (9) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как было показано в ([7], теорема 2), если 

уравнение (4) приводится к уравнению с постоянными коэф­
фициентами преобразованием 

у == у(х) г, <И = и(х) их, (10) 

то функции V(x) и и(х) удовлетворяют следующему уравнению: 

^п(V) — Ъоип(x)§ = 0. (11) 

Подставим (8) в (7) и используем (11) при и = Vх: 

^{ру) = рЬп{р) + Ьрпа+Чпа+1 —рЪ<рп*+1 + рЬ^па+1 = 
= Ърпа+Чпа+1 + рЬ^па+1 = рVпа+1(Ьр па+ Ь0). (12) 

Предполагая, что р Ф О и V ф О, найдем из (12), что при усло­
вии (9) Nп(рV) = О, что и требовалось доказать. 

Теорема 1 в несколько иной формулировке была анонсирована 
в [8]. 

Теорема 2. Если линейное однородное дифференциальное урав­
нение (4) приводится к уравнению с постоянными коэффициен­
тами (5) преобразованием (6), то неавтономное нелинейное 
дифференциальное уравнение (7) тем же преобразованием, (6) 
приводится к автономному уравнению 

Мп(г) + Ьгпа+1 = 0 , г = г(1). (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно проверяется, что подста­
новка (6) в (7) приводит к уравнению г-па. г'Мп(^) + Ыпа+Чп(Х+1=0, 
откуда после сокращения на г?*«+- приходим к уравнению (13). 

§ 2. В ы в о д р е з у л ь т а т а Е. Р ш п е у . 
Сформулированный во Введении результат Е. Р т п е у про-



веряется непосредственно, и в [1] не был указан способ полу­
чения этого результата. Здесь будет показана принадлежность 
уравнения (1) к классу нелинейных дифференциальных уравне­
ний (7), рассмотренному в § 1, откуда вытекает, что для уравне­
ния (1) имеет место результат Е. Ршпеу, а также то, что уравне­
ние (1) приводится к автономному уравнению (см. теорему 3). 

Чтобы было возможным применить теоремы 1 и 2 к уравнению 
(1), должно выполняться условие 2% + 1 -= — 3 , откуда а = —2 
и преобразование (6) примет вид: 

у = V(x) х, &Ь = ?)~2(х) &х. (14) 

Лемма 1. Уравнение (3) приводится к уравнению с постоян­
ными коэффициентами преобразованием (14). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу непрерывности р(х) левая часть 
уравнения (3) допускает факторизацию (см., например, [9], 
стр. 177—179): 

[& + р(х)] у = (О + Р)(О—0)у, Л = -А-, (15) 

где /? —, вообще говоря, комплексно-значная функция от х. 
В то же время, так как (3) приводимо преобразованием (10) 

(см., например, [10]), то согласно ([7], теорема 1) имеет место 
факторизация: 

[D2 +p(x)]y = ID—- r2u — j ID nujy, (iб) 

где г ь г2 являются корнями характеристического уравнения 
М2(г) = 0. В силу (14) факторизация (16) примет вид 

[2>-+,(*) ]„ = ( Л + ^ _ г 2 1 ) ( п - ^ - Г 1 ± ^ у . (17) 

При выполнении условия г2 = —/г (17) примет форму (15). 
Доказательство леммы окончено. 

Лемма 2. Функция у(х) из преобразования (14) может быть 
взята в форме 

ФО ~=(-^-)Т Ш — Ъи>-*у1 . (18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как известно, общее решение уравнения 
(3), приводимого преобразованием (14) к уравнению %"(Ъ) +Ъ0% = 0 , 
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имеет вид 

У = *[с^{п^)+С2^(г2$Щ (19) 

где /г, г2 являются корнями характеристического уравнения 
г2 + Ь0 — 0, а С ь С2 — произвольные постоянные. 

Положив 

DЄXp ІГ! I —\ =J/! +]/б w-iyг, (20) 

найдем V(x). Взяв логарифмическую производную от выражения 
(20), придем к уравнению Бернулли относительно V. 

у[ +]/Ъи)-1у'2 лч п 

У\ + ])Ь м^уг V 

Будем искать решение уравнения (21) в форме 

V(x)=С(x)(у^+\Ьт-1у2). (22) 

Отыскивая неизвестную функцию С(х) по методу вариации про­
извольной постоянной, приходим к выражению: 

1

 02{Х) = _- , С ^ {. 
2 ] {у1 + ]/Ь м-хуу 

+ С. = - л Г— - - + С, = 
1 у>(1 +Щи,-^)2 

= ^ Г \ Ух) с гх_ 1 
+ ei = 

П 2/1 , л 
= 1 7 г г Т7Т=——- + С1. (23) 

У& У1+]/Ьго-1у2 

Найдя С(х) из (23) и подставив полученное выражение для С(х) 
в (22), придем к соотношению 

«(«) «уГ/г-^ .- +20х) г/1 + г^УГнг-уа] (г/1 + Уь"«г-у2). 
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Положив 

получим 

2 -ГL + 2C..--—20!, 

«(*) = | / - ^ - У»? -Ьиг-у» = ( — у - ) * |/г/. -Ьи»--^. (18) 

Доказательство леммы 2 окончено. 
Теорема 3. Уравнение (1) имеет решение (2) а преобразованием 

У = ( - ^)Т]/у1—Ьго-^1г, <Ц = * сЬ 

^ 7 | / ~ ^ ( ^ - ^ - ^ ) 

(24) 
приводится к автономному уравнению 

г"(1) + Ъ& + Ьг-з = 0. (25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1 уравнение (1) удовле­
творяет теореме 1. Применяя теорему 1 и лемму 2 к (1), получаем: 

1_ 1 

у = ̂  = / ± | 2 2 /— у-1 4 у у | — Ъы~2у1 = }'у1 — Ъю~2у2

2. (2) 

Для окончония доказательства остается воспользоваться тео­
ремой 2. Преобразование (24) есть (14) при условии (18), а урав­
нение (25) есть частный случай уравнения (13). 
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S U R U N E C L A S S E D ' É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 
N O N - A U T O N O M E S E T N O N - L I N É A I R E S D ' O R D R E n 

R é s u m é 

Dans ce travail on démontre les théorèmes suivantes: 
Théorème I. Si l'équation différentielle linéaire 

Ln(y) ~ yW + £»„_-(*) y<»--) + . . . + a0(x) y = 0 (4) 

se réduit a l'équation a coefficients constants 

Mn(z) == z(0<») + bre_iz(o(w_1) + ... + boz = 0 (5) 

par une transformation d'une fonction et d'une variable indépendante 

y = v(x) z, dt = v<* (x) dx, a = const (6) 

l 'équation non-linéaire 
Nn(y) .= Ln(y) + byna+1 = 0, b = const (7) 

a la solution 

y = pv(x), 

H-M 
1 

П0L 
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Théorème 2. Si l 'équation (4) se réduit à l 'équation (5) par une transformation (6) 
l'équation non-autonome (7) se réduit à l'équation autonome 

Mn(z) -f bz«a+i = 0, z -=- z(t). 

Théorème 3. (E. Pinney [1]). L'équation différentielle du second ordre y" -f 

+ P(%) y + by~3 = 0 a la solution y = ]/yi2(x) — bw~2y2
2(x), ou les fonctions yx, y2 

forment un système fondamental des solutions d'équation linéaire y" -J- p(x) y — 0 

[w = w(y\, y2) = const est le Wronskian], et aussi l'équation (1) se réduit à l'équa­

tion autonome z"(t) -f b0z + bz~3 = 0 par une transformation y = j M 

J/2/12 — bw~2y2
2z , dt = —========== dx. 

y ± (yi2 _ bw~2y2
2) 

CCCP, e. Kyùôbiwee, 86, 
MocKoecKoe wocce, 26, KB. 1 
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