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ARCH. MATH. 3, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. U J E P BRUNENSIS , 
IX: 105-114 , 1973 

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNGEN 
DES SYSTEMS {A'!,(x)...[Ar1 (*) / ] ' . . .} ' = An(x)y 

Ivo RES, B R N O 

(Eingegangen am 5. Februar 1973) 

1. E I N L E I T U N G 

Es seien Ai(x) = (ajk(x)), i = 1, 2, ..., n Quadratmatrizen der Ordnung m, 
al

jk(x) 6 Cn_i(I), I = <a?o, oo). Wir werden voraussetzen, daß die Matrizen At(x), 
i = 1,2, ..., n — 1 in / regulär sind und bezeichnen A^l(x) inverse Matrizen, yeinen 
Spaltenvektor der Dimension m. 

Wir werden uns mit den asymptotischen Eigenschaften der Lösungen des Systems 

(1.1) {KUx) ... [Aji(x)yJ...} = An(x) y 
beschäftigen. 

Um die Lösung y des Systems (1,1) und seine Ableitungen zu finden, werden wir 
Reihen konstruieren, die in / oder in 1i c 1 zu y gleichmäßig konvergieren. Diese 
Methode wurde von U. Richard für die Gleichung zweiter Ordnung in der Arbeit [1] 
veröffentlicht. Sie ermöglicht approximative Lösungen von (1,1) zu suchen, welche 
besonders für große Werte von x passend sind. 

Mit der Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften des Systems (1,1) 
für n = 2 beschäftigten sich viele Autoren — A. Wintner [3], M. Rab [4], [5], R. Bell-
man [2]. Dabei zeigte es sich vorteilhaft, das sogennante Peano-Baker Verfahren 
zu benutzen. Dieses Verfahren ermöglicht, die Lösung des Systems in der Form 
von unendlichen Reihen auszudrücken, die im ganzen Intervall I gleichmäßig 
konvergieren. Es ist besonders vorteilhaft darum, daß es eine sehr einfache und dabei 
genügend genaue Abschätzung des Fehlers ermöglicht, s. M. Rab [6]. , 

Gleichzeitig mit dem System (1,1) betrachten wir das Matrizensystem 

(1.2) {A-i.(*)... [AT*(x)YJ...}' = An(x)Y, 

wobei Y eine mXm Matrix bezeichnet. 
Wir machen jetzt folgende Verabredungen: 
1. Wenn A eine Quadratmetrix der Ordnung m mit stetigen Elementen a/,* 

im Intervall / ist, dann verstehen wir unter der Norm 11-411 der Matrix A den Ausdruck 
i m 

ЦA|| = — I|o,,*| 

2. Wenn a eine reelle Zahl ist, dann bedeutet das Symbol J Aj(t) dt: 
*i 

a) das Riemansche Integral, für aj = a, 
X 

b) lim J Aj(t) dt, für aj = oo. 
T - > oo r 

3. Ist kein Mißverständnis zu befürchten, so wollen wir das Argument x weglassen» 
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2. DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN 

Definition 2,1. Wir bezeichnen D = -r- und definieren die Differentialoperatoren 
dx 

(2.1) L8 = A-1B...BAY1T), für 5 = 1,2, . . . , n — 1 

(2.2) Ln = DLn_x. 

Definition 2,2. Es sei F die Menge aller Quadratmatrizen F = (//,*(#)) der Ordnung 
m, fjtkeC0(I). Wir bezeichnen mit Q/, j = 1, 2, ..., w den Integraloperator, der die 
Menge F in sich selbst abbildet nach der Regel 

X 

(2.3) # , (F)= J Aj(t)r(t)dt. 

Unter einem Produkt QjQk der Operatoren Qj, Qk für j , k =-= 1, 2, ..., n verstehen 
wir den durch die Beziehung 

x t 

(2.4) QjQk(r) = i A,(t) J Ak(s) r(s) ds dt 
a} ak 

definierten Operator. 
Das durch die Formel (2,4) definierte Produkt der Operatoren ist eine Superposi-

tion dieser Operatoren. Auch die Superposition anderer Operatoren, die in der 
Arbeit vorkommen, werden wir in der Gestalt eines Produktes schreiben, zum Bei­
spiel 

D<2,(F) = Af. 
Definition 2,3. Es sei ael eine reelle Zahl und es bezeichne ai, i = 1, 2, ...,n 

entweder a oder oo. Wir definieren die Operatoren Uj, j = 1, 2, ..., n durch die Be­
ziehung 

(2.5) U,(F) = QjQj+i...QnQn+i...Qn+j-l(r), 

wobei wir Qn + i = Qi setzen. Weiter setzen wir 

(2.6) U?(F) = F, L7j(F) = U^f1^), i = 1, 2, ... 

Definition 2,4. Es seien j , k natürliche Zahlen 1 ^ j,k <. n. Wir definieren Hj, j(x) = 
— E, E = Einheitsmatrix, 

(2.7) Hhk(x) = Q)Qj+1... Qk_x(E), für j < k, 
H1,k(x) = QjQj +1 .. QnQn + i... Qn+k-i(E), für j > k, 

wo bei Qn+i — Qi gesetzt ist. 
Definition 2,5. Es sei f(x) eine stetige positive Funktion. Wir bezeichnen mit qj, 

j = 1, 2, ..., n den Integraloperator, der durch die Beziehung 
X 

(2.8) g,(/) = J || A,(t) ||/(0 d* 

definiert ist. 
Unter einem Produkt der Operatoren qflk, j , k = 1, 2, ..., n verstehen wir den Ope­

rator 
X -

(2.9) qm(f) = f || Aj(t) || J ||4*(*) || /(«) ds dl. 
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Definition 2,6. Es sei j eine natürliche Zahl, 1 £ j £ n. Definieren wir die Funktio­
nen 
(2.10) YJ(X) = | g / ^ + i...?»?n + i . . g « w - i ( l ) I, 
mit qn+i = qt. 

Definition 2.7. Es seien j , k natürliche Zahlen, 1 ^ j , k ^ n. Wir definieren Funk­
tionen Xj,k{%) durch die Beziehungen 

xu{z) = 1 

(2.11) */,*(*) = I J Ä M - f t - i t 1 ) I» f ü r i < *» 

*>,*(*) = \Qffi+i-~4nqn+i-.qn+k-i(l) l»fürj > ß. 
Bemerkung 2,8. Wenn wir 

u: = AXU2 

un—l — An_iUn 

un = Anux 

setzen, können wir das System (1,1) in der Gestalt 

u' = Au 
schreiben, wobei die Matrix A von Blöcken Au A2, ..., An und von Nullmatrizen 
der Ordnung m gebildet wird, 

rO, Au 0, ..., O^ 
^ 0,0, A2, ..., O 

A 

\An,0,0,...,0> 
O-fenbar sind die ersten m Komponenten des Vektors u die Komponenten der Lö­
sung y. Daraus sieht man, daß folgender Existenzsatz für das System (1,1) gilt. 

Satz 2,9, Es seien Ai, i = 1,2, ...,n eine Matrix mit stetigen Elementen im Intervall 
I, Ai regulär für i = 1, 2, ..., n — 1. Es seien weiter y0, yi, ..., y»__i, beliebige kon­
stante Vektoren. Dann existiert genau eine im ganzen Intervall I definierte Lösung y 
des Systems (1,1) und es gilt 

y(*o) = Yo> L8y(z) \x aXo = y°8, s = 1, 2, ..., n — 1 

wobei der Differentiahperator L8 durch die Formel (2,1) definiert ist. 
Bemerkung 2,10. Mit den Bezeichnungen (2,1), (2,2) können wir das System (1,2) 

in der Form 
(2,12) LnY = AnY 
schreiben. 

3. B E Z I E H U N G E N Z W I S C H E N O P E R A T O R E N 

Hilfssatz 3,1. Es seien Uj und Hj%^, j , k = 1, 2, ..., n durch die Formeln (2,5), 
(2,6), (2,7) definiert. Dann gilt 
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(3.1) U)(Hi)k) = QjU)+1(H}+i9k), für j * k, i = 0, 1, ... 

(3.2) üj(Hu) = QjU*-\(Hi + l9i), für t = 1, 2, ... 

Diese Beziehungen werden durch die vollständige Induktion bewiesen. Da die 
Beweise analog sind, werden wir nur die Beziehung (3,1) beweisen. 

Es gilt 
U}(Hjtk) = Uj(Hjik) = QjQj+i...Qn...Qn+j-iQn+j(Hj+i9k) = QjUj+1(Hj + lfk), 

so daß Beziehung (3,1) für i — 1 erfüllt ist. Es sei jetzt (3,1) gültig. Dann ist nach (2,6) 

U)+l(Hjtk) - UjUj(HJ9k) = QjQj+i...Qn...Qn+jUi
j+l(Hj+1,k) = 

= QjUj+iü),x(Hj + i9k) = QjU)X\(Hj+l9k), 

und die Behauptung ist bewiesen. 

4. F O R M A L L Ö S U N G DES SYSTEMS (1,2) 

In diesem Absatz werden wir oft folgende Voraussetzungen machen: (*) Es seien 
Ai = (ajfk), a*j9ke Cn-i(I), i = 1, 2, ..., n Quadratmatrizen der Ordnung m und 
Al9 A2, ...An_i seien regulär. 

Hilfssatz 4,1. Es gelte (*). Werden Hifk durch (2,7) und Ln durch Definition 2,1 
gegeben, so ist 
(4.1) LnHl9k = 0, 0 = Nullmatrix. 

Beweis. Für k = 1 ist die Behauptung offenbar. Durch die Induktion beweist 
man leicht, daß für 5 = 1 , 2 , ..., k — 1, k = 2, 3, ..., n 

JjsHl9k(x) = Hs + l9k(x), 

gilt. Es ist bessonders für s = k — 1 

Lk _1Hiik(x) = E. 

Hieraus erhalten wir die Behauptung auf Grund der Relation 

Ln = T>A-l1D...Ak-*I>Lk_i. 

Sazt 4,2. Es gelte (*). Dann ist die Formallösung des Systems (1,2) durch die Reihe 

(4.2) Yk(x) = £ U{(Hl9k)9 k = 1, 2, ...,n 
i = 0 

gegeben, wobei U\ durch (2,5), (2,6) und Hitk durch (2,7) gegeben sind. 
Beweis. Es gilt offenbar 

LnUi(F) = AnF 
und 

LnYk = LnHuk + Ln £ Ui(Hi,*) = LnHi9k + £ Z^17ilV(Hi.*) = 
i = l i = l 

= LnHitk + An £ Ur^Hi^) = £nHi,Ä + An £ Ui(H1>fc) = 
i = l i=0 

= LnHiyk + AnYit. 
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Nach Hilfssatz 4,1 gilt aber (4,1). Es ist also 

LnYk = AnYki 

was ein mit (1,2) äquivalentes System ist. Damit ist der Beweis durchgeführt. 
Satz 4,3. Es gelte (*) und es sei die Lösung des Systems (1, 2) durch die Reihen 

(4, 2) gegeben. Dann kann man formal 

<4,3) £ , y t ( * ) = £ £7«+1(H,+1,*),* = 0 , l , . . . , n — 1 k = 1, 2 n 
1 = 0 

schreiben, wobei LQ Yk(x) = Yk(x) ist und die Formeln (2,1), (2,5), (2,6) (2,7) gelten. 
Bemerkung 4,4. Im folgenden Absatz wird gleichmäßige Konvergenz der Reihen 

(4.3) untersucht. Wir machen aufmerksam darauf, daß Yk Lösung des Systems (1,2) 
im Intervall I oder Ix <= / ist, wenn die Reihen (4,3) in diesem Intervall für s = 
= 0, 1, ..., n — 1 gleichmäßig konvergieren. 

Satz 4,3 wird durch vollständige Induktion bewiesen. Für 5 = 1 gilt nach (2,1) 

LxYk = AT
lBYk. 

Es sei k =f= 1. Dann ist nach (3,1) 

ATiJ)Yk = A^B £ U\(Hltk) = AT
lB £ &Ui(H2,*) = £ U2(H2tk). 

i = 0 t = 0 i = 0 

Wenn k = 1, dann ist wegen (3,2) 

V D r i = Ar'D [E + £ t!i(Hltl)] = V D [E + £ QiUrl(H2tl)] = ' 
i = l i = l 

= £ flr'(H2>1) = £ vy,H2A). 
i = l i=0 

Für s = 1 gilt also (4,3). Es gelte jetzt (4,3) für s = j — 1. Nach (2,1) ist 

LjYk = AfVL)_xYk = AriD £ U\(Huk). 
t = 0 

Wenn j 4= k ist, dann gilt nach (3,1) 

4;-'D £ U)(H,,*) = Ar'D £ Q,U*f+l{Ht+ut) - £ ffL,(H,+ll*). 
t=0 1 = 0 i = 0 

Für j = k bekommen wir mit Hilfe (3,2) 

>VD £ U)(HU}) = 4-«D[E + £ Uj(H,,,)] = AriD[E + £ Q}Uj-\(H} + l , } ) ] -
?' = 0 i=»l i — 1 

= tuj-\(Hulf>)=fiUj+1(H)+u)). 
t = l t = 0 

Damit sind die Beziehungen (4,3) bewiesen. 
Bemerkung 4,5. Wenn Yk eine Lösung des Systems (1,2) ist, dann kann die Lösung 

yk des Systems (1,1) in der Gestalt 

(4.4) yk,i(x) = Yk(x) y°kti, i = 1, 2, ..., m 

geschrieben werden, wobei ylj ein beliebiger konstanter Vektor ist. 
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5. G L E I C H M Ä ß I G E K O N V E R G E N Z D E R R E I H E N (4,3). 

Hilfssatz 5,1. Die Matrizenfunktionen Hjtk seien durch Definition 2,4 gegeben. Dann 
gilt 

| | HUk(x) | | S Xj,k(x)> für j # k, 

| | H , , i ( * ) | | = | | E | | = J, 

wobei die Funktionen xjtk durch (2,11) festgelegt sind. 
Beweis. Es ist für j < k 

II HUk(z) || - || QiQui--Qk-i(E) || £ | fcg, + 1 . . . f t _ , ( l ) | = *,.*(*) 
und für j > k 

II Hjtk(*) II = \\QiQl+v..QnQn + i.~Qn+*-i(E) II -̂  

-§ l?Ä/ + i.--^n?n + i...gn.4Jr-i(l) I = **,*(«)-
Nach der Verabredung 1., Absatz 1. ist | | £ || == 1. 

Satz 5,2. Es gelte (*) und es sei a\ — oo für i = 1, 2, ..., n. Ist für irgendein 
Paar s, k, 0 ?* s <, n — 1, l ^ k ^ n 

(5.1) ys + i(x) < oo, 

(5.2) . x8 + i(x) < oo, 

so konvergiert die Reihe (4,3), wobei Hjtk und U) durch (2,5), (2,6), (2,7) gebegen sind, 
im Intervall I gleichmäßig. 

Beweis . Die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (4,3) in I wird so bewiesen, 
daß man zu ihr eine konvergente Majorante konstruiert. Mit der vollständigen 
Induktion beweisen wir, daß 

v.+ ł (H. + l,*) II Ś * . + !,*(*) ľí+l(«) 
, XЄІ (5,3) 

gilt. 
Tatsächlich erhalten wir für i = 1 

II vi+i(H,+,,*) || = || U,+i(H,+i,*) || = \\Q,+lQ,+1...Qn+,(H,+itk) || ^ 

< l9'«+i5',+2..-gr»+.(l|H,+,,*||)|. 

Nach Hilfssatz 5,1 und (2,10) kann man 

II ffJ+,(H,+i,*) || g *.+,,*(.-) y,+i(x), 

schreiben und das ist die Ungleichung (5,3) für i = 1. 
Es gelte jetzt (5,3). Dann ist wegen (2,5) 

|| U,+}(H,+i,*) || = || v,+1Uj+1(H,+,,*) || = || Q,+iQ,+2...Qn+,Ui+t(H,+1,k) 

£ I q,+iq,+2-.-qn+,[ II vj+,(H,+1,*) H ] | *; *,+,,*(*) 

yi:l(«) 

а а а У ' + 1 

Я9+lЯ8+2--Яn+8 ГГ-
11 

ѓ *.+,,*(*) | jү't+t{t) ^ p - d ť 
oo 
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Damit ist die Ungleichung (5,3) bewiesen. Für x e I gilt offenbar 

f. II U*+l(Ht+ltt) || < x, + 1.*(*) £ -^tf^ < *, + 1(z0) f ^ ± ^ 
t = 0 i = 0 l l t = 0 * ! 

oo yi (xr\) 
und das bedeutet, daß die Reihe xs +1 k(%o) Y! --^7 konvergente Majorante 

i=o *1 

der Reihe (4,3) ist. Die Behauptung des Satzes ist bewiesen. 
Bemerkung 5,3. Gilt für alle i ~ 1, 2, ..., n 

00 

(5.4) J II .4.(0 II dt < oo, 
Xo 

dann konvergiert die Reihe (4,3) gleichmäßig im Intervall I. 
Satz 5,4. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 5,2. Dann gelten die Abschätzungen 

n Vn+}(x) 
(5.5) || LsYk(x) - £ r/<+I(H, + 1,*) || £x , +.,*(*) J £ ± L L exp{y,+ 1(*)} 

t=o v71 ~r A; -

Beweis . Bezeichnen wir 

R*+i(*) = Z PJ+,(H,+1,*) 
i = w + l 

Nach (5,3) ist 
„f t+ l /^N A#W+2i 

R f r . l K v M V ?"'<*> v w f ^ W , Yn.:K*) , 1 

R»+1(*) II < « - + i . - ( * ) ť _ I + 1 — — = ^^-*^[-(^TT)T + "(»rT2)! + ' - ' J 

»i?L. [i 4. ^í+i^) i r?+.(-0 , ] <-
- 1 ) ! [ ^ « + 2 "^ (» + 2)(n + 3) "*" "J • 

„<*) _£í±l 
°+l'k (» + 

< *•+!.*(*) Y^iy,-exP{r*+i(*)}> 

womit (5,5) bewiesen ist. 
Satz 5,5. Es gelte (*). Dann konvergiert dieReihe (4,3) gleichmäßig im Intervall 

Ix = (x0, o>, wobei Uj wwd H/,* dwrcÄ (2,5,) (2,6), (2,7) gegeben sind mit a\ = a, 
für i = 1, 2, ..., n und b > x0. 

Der Beweis dieses Satzes wird ganz analog wie bei Satz 5,2 durchgeführt. Es gilt 
nämlich 

(5.6) || Ui+l(H8+uk) || ̂  X8 + ltk(b)rt^,xe(x0,b> 

oo yi /M 

und so ist die Reihe £ Xs+i,k(b) - ^ ~ — eine konvergente Majorante der Reihe 
i=o *• 

(4,3). Daraus folgt die gleichmäßige Konvergenz dieser Reihe in Ix. 
Satz 5,6, Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5,5 erfüllt. Dann gilt für x e I\ 

(5.7) || LtYk(x) - £ U«+1(H,+1,*) || <: *.+..*(.-) ?]+l(% exp {y,+1(*)}. 
»=o vw "t" •»;' 
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Der Beweis wird analog wie bei Satz 5,4 durchgeführt und darum lassen wir 
ihn fort. 

Hilfssatz 5,7. Es sei xj,k(x) < oo, yj(x) < co, 1 ^ j , k ^ n. Dann gilt 

(5.8) || U)(Hjtk) || S (sup xjtk(t)) (sup yf(t)Y 
tel tel 

Beweis. Wir werden die Behauptung durch die vollständige Induktion beweisen. 
Für i = 1 haben wir wegen (2,5), (2,6), (2,7) (2,10), (2,11) 

II U}(Hjtk) || ^ | qjqj + i...qn + j-i ( \\ Hjk || ) | £ sup xjtk(t) | qjqj + i...qn + j-i(l) | ^ 
tel 

^ sup Xjtk(t) sup yj(t). 
tel tel 

Nehmen wir jetzt an, daß (5,8) gilt. Dann ist mit Berücksichtigung auf (2,6) 

II U)^(Hjtk) || = || UjU^H^) || g I qjqj+i...qn+j-i [ || U)(HUk) \\ ] | £ 

-S sup xjtk(t) (sup yj(t)y | qiqj+i...qn + t-i(l) \ = 
tel tel 

= sup »/f*(0 (sup yj(t)yyj(x) £ supxjtk(t) ( sup^(0) m 

tel tel tel tel 
Damit ist der Beweis durchgeführt. 

Satz 5,8. Es gelte (*). Es sei a8 + i — co für irgedein Paar s, k, 0 ^ s ^ n — 1 
1 ^ k S n und es existiere wenigstens ein i, I ^ i ^ n so, daß at — a. Nehmen wir an, 
daß 
(5.9) ys + i(x) < oo, 

(5.10) xs + i,k(x) < oo 

gilt. Dann konvergiert di Reihe (4,3) gleichmäßig auf jedem Intervall (a, oo), dessen 
Endpunkt a die Bedingung y8 + i(a) < 1 erfüllt. 

Beweis. Unter den Voraussetzungen (5,9), (5,10) sind die Funktionen y8 + i(x) 
und x8 + itk(x) endlich, stetig und abnehmend. Es gibt also eine Zahl a > x0 so, 
daß y8+i(x) g y8 + i(a) < 1 für x e <a; oo) ist. Nach Hilfssatz 5,7 gilt für x ^ a 

(5.11) II Ui+i(H8 + itk) || S >cs + itk(a)y\+x(a). 

" 0 0 

Wegen y8 + i(a) < 1, ist die geometrische Reihe £ x8 + i,k(a) yi+i(a) eine konvergente 
i = 0 

Majorante der Reihe (4,3). Die Reihe (4,3) konvergiert also gleichmäßig im Intervall 
<a, oo). 

Satz 5,9. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5,8 erfüllt. Dann gilt für x ^ a 

<5,12) II L.Yk{z) - .£ U<+1(tf, + 1,*) || ^ y»;>(o) X g + ; ; t ( a ^ • 
»=o --—y*+ iW 

Beweis. Wir bezeichnen 

R»+iO) = E ui+l(Hs+1,k). 
i=n+l 
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Nach (5,11) gilt 

II R»+i(*) II :£ *.+iM*). £ yi+,(a) = y?i}{a) *+'.-(«> , 
»=n+l l—ys + iW 

womit die Ungleichung (5,12) bewiesen ist. 
Satz 5,10. Es gelte (*). Es sei a8+1 = a und es existiere ein i, 1 <* i <i n so, daß 

at — co. Es sei ai die erste Zahl a8 + li ..., an+8für welche ai = oo. Nehmen wir an, daß 

(5.13) yi(x) < oo, 

(5.14) xitk(x) < oo, 

gilt. Dann konvergiert die Reihe (4,3) gleichmäßig in jedem Intervall <a, 6>, dessen 
Endpunkt a die Bedingung yi(a) < 1 erfüllt. 

Beweis. Durch die Verwendung des Hilfssatzes 5,7 kann man leicht folgende 
Behauptungen ableiten. 

1 ° Wenn s + 1 < l <L k oder l S k < s + l oder k < s + 1 < l ist, dann gilt 
für x e <a, &> 

(5.15) || Ut+l(H8 + ltk) || ^ x8 + ltl(b) y\(a) xltk(a), i = 0, 1, . . . 

2° Wenn l < s + 1 <i k oder s + 1 g k < l oder k < l < s + 1 ist, dann gilt 
für x e (a, b) 

(5.16) || Ui+l(H8 + ltk) || <, x8+ltl(b)yf\a)xltk(a), » = 1 , 2 , . . . 

In den beiden Fällen existiert unter der Voraussetzung yi(a) < 1 konvergente 
geometrische Reihe, die Majorante der Reihe (4,3) ist. Die Reihen (4,3) konvergieren 
also gleichmäßig im Intervall <a, 6>. 

Satz 5,11. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5,10 erfüllt. Dann gilt für 
x e <a, 6> 

(5.17) || LsYk(x)~ £ ^ + 1 (H , + I , * ) || <; ^ ^ ( ^ y r ^ - ^ L 
i=o -* — yiw 

(5.18) || L8Yk(x) - H8 + ltk(x) - £ Ui+l(H8+ltk) \\ £ x8+lfl(b) y«(a) -**'* (^. 
i=i A—yiW 

Der Beweis kann analog wie bei Satz 5,9 durchgeführt werden. 
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