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ARCH. MATH. 3, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS,
IX: 105—114, 1973

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN
DES SYSTEMS  {A;!,(2)...[AT (x)y’] ...} = A, (x)y

Ivo REs, BrNO

(Eingegangen am 5. Februar 1973)

1. EINLEITUNG

Es seien Ai(z) = (a} @), i =1,2, .., n Quadratmatrizen der Ordnung m,
ai y(x) € Cp_ (1), I = <xo, ). Wir werden voraussetzen, daB die Matrizen A;(z),
t=1,2,...,,n—1in I reguldr sind und bezeichnen 4; !(z) inverse Matrizen, y einen

Spaltenvektor der Dimension m.
Wir werden uns mit den asymptotischen Eigenschaften der Losungen des Systems

(L1 {ALL(@) ... [AT (@) ¥'T...} = An() y
beschéftigen.

Um die Losung y des Systems (1,1) und seine Ableitungen zu finden, werden wir
Reihen konstruieren, die in I oder in I; < I zu y gleichméfBig konvergieren. Diese
Methode wurde von U. Richard fiir die Gleichung zweiter Ordnung in der Arbeit [1]
veroffentlicht. Sie erméglicht approximative Losungen von (1,1) zu suchen, welche
besonders fiir groBe Werte von = passend sind.

Mit der Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften des Systems (1,1)
fiir n = 2 beschéftigten sich viele Autoren — A. Wintner [3], M. R4b [4], [5], R. Bell-
man [2]. Dabei zeigte es sich vorteilhaft, das sogennante Peano-Baker Verfahren
zu benutzen. Dieses Verfahren erméglicht, die Losung des Systems in der Form
von unendlichen Reihen auszudriicken, die im ganzen Intervall I gleichméBig
konvergieren. Es ist besonders vorteilhaft darum, daB es eine sehr einfache und dabei
geniigend genaue Abschéitzung des Fehlers erméglicht, s. M. Réb [6]. i

Gleichzeitig mit dem System (1 1) betrachten wir das Matrizensystem

(L,2) {A; 1 . [AT@)Y'].. .} = Au(@)Y,

wobei Y eine m X m Matrix belelchnet.
Wir machen jetzt folgende Verabredungen:

1. Wenn A eine Quadratmetrix der Ordnung m mit stetigen Elementen a;
im Intervall I ist, dann verstehen wir unter der Norm ||A|| der Matrix A den Ausdruck

1 mn
1Al = 7 2 la, ol
7

z
2. Wenn a eine reelle Zahl ist, dann bedeutet das Symbol | Ay(t) dt:
ay

a) das Riemansche Integral, fiir a; = a,
z
b) lim § Ay(t) dt, fiir a; = co.
T—> 0T

3. Ist kein MiBversténdnis zu befiirchten, so wollen wir das Argument z weglassen.
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2. DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

Definition 2,1. Wir bezeichnen D = 4 und definieren die Differentialoperatoren

dr
2,1) L,=A;'D..DAT!D, firs=1,2,..,n—1
(2,2) L, = DLy _,.

Definition 2,2. Es sei F die Menge aller Quadratmatrizen F = (f; x(x)) der Ordnung
m, fi,x € Co(I). Wir bezeichnen mit Q;,j = 1,2, ...,n den Integraloperator, der die
Menge F in sich selbst abbildet nach der Regel

(2,3) Qs(F)= | Ayt) F (¢) dt.

Unter einem Produkt Q;Qx der Operatoren Qj, Qx fir j, k == 1,2, ..., n verstehen
wir den durch die Beziehung

(2:4) Q1Qx(F) = I A;(t) jAk(s) ) ds dt

definierten Operator.

Das durch die Formel (2,4) definierte Produkt der Operatoren ist eine Superposi-
tion dieser Operatoren. Auch die Superposition anderer Operatoren, die in der
Arbeit vorkommen, werden wir in der Gestalt eines Produktes schreiben, zum Bei-
spiel

DQy(F) = AjF.
Definition 2,3. Es sei a € I eine reelle Zahl und es bezeichne a;, 1 =1,2, ...,n

entweder a oder co. Wir definieren die Operatoren Uy, j = 1,2, ..., n durch die Be-
ziehung

(2’5) UI(F) = Qij-f—l' .. QnQrH.l- .. Qn+i-1(F),
wobei wir Qn 1 = Q setzen. Weiter setzen wir
(2,6) U‘?(F) =F, U‘.'(F) = U,U"-“(F) 1=12 ...

Definition 2,4. Es seien j, k natiirliche Zahlen 1 < j, k < n. Wir definieren H; j(x) =
= E, E = Einheitsmatriz,

(2,7) Hj x(x) = @Qs+1 ... Qx_1(E), fiir j < &,

H],k(x) = QJQ]+1- .. QnQn+1' .. Qn+k_1(£), flll‘j >k,

-wo bet Qn i = Q4 geselzt 1st.
Definition 2,5. Es sei f(x) eine stetige positive Funktion. Wir bezeichnen mit g,
j=1,2, ..., nden Integmlopemtor der durch die Beziehung

(2.8) a(f) = I Il Ase) || fio) de
definiert ist.
Unter einem Produkt der Operatoren 459k, j, k = 1, 2, ..., n verstehen wir den Ope-
rator
z t
(29) g = 11 A 1| J11Ak(o) 1 fis) ds at.
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Definition 2,6. Es se: j eine natiirliche Zahl, 1 < j < n. Definteren wir die Funktio-
nen
(2,10) Yi(@) = | @741 I 1. gnyg-a(1) |,

mit Qn .t = Qs.
Definition 2.7. Es seten j, k natiirliche Zahlen, 1 < j, k < n. Wir definieren Funk-

tionen xj, k(x) durch die Beziehungen
x1,3(x) =1
(2,11) %7,6(2) = | 95 41.-- @e-1(1) |, fiirj < &,
%7,6(%) = | @197 41--- Indn 41-- - gn ik _1(1) |, fiir j > k.
Bemerkung 2,8. Wenn wir

u, =Auy

u, , = Ay _yun

u, = A
setzen, konnen wir das System (1,1) in der Gestalt

. u' = Au
schreiben, wobei die Matrix A von Blocken A;, A, ..., A, und von Nullmatrizen
der Ordnung m gebildet wird,

0,A,0,...,0

0,0,A,..0

A=
A, 0,0,...,0

Odfenbar sind die ersten m Komponenten des Vektors u die Komponenten der Lo-
sung y. Daraus sieht man, dal folgender Existenzsatz fiir das System (1,1) gilt.

Satz 2,9, Es seien Ai, i = 1, 2,..., n etne Matrix mit stetigen Elementen tm Intervall
1, Aq regular fiir i =1, 2, ..., n— 1. Es seien weiter Yo, Y1, ..., ¥Yn_1, beliebige kon-
stante Vektoren. Dann existiert genau eine im ganzen Intervall I definierte Losung y
des Systems (1, 1) und es gilt

Y(®o) = ¥3, Ley(®) | 5 2, = ¥ 8=1,2,....,n—1

wobei der Differentialoperator L, durch die Formel (2,1) deﬁmert ist.
Bemerkung 2,10. Mit den Bezeichnungen (2,1), (2,2) kénnen wir das System (1,2)

in der Form
(2,12) LY =AY

schreiben.

3. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN OPERATOREN

Hilfssatz 3,1. Es seien U} und Hyx, j, k=1, 2, ..., n durch die Formeln (2,5),
(2,6), (2,7) definiert. Dann gilt
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(3,1) U;:(Hj,k) = QJU;:+1(H1+1,]C), f\ll‘j * k, 1= 0, 1,
(3,2) U;:(Hj,j) = QIU;:{(HI_HJ), fire=1,2,...

Diese Beziehungen werden durch die vollstindige Induktion bewiesen. Da die
Beweise analog sind, werden wir nur die Beziehung (3,1) beweisen.
Es gilt

UiHy,x) = Us(Hy,6) = Q@111 Qn-. - @y j1Qn 4 5(Hj 1 1,8) = QUs 1(Hy1,8),
so daBl Beziehung (3,1) fiir i = 1 erfiillt ist. Es sei jetzt (3,1) giiltig. Dann ist nach (2,6)
UitY(Hy,x) = UsUi(Hs,x) = Q4@s41--- @n-- Qn s sUL (Hy1,x) =

= QU5 1 Ui ((Hyi,6) = QiUIH(Hj41,8),
und die Behauptung ist bewiesen.

4. FORMALLOSUNG DES SYSTEMS (1,2)

In diesem Absatz werden wir oft folgende Voraussetzungen machen: (*) Es seien

A = (a},), a§,ke Cnail),1=1,2, ..., n Quadratmatrizen der Ordnung m und

1, Az, ... Ay _1 seien regulir.
Hilfssatz 4,1. Es gelte (*). Werden Hy i durch (2,7) und L, durch Definition 2,1
gegeben, so st

4,1) LyH,,x = 0, 0 = Nullmatriz.

Beweis. Fir k = 1 ist die Behauptung offenbar. Durch die Induktion beweist
man leicht, daB firs=1,2, .., k—1,k=2,3, ..., n

LsHy k(@) = Hs [ 1,%(2),
gilt. Es ist bessonders fiir s =k —1
Ly _1Hy,x(x) = E.
Hieraus erhalten wir die Behauptung auf Grund der Relation
L, = DAL D.. A;'DL; _,.
Sazt 4,2. Es gelte (*). Dann ist die Formallosung des Systems (1,2) durch die Reihe

(4’2) Yk(x) = Z Ui(ngk)y k = l; 27 "-,n
i=0

gegeben, wobet Ul durch (2,5), (2,6) und Hy, i durch (2,7) gegeben sind.
Beweis. Es gilt offenbar -

L”UI(F) - A”F

und

LnYlt = LnHl,lc -+ Ln .Zl Uli(Hx,k) = LnHl,k ‘|‘ '21 LnUlUi_l(Hl,k) =
= LaH1k + An 3, UTHH0) = LaHax + An 3, Ui(Hi) =
= LyH1,x + AnYy.

108



Nach Hilfssatz 4,1 gilt aber (4,1). Es ist also
Lqu = AnYk,

was ein mit (1,2) #quivalentes System ist. Damit ist der Beweis durchgefiihrt.
Satz 4,3. Es gelte (*) und es sei die Losung des Systems (1, 2) durch die Reihen
(4, 2) gegeben. Dann kann man formal

4,3) LYi@) = Y Ui, (Hsy1,8),85=0,1,....,n—1 k=12 ...n
i=0

schreiben, wobei Lo Yi(x) = Yi(x) ist und die Formeln (2,1), (2,5), (2,6) (2,7) gelten.
Bemerkung 4,4. Im folgenden Absatz wird gleichméBige Konvergenz der Reihen
(4,3) untersucht. Wir machen aufmerksam darauf, daB Y; Losung des Systems (1,2)
im Intervall I oder I; < I ist, wenn die Reihen (4,3) in diesem Intervall fiir s =
=0, 1, ..., n — 1 gleichméBig konvergieren.
Satz 4,3 wird durch vollsténdige Induktion bewiesen. Fiir s = 1 gilt nach (2,1)

L1Yk = ATIDYk.
Es sei £ # 1. Dann ist nach (3,1)

A7'DY; = A7'D Y Uj(H1,x) = AT'D ZOQxUE(Hz,k) =Y Ui(Hz,z).
1=0 i= i=0
Wenn k = 1, dann ist wegen (3,2)

AT'DY, = A'D[E + 3 Ui(H1,)] =A7'D[E + 3 QiUF'(Hy)] =
1=1 i=

gl
M8

. Us'(Hs,1) =

Ui(H3,1).

1

0

Fiir s = 1 gilt also (4,3). Es gelte jetzt (4,3) fiir s = j — 1. Nach (2,1) ist

. 0

Lij — Ai_lDLi——IYk = A7—1D ‘ZO U]’(Hj,k)
=
Wenn j = k ist, dann gilt nach (3,1)
A7'D ,Zo Ui(H;,x) = A;'D AZOQ7U5+1(H7+1JC) = .Zo Ui, i(Hy,5)-
i= i= i=

Fiir j = k bekommen wir mit Hilfe (3,2) '

A7'D Y, Ui(Hy.) = A7'DIE + 3 Uj(Hy.] = A7'DE+ 3 QU (Hy 1,0)] =

= i; Uizi(Hyp1,9) = _;0 Ui (Hj,9)

Damit sind die Beziehungen (4,3) bewiesen.
Bemerkung 4,5. Wenn Yj eine Losung des Systems (1,2) ist, dann kann die Losung
yx des Systems (1,1) in der Gestalt

4.4) Ye, i@ = Yi@) y3:, 1 =1,2, ..., m

geschrieben werden, wobei Yt ; ein beliebiger konstanter Vektor ist.
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5. GLEICHMABIGE KONVERGENZ DER REIHEN (4,3).

Hilfssatz 5,1. Die Matrizenfunktionen Hj i seien durch Definition 2,4 gegeben. Dann

gilt
Il Hy, k(@) || < #5,x(2), fiir j =+ £,
I Hys@) | =E|| =1,

wobet die Funktionen x; x durch (2,11) festgelegt sind.

Beweis. Esist firj < &

I Hye@) || = || @@s41-- Qu—1(E) || £ | @s511.- gk —1(1) | = 25,8(x)

und fiir j > k

I Hyx@) || = || Q@141 -@u@ni1-- Quik—_1(E) || £

S 199541 ndnire - Gnk—1(1) | = 24,x(2).

Nach der Verabredung 1., Absatz 1. ist || E|| = 1.
Satz 5,2. Es gelte (*) und es set a; = oo fiir 1 =1, 2, ..., n. Ist fiir irgendein
Paar s, k, 0 £s<n—1,1Zk<n

(6.1) Ys41(%) < 00,
(5,2) . #s 41(x) < o0,
80 konvergiert die Reihe (4,3), wobei Hy, i und U} durch (2,5), (2,8), (2,7) gebegen sind,
tm Intervall I gleichmaBig.
Beweis. Die g]elchmaﬁlge Konvergenz der Reihe (4,3) in I wird so bewiesen,

daB8 man zu ihr eine konvergente Majorante konstruiert. Mit der vollstindigen
Induktion beweisen wir, daf3

63) 1 Ubi(Hsn) 1| S wesn,e0) 72509 et
gilt.
Tatsdchlich erhalten wir fiir s = 1
UL a(Hss1,0) || = 1} Usy1(Hes1,0) | = || Qs41Q@s 42 Qn i s(Hsy1,8) || <

= 9s+ﬂa+z--4n+a(|l H8+1,k ”) [
Nach Hilfssatz 5,1 und (2,10) kann man
I U¢1+1(Hs+1,k) Il = K5 41, k() )’a+l(x),

schreiben und das ist die Ungleichung (5,3) fiir ¢ = 1.
Es gelte jetzt (5,3). Dann ist wegen (2,5)

“ U.+1(Hs+l k) ” = ” U8+1U§+1(H8+l,k) ” = || Qs+1Qa+2'--Qn+sU§+|(Ha+l,k) ||

-

IA

S | QesiQorz-Onyel || Uiy(Heyn,6) 1 11 = %550,8(%) | @5110s42- - Gn e 7;‘4;1» =

A

4 i+1
J"ynl t) 'Y—‘-;T;“(t—)- dt | = %541,k(x) (ynl(l))'

%5 4 1,k(2)

(-]
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Damit ist die Ungleichung (5,3) bewiesen. Fiir x € I gilt offenbar

00

211 Uba(Hs1,0) 1| S t0.1,202) 20 ,Zé%(x) < g 11(20) 2 7s+1(930)

I\

und das bedeutet, daB die Reihe x;_ 1,x(%0) Z 7’“( %o) konvergente Majorante

der Reihe (4,3) ist. Die Behauptung des Satzes ist bewiesen.
Bemerkung 5,3. Gilt fir alle i =1, 2, ..., n

(5,4) § 1Aty 11 dt < oo,

dann konvergiert die Reihe (4,3) gleichmifig im Intervall 1.
Satz 5,4. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 5,2. Dann gelten die Abschatzungen

n n+ 1
(5,5) I LsYk(w) i _;0 Ug+1(Hs+1,k) || <5 41,k(x) (7,:(:3))‘ exp{y,+1 x)}

firzel.
Beweis. Bezeichnen wir

Rn+1 x) = Z U§+1(H8+l,k)

t=n+1
Nach (5,3) ist
Vir1(®) iG] yiii()
| Rapa(@) || S %541, Ic(fl:)l ;1‘—_:!‘_'" = ”s+1,k(x)[(n _;_ 1)! + (n _ii 2)] + ] =
@ y;lill(x) }’a+l(x) ‘}’3+1(:C)
””)”‘( +1)‘[ Tt TarmFy ]<
<x _7}_111(_)_
s+, #(2) 7 X {Ys (@)},

womit (5,5) bewiesen ist.

Satz 5,5. Es gelte (*). Dann konvergiert dieReithe (4,3) gleichmdifig im Intervall
I, = (%o, b, wobei Ui und Hy,x durch (2,5,) (2, 6), (2,7) gegeben sind mit ay = a,
Jiri=1,2,. ,nundb>xo

Der Beweis dieses Satzes wird ganz analog wie bei Satz 5,2 durchgefiihrt. Es gilt
néamlich

) (b

56) UL i(Hon0) 1 S 000,00 2 0e g 1)

und so ist die Reihe Y x;,1,x(b) Zf—";—l'(b—) eine konvergente Majorante der Reihe
i=0 '

(4,3). Daraus folgt die gleichmiBige Konvergenz dieser Reihe in I;.
Satz 5,6, Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5,5 erfiillt. Dann gilt fiir x € I,

67 1 L) — 3, Ula(Hasn) 1 S os0) 2 exp o).
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Der Beweis wird analog wie bei Satz 5,4 durchgefithrt und darum lassen wir
ihn fort.
Hilfssatz 5,7. Es sei x;,x(x) < 00, y4(x) < 00, 1 £ j, k¥ < n. Dann gilt

(5.8) Il UjHyze) Il = (ﬁ:lel;l %1, k(t)) (f:llp 71(0)’

Beweis. Wir werden die Behauptung durch die vollstdndige Induktion beweisen.
Fiir ¢ = 1 haben wir wegen (2,5), (2,68), (2,7) (2,10), (2,11) :

1 UIHie) || S| @941 gniga (1T Hpxl]) | S sup #5,6() | 419141 gy (D) | =
< sup xj,k(t) sup y;(¢).
tel tel
Nehmen wir jetzt an, daB (5,8) gilt. Dann ist mit Beriicksichtigung auf (2,6)
U Hp ) || = [| UsUi(Hse) | < 1909541 gnas—1 [ Ui(Hze) 111 <
sup xz,(t) (sup y5(1)" | @197+ 1-- Gnyg_1(1) | =
tel tel

IIA

$+1

= sup #;,x(t) (sup p;(t))'ys(x) < sup xs,x(t) (sup p;(¢))
tel tel tel tel

Damit ist der Beweis durchgefiihrt.

Satz 5,8. Es gelte (x). Es sei ag,, = oo fiir irgedein Paar s, k, 0 < s < n—1
1 < k = n und es existiere wenigstens ein i, 1 < ¢ < n so, daf} a; = a. Nehmen wir an,
dap
(5,9) Ys+1(®) < oo,

(5,10) #s1,k(®) < ©

gilt. Dann konvergiert dv Reihe (4,3) gleichmdfig auf jedem Intervall {a, o), dessen
Endpunkt a die Bedingung y, . 1(a) < 1 erfillt.

Beweis. Unter den Voraussetzungen (5,9), (5,10) sind die Funktionen y;,1()
und 5, 1,x(x) endlich, stetig und abnehmend. Es gibt also eine Zahl a > x, so,
daB y;1(x) £ psya1(a) < 1 fiir.x € {a; ) ist. Nach Hilfssatz 5,7 gilt fiir z 2 a

(5,11) 1 Ugsi(Hs1,6) | £ %5 11,5(a) p514(a).
Wegen ys . 1(a) :< 1, ist die geometrische Reihe Y ,,1,k(@) pi,(a) eine konvergente
. =0

Majorante der Reihe (4,3). Die Reihe (4,3) konvergiert also gleichméBig im Intervall
{a, o). -~
Satz 5,9. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5,8 erfiillt. Dann gilt fir x Z a

(5,12) || LsYx() —z::o UiiiHs p1,0) || = ‘)’ﬁ,‘(a)%.

Beweis. Wir bezeichnen

Ruppa(@) = Y, Ui (Hsi1,0)

t=n+1
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Nach (5,11) gilt

[
Rn1(a) || < a {1 (@) = yti(a) aenk@)
I Bnsalo) | £ o01,0(@), X Vrsle) = yiida) 7220
womit die Ungleichung (5,12) bewiesen ist.
Satz 5,10. Es gelte (). Es set as,1 = a und es existiere ein i, I S 1 < n so, dap
a; = oo. Es sei a; die erste Zahl a, .1, - . ., Qn s filr welche a; = o0. Nehmen wir an, daf

(5,13) yi(z) < oo,
(6,14) »1,1(x) < o0,

gilt. Dann konvergiert die Reihe (4,3) gleichmifig in jedem Intervall {a, b), dessen
Endpunkt a die Bedingung yi(a) < 1 erfiillt.

Beweis. Durch die Verwendung des Hilfssatzes 5,7 kann man leicht folgende
Behauptungen ableiten.

1°Wenn s +1 <l <koder !l <k<s+1 oder k <8+ 1 <1 ist, dann gilt
fir z € <a, b)

(6,15) 1 Ui i(Hss1,) || S #s41,10) ¥i(@) 21,(@), i=0,1, ...

2°Wenn l <s+1=<koder s+ 1< k<loder k<l <s+1 ist, dann gilt
fiir z € <a, b)

(6,16) | Ui i(Hso1,8) 1] S #541,100) yi~ @) sr,6(@), 1 =1,2,...

In den beiden Fillen existiert unter der Voraussetzung y:(a) < 1 konvergente
geometrische Reihe, die Majorante der Reihe (4,3) ist. Die Reihen (4,3) konvergieren
also gleichmiBig im Intervall <a, b).

Satz 5,11. Es seien die Vorausselzungen des Satzes 5,10 erfiillt. Dann gilt fir
z € {a,b)

61 1| el — 3 Uba(Hena) 1| S mnib) @) {2250,

(B.18) 1| L¥ete) — Ho i (o) — 3 Ul(Hoas ) || S 500.10) p70e) {220

Der Beweis kann analog wie bei Satz 5,9 durchgefiihrt werden.
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