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ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ 
ДЛЯ СИСТЕМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ СТАНДАРТНОГО ТИПА 

Д. Д. БАЙНОВ, С Д. МИЛУШЕВА 

(Поступило в редакцию 25-ого июля 1974 г.) 

Метод усреднения для задачи Коши для нелинейных систем интегро-диффе-

ренциальных уравнений был обоснован А. Н. Филатовым [1]. 

В настоящей работе обоснован вариант метода усреднения для систем 

интегро-дифференциальных уравнений стандартного типа на конечном про­

межутке длины порядка е~к, к ^ 1 (е > 0 — малый параметр). 

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра 

0) 

с начальным условием 

(2) 

где 

Вычислим интеграл 

x = eX ( ř, я, , s, x(s))dsj <p(t 

x(0) = x09 

x,Xє Rnt ęє Rm. 

ę(t, s, x)ds = ф(t, x) 

и предположим, что существует предел 

т 

(3) lim 
T->oo 

1 
X(t,x,ф(t,x))át = X(x). 

Тогда усредненной системой первого приближения для системы (1) назовем 

систему [1] 

(4) * = еЩ) 

с начальным условием 

(5) É(0) = XQ, 
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Отметим, что если х = (*<-•>, ..., х(п)) и А = (а1з)к1, то по определению 

и*|| = [ 1 ( * ( , ) ) 2 ] * . м и = [ 1 Е«Й* . 
1^1 . / = 1 1 = 1 

Докажем теорему о близости решения х(г) задачи Коши (1), (2) и решения 
<!;(/) задачи Коши (4), (5). 

Теорема 1. Пусть: 

1. Функция Х({, х, и) определена и непрерывна для всех I ^ 0 и (х, и) е ^ = 
~ ^(x) х ^(и), где ^(x) некоторая открытая область пространства Яп, 

2. В области {/ > 0, ^} выполняются неравенства 

|| АГ(/, х, и) - *(г, х', и') || ^ А(/) || х - х' || + М О II >' - / II, 

|| <р(1, я, х) - ф(/, 5, дг') || ̂  (ТС?, 5) || х - х' ||, 

г<3е функции Х{{), /.(/) м а(/, $) удовлетворяют условиям 

lim — 
Í-+O0 t 

t 

A(X)<\X = C, = const., 

Нт — /г(т)(1т (х(г, л) с!5 = С2 = сот!., 
г-^с» * т ^ ^ 

о о 

а числя х — неравенству 0 < т < 1. 
3. Задача Коши (1), (2), лри предположении что х0 принадлежит области 

^(x), имеет единственное непрерывное и ограниченное решение *(0[И х(() || й Ь, 
Ь -= СОП81.]. 

4. Для всех х е ^(x) существует конечный предел 

т 

(6) Нт -^ Г *[<> *> Ф(*> *)] <*' = ВД> г-» Т Т ^ 
о 

причем предельный переход в (в) происходит равномерно относительно х е ^(x). 
Тогда, если х(1) — решение задачи Коши (1), (2), а %(() — решение задачи Коши 

(4), (5), то для любых ^ > О, со > 0, ^ > 0 и любого хх е (т, 1), можно указать 
1 

такое е0 > 0, что при 0 < е й в0, на отрезке 0 ^ I ^ ^е "*-", Элл любой точки 
х0, принадлежащей области ^(x) вместе со своей ^ — окрестностью, будет 
выполняться неравенство 

и т - ш) II < со. 
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Доказательство. Введем функцию 

(7) 

ГДЄ 

v(t, x) 

S)(x) 
4 Aa(x - x')\ A-[T,X', I>(T, X')] dT^dx', 

. . \Aa flJIH áÁx) Ho W 
I * II á a 

i + - (в>ł-'0), 
| х Ц > а' 

а положительная постоянная 4 а определяется из условия 

Д,(х)с!х = 1. I 
В силу условий теоремы существует такая монотонно убывающая функция 

ос(г) [а(0 -> 0 при / -> со], что для всех х € ^(x)9 при / ^ О, выполняется неравен­
ство 

i 

Í X[т,x,.Kт,x)]dт ś íт,oe(0-

Следовательно для всех точек х, а — окрестность которых принадлежит 
области ^(x) и для всех I ^ О выполняется неравенство 

(8) 

Рассмотрим выражение 

Р{1, х) 

v(t, x) || ^ tXi<x(t). 

dv(t, x) 

õt 
- X(l, x, ф(t, x)). 

Для всех х, а — окрестность которых принадлежит области ^(x), при X ^ О 
получаем 

(9) | |Р(Г,х) | |^[Я(0 4-М0а о(0]а, 

гдe 

Положим 

ř 

^oíO = o(t,s)ds. 

x(t) = x0 4- ei?(ř, x0). 

Так как х0 б ^(x) вместе со некоторой своей д — окрестностью, то при 
а < е для функции V(^, х0) выполняется неравенство (8). Следовательно на 
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отрезке 0 ^ г <; Ье т*, если е достаточно мало (е й во }), справедливы со­
отношения 

(10) | | е ф , * 0 ) | | ^ еГт,а(0 ^ $ир та(т^~. е"^") < <5 == т1П <-|"> Т 

1_ 

Из (10) видно, что на отрезке 0 ^ г <; Ье т- (е ^ е(

0

1))х(() принадлежит 
области 0(х) вместе с некоторой своей дг — окрестностью (0 < дх < д) и 
| | * ( 0 | | ^ </, < / = СОП51. 

Оценим выражение 

( Ц ) 0(0 = --j- - £* \ t, x,\ ę{t, s, x(s)] ds 1, 

где х = х((). 
При / ^ О и е ^ 80

1} имеем 

.(12) (2(011 = eWt) + Mt W ) ] (* + <*)• 

Предположим, что на отрезке 0 ^ г <; Ье ^ х(() не покидает области 0(х). 
Тогда на этом отрезке из (1) и (11) получаем 

d(x — x) 
ďl й ел(() || х - х || + е(Ь + «/)*.(.) (т0(») + || 6(0 ||. 

Отсюда, учитывая, что х(0) = х(0), находим 

Л(т) ехр I е А(х) <ь| ёт) Г [е(Ь + Л) /.(т). сг0(*) + II ^(т) ||] ск. || л; - х || = 1 + е 
(13) V 

Введем функции 

,. (< ч 1 
ľ1(t 

0 

ľ l ( t >-ғJ 

A(т)dт, 

/<т)ff0(-t)dт, 

У|(0 -•О (/ = 1,2) при / -> оо. 

Для правой стороны неравенства (13), на отрезке 0 ^ I <> Ье~~^ при условии, 
что е ^ е0

! ), получаем оценку 

^1 + е I Д(т) ехр | е I Я(5)ёз1 йх\ Г [е(Ь + </)̂ (т) а0(т) + || е(т) ||] йт * 
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й(1 + С)\(а + 3)у1(и ")+(а + 5 + Ь + 4)у2(и " Ж " , 
где 

С = РУ1(ц#>уЦ ехр {^.(цв^)"")} . 
Из (10), (13) и (14) видно, что если е достаточно мало (е <; е0 <= е0

п), то 
1 

на отрезке 0 <, / <1 1л т> будет выполняться неравенство 

(15) || X - { || = || X - Х0 || <* || X - X || + || X - Х0 || < Ш1П {<?, О)}. 

1 

Покажем теперь, что х(() е ^(x) на всем отрезке 0 й I й Ьв Т1. 
Действительно, так как начальная точка х0 принадлежит области ^(x) вместе 

со своей д окрестностью, то на некотором отрезке 0 <̂  / <̂  /* \/* <1 1,е ~^) 
решение х(г) будет находиться внутри области ^(x). Тогда, если выберем е до­
статочно мало (е <= е0

2) < е0), то на всем отрезке 0 ^ / й /*, на котором 
х(1) е ^(x) будем иметь 

II дсСО — дс0 Н
 <-2^• 

1_ 1 

Если предположить, что /* < ^е Т1, то тогда на отрезке 0 5. / <; Не *»" 
в силу непрерывности решения х(1) системы (1) найдется такая точка /**, 
в которой будет выполняться неравенство 

0 > || х(,**) _ Хо || >1_д. 

Но из этого неравенства видно, что при / = /** решение х(1) еще не покинуло 
области ^(x). Поэтому /** е[0, /*] и следовательно 

И * ( * * * ) - х 0 й < у в . 
1 

Полученное противоречие показывает, что /* ^ ^е Т1. 
Этим теорема доказана. 

Л И T E P A T У P A 

[1] Филатов А. Н. Методы усреднения в дифференциальных и интегро-дифференциалъных 
уравнениях. Изд-во „ФАН", Ташкент, 1971. 
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