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Comnrsntationes Mathematicae Un ive rs i ta t ís Carolinae 
2, 1 (1961)-

UEBER  3I E  QUALITATIV E  Li.G E  DES  MITTELPUNKTES  DER l 

UMtSSCHRIEBENEN  HYPERKTGEL  I M  n    SIMPLE X 

Mirosla v  FIEDLER ,   Prah a 

Einleitung *  Di e vorliegend e Arbei t  ha t  de n Zweck ,  z u 

untersuchen ,  wi e di e Lag e de s Mittelpunkte s de s umgeschrie 

bene n Hyperkuge l  i n eine m nSimple x vo n de r  Qualita t  de r 

Innenwinke l  de s nSimplexe s abhangt .  Dabe i  verstehe n wi r 

wi e i n  J3 j  unte r  de r  Qualita t  eine s Innenwinkel s sein e Ei 

genschaft ,  špitz ,  rech t  ode r  stump f  z u sein *  Auc h di e La 

ge dě s erwahnte n Mittelpunkte s unterscheide n wi r  nu r  qua 

lltativ ,  d«h « danach ,  i n welehe m Teil e derjeníge n Zerl e 

gung ,  i n di e de r  zugehorig e ndimensional e  eukiidisch e 

Raust  durc h di e  {̂ v4irdimensionale n Seite n  (Hyperebenen ) 

des nSimplexe s zerleg t  wird ,  diese r  Mittelpunk t  liegt * 

Dies e Problemstellun g ha t  ihr e Begrundun g  i m Pall e n.^1  9 

da di e qualitativ e Lag e de s Umkreismittelpunkte s durc h di e 

Qualita t  de r  Innenwinke l  de s Dreieck s eindeuti g bestimm t 

is t   (i m spitzwinklige n Dreiec k is t  diese r  Mittelpunk t  ei n 

innere r  Punk t  de s Dreiecks ,  i m rechtwinklige n Dreiec k is t 

er  ei n (innerer )  Punk t  de r  Hypoténuse ,  i m stumpfwinklige n 

lieg t  e r  ausserhal b de r  Seit e gegenůbe r  de m stumpfe n I n 

nenwinkel a 

I n |2 j  habe n wi r  de n Begrif f  de s Graphe n eine s n~Sim ~ 

plexé s eingeShrt .  Diese r  Begrif f  erlaub t  es ,  di e Qualita t 

der  Innenwinke l  de s nSimplexe s vollkomme n z u beschreiben : 

Sin d o, :  °^r"^HH. f   di e írt.f/dimensíonale n Seite n de s n 

Simplexes ,  s* o is t  sei n Grap h derjenig e endlich e nichtg e 

richtet e Vorzeichengrap h  $   mi t  '/ť *  Knotenpunkte n 

í.  Ł ,  ť,,** *  1  ,  desse n Knotenpunkt e *>.£{*. tg)  durc h ein e po 

sitiv e bzw « negativ e Kant e dan n un d nurdan n verbunde n 

x)  Jed e sein e Kant e is t  mi t  einer n Vorzoiche n ( + ode r   ) 
versehen .  Ausfuhrliche r  s „  ̂ bschnit t  L j* 
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sind ,  fall s  de r  Innenwinke l  de r  Seite n w^ ,  ̂   spit z bzw . 

stump f  ist ;  is t  diese r  Winke l  recht ,  s o sin d di e Knoten 

punkt e i,  /   nich t  verbunden . 

Um di e qualitativ e Lag e de s Mittelpunkte s cle r  umge 

schriebene n Hyperkuge l   (kurz :  Urakugel )  besse r  untersuche n 

zu konnen ,  werde n wi r  de n Begriř f  de s erweiterte n Graphe n 

Ĝ  eine s nSimplexe s folgendermasse n einfiihren :  zu m H ge 

wohnlichen "  Graphe n &  de s Simplexe s fuge n wi r  noc h eine n 

Knotenpunk t  0  (Null )  hinzu ,  de r  mi t  eine m Knotenpunk t 

i(i  1, 2f%r** *  1)durc h ein e positiv e Kant e dan n un d nu r  dan n 

verbunde n ist ,  fall s  de r  Mittelpunk t   M  de r  Umkuge l  i m in 

nere n offene n Halbrau m  (de s zugehorige n ndimensionale n 

Raumes)  liegt ,  de r  durc h di e Seit e  <̂ i   bestimm t  is t  un d 

samtlich e inner e Punkt e de s n~Simplexe s enthalt ;  0  wir d 

mi t  * t  durc h ein e negativ e Kant e verbunden ,  fall s  M  i m aus ~ 

sere n durc h <Vi  bestinAte n (offenen )  Halbrau m liegt *  Dage 

gen wir d O mi t  i  nich t  verbunden ,  falls ^  i n Q{ ,  liegt * 

Samtlich e Kante n zwische n denKnotenpunkte n  i   un d 

^(.i^ j] i< i~  1 ,  2 r .. l  T* + * H  sin d irifr^  dieselbe n wi e i n G   , 

I n de r  Arbei t   [2 j  wurd e da s Problé m de r  Realisierun g 

eine s Graphe n al s de s Cg e wohnlichen )  Graphe n eine s n~Sim ~ 

plexe s volli g gelost :  ei n nichtgerichtete r  Vorzeiche n 

grap h (ohn e Zweieck e un d Schlingen )  mi t  rt + ̂ t Knotenpunkt 

en is t  dan n un d nu r  dan n Grap h eine s nSimplexes ,  wen n 

der  positiv e Tei l  Cx̂ vo n Ct (mi t  denselbe n Knotenpunkte n 

wi e Ł r  un d nu r  de n positive n von  de n Kante n vo n Cr)  zusam 

menhangend ist a 

Wir  werde n hie r  da s ahnlich e Problé m de r  Realisierun g 

eine s Graphe n al s de s erweiterte n Graphe n eine s nSimple 

xes fu r  i\*%  losen .  Fu r  de n allgemeine n Fal l  werde n wi r 

eine n Zusammenhan g zwische n de n erweiterte n Graphe n un d 

den Matrize n vo n eine m spezielle n Typu s auffinden *  Au s 

diese m Zusammenhan g folg t  ein e Reih e vo n Satze n libe r  di e 

erweiterte n Graphen ,  wi e z*B *  Satz e íibe r  erweitert e 

Graphe n de r  kdimensionalen  Seite n eine s nSimplexe s fu r 

2 4 k  ^TL  >  Satz e libe r  erweitert e Graphe n de r  nich t  -

stumpfwinklige n Simplexe ,  dere n Umkugelmittelpunk t  i m 
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Irmere n ode r  au f  de m Rand e de s Simplexe s  liegt ,  usw . 
1,  Bezeichnunge n un d Hilfssatze * 

I n diesen i  Absat z werde n wi r  einig e Bezeichnunge n un d 
Hilfssatz e au s de r  Matrizěniheorie ?  au s de r  Graphentheori e 
und au s de r  Geometri e de r  nSimplex e  i m euklidische n Rau m 
zusammenstellen ,  di e wi r  spate r  brauche n werden *  Dabe i  sin d 
samtlich e Zahlen ? di e i n diese r  Arbei t   vorkonimen ,  reell . 

Zuers t   einig e Bezeichnunge n un d bekannt e Satz e au s de r 
Matrizentheorie *  Fii r  ein e fest e naturlich e Zali l   n  schrei 
ben wi r  N =  {  ̂  2

}   - >  ̂  }   .  E s se i  A   <\ N \  ̂ ý Ł  ̂   , 
ein e  quadratisch e Matrix .  Wi r  bezeichne n dan n fli r  0'rM  ̂ N , 
0f*M2CN  mi t  A (M 7 ,M2) diejenig e Untermatri x vo n A , 

di e nu r  Zeile n mi t  de n Indexe n au s  M  ̂un d Spalte n mi t  de n 
Indexe n au s Aj ^  enthalt .  Of t    besonder s wen n di e Determi 
nante n zu r  Geltun g kommen   werde n wi r  di e Anordnun g de r 
Index e i n  A1 ^  un d A] % kenne n musser n  Daz u fuhre n wi Ł di e 
folgend e Bezeichnun g ein :  ÍAA bedeute t  di e Anordnung ,  be i 
der  di e Meng e M  ̂de r  Gross e de r  Index e nac h geordne t 
ist o Fall s  M ^ A ;  / \CA ;

?  A| f nAi ,   0  gilt ,  s o be 
deute t  M  ̂ u Mx  ein e Anordnun g vo n  M ^  u  M%  ,  i n de r 
zuers t  di e Element e vo n  M ,  un d dan n di e Element e vo n £jz 

i n de n zugehorige n Anordnunge n  angefiihr t  sind, .  wahren d 
M̂  u M1  bedeutet ,  das s  M^  <JMX  ers t  nac h de r  Ver ~ 

einigun g geordne t  wird *  Of t  werden.wi r    fall s e s z u kel 
ner u Missverstandni s  fuhre n kan n   stat t  < i [  kur z  i  usw . 
schreiben .  Di e Determinant e  eine r  quadratische n Matri x  A 
bezeichne n wi r  mi t  dit A  f 

(1,1) .  E s se i  A-(*>ip,*>d*  N--{lA,"*)?n>\   ein e 

regular e Matrix ť  Dan n gil t   x ; 

dá A^ (AU A/)- ̂ W da A (^>  N~M)* 
Beweis .  Die s folg t  au s eine r  allgê .  ir?ore n Relatio n 

x )  Da s Symbo l  A~"(M,M.)  bedeute t  hier  un d weiterhi n ei 
ne Untermatri x vo n A ' 1 ' , di e invers e Matri x z u A(M7M) 
wir d mi t  (A (M, A/;/**ť *   bezeiehnet . 
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[uber d ie Unterde te rminanten der i r iversen Mat r i x, wie s ie , 
: z . B. im Buche |_5J , S. 26, Re la t i on (33) zu f inden i s t . 

(1 .2) D e f i n i t i o n. Es s ei 4 = frý)7 itj€ N* {i, '2,~-, nJ.McA/. 

Dann nennen wi r d ie Matr ix FL * ('/*"** ? \ ^'i *  € A/--M  ?Wo 

d ie Gausssche Matr ix von A bezi ig l ich AI . 

(1 .3) Es s ei .A « f i ^ >; i , ; t ^ { i '2?.,,.;-n/ , e ine r egu-
l a re Mat r ix und fii r e ine Menge MC/V s ei auch A\ (M.,M - regu-
l a r . Dann i s t d ie Gausssche Matrix?h*UctA(tfok,M^\ky1ehl~M:i 

der Mat r ix A bezi ig l ich M wieder r e g u l ar und 

Beweis. Folgt unm i t t e l bar aus der R e l a t i on von Syl -
v e s t er ( z .B. [5Í , S. 35, Re la t i on (30) ) . 

Wir fúhren noch ohne Beweis d ie fo lgende bekannte 
Ausdriickung des Elementes <iv , *• dU A (£3 v* » tú ú 'l ' an: 

(1 .4) Es s ei A --*  (f'-V•• "X, • <.',, ^ G A/ . . Ferner s ei 
N\CN, k, i e N ~M . Dann g i l t d ie Formel <fát A (k- o M , 
A u AO - a*ř ^ A(M,M)~ 5 3w ^ <? ^ ť ^ CMJ: ' S? ! ! h h ) +• 

wo  m  d i e  Anzahl  de r  Elemente  von  M  b e d e u t e t ,  wobei  i n 
j e d e r  Šumme  liber  s amt l i ehe  angeordnete  Gruppen  ( t 1 ? . . « ? U 
von  voneinander  ve r sch iedenen  Elementen  aus  summiert 
wird . 

( 1 . 5 )  D e f i n i t i o n .  Die  Mat r ix A   ^ i / ^ S Í e ^  h e i s s t 
z e r l e g b a r ,  f a l l s  es  e ine  dera r t ig te  Zer legung  der  Menge 

N.: U*   M t  U M ^ ,  M, * $ ,  M5 5* 0,M7oM/f i b t ,  dass  /i  f W, 5 M.  ) 
e i n e  Nu l lma t r i x  i s t .  Sonst  h e i s s t  A  un e e r l e gb a r . 

( 1 . 6 )  Es  s e i A  e ine  quad r a t i s che  n i c h t n e g a t i v e 
unze r l egba r e  Matrix*  Dann  e x i s t i e r t  e i n  p o s i t i v e r  E igen
wertfivon j£\ d e r a r t, d a s s: 1° c i s t e i n f ach, 2'" c i s t 
im Be t rag g r o s s er oder g l e i ch jedem anderen Eigenwert 
von A t 3° der zu & gehor ige E igenvektor kann p o s i t iv 
fm*mnmmmmmmmm*mmmm~mm~m~m*m~~mmmmm 

I . 

x)  Jede š Elemen t  vo n A  is t  nichtnegativ . 
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genommen werden ,   Lr~ a u keine m andere n Eigenwer t  vo n A  ge 

hor t  ei n (vo n Nul l  verschiedener )  nichtnegative r  Eigenvek % 

tor „ 

Bev/eis .  Folg t  au s de n Satzen ,  di e i n  [5 ]  ,  S.32 3 u . 

331 angefiihr t  sind . 

Aus de r  Graphentheori e werde n wi r  nu r  einig e Grundbe ' 

griff e un d Satz e brauchen ,  di e de n Zusammenhan g zwische n 

den Graphe n un d Matrize n beschreiben .  Zu ř  Bequemliechkei t 

des Leser s werde n wi r  hie r  kur z dies e Begriff e zusamme n 
x ) 

stelle n  ,  ohn e si e al s Definitione n z u bezeichnen * 

Unte r  ein e ni  Gpaphe n werde n wi r  imnie r  eine n endliche n 

nichtgerichtete n Gpaphe n verstehen ,  d«h a ein e endlich e Men

ge vo n Elementen ,  sog ,  Knotenpunkten ,  wobe i  sic h einig e 

nichtgeordnet e Paap e vo n verschiedene n Khotenpunkte n i n 

eine r  Relatio n befinden ;  man sagt ,  das s dies e Paap e durc h 

ein e Kant e vepbunde n sind *  Bezeichne n wi r  di e Knotenpunkt 

menge eine s Graphe n  ( ' r  mi t   U(í?)  } di e Meng e de r  Kante n 

mi t   H v W ,   Fali s fů r  zwe i  Graphe n & ,  y  í5" 2  gleichzeiti g 

U (C%)CíM.."G ,  )   un d Hf(^)C H C TV>  gilt ,  s o heiss t  (> » 
e ^ n Teilgrap h vo n & 2  ;  man sag t  auch ,  das s &»  i m Graphe n 

%.  enthalte n ist *  Is t   <r  ei n G r aph U 0 C U C C T)  ?  s o  heiss t 

der  maximal e Teilgrap h  ( ^   vo n  Cr mi t   U(Crc)u0  êT  au f 

U,  induziert e Teilgrap h vo n &   #  i st   ue  U (b)  ,  s o heiss t 

di e Anzah l  de r  mi t  u   durc h ein e Kant e verbundene n Knoten 

punkt e i n G   Grá d von u  i n Cr  ť  Ei n Grap h  Cr   f  de s se n samt 

lich e Knotenpunkt e derar t  i n ein e Folg e  <i,   9u&>  «<• ? ̂ n , 

angeořdne t  werde n konnen ,  das s  HOor )  gena u di e Kante n 

4i^u^Mi*Jj$y**'ptt>n«* í'n.  enthalt ,  heiss t  ei n Weg  (von ^ 

nac h  ÁLH  ode r  yon^ ^   nach' ^  ) ;  fali s  «'tŁ á  un d fall s 

i n H(Tr )  noc h gena u di e Kant e  <Ln<i^   enthalte n ist , 

sprich t  man vo n ěine m Kreis *  Ei n Gpap h  Cr  heiss t  zu s am

menhang end ,  wen n z u j e zwe i  verschiedene n vo n seine n Kno   ' 

tenpunkte n  v^\Al&   stet s ei n Teilgrap h V/cC r  existiert , 

der  eine n V/e g vo n  u  ̂ nac h < %  darstellt o  Ei n Teilgrap h 

x )  Ausfůhrlie h sin d si e z *  B « i m Buch e vo n Koni g J.7 1 ent 
halten, , 
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(~(f̂í!C r   heiss t  ein e Komponent e vo n (T  f  wen n <5 ;  zusammen 

hangen d ist ,  dabe í  abe r  i n keine m andere n zusammenhangen 

den Teilgraphe n vo n  &   enthalte n ist .  Jede n Graphe n kan n 

man i n sein e Komponente n zerlgge n un d dies e Zerlegun g is t 

bis.au ř  di e Anordnun g eindeuti g bestimm t   (s .  z.B .  [? J  ,  S . 

15) .  Ei n Grap h heiss t  kreislos ,  fall s  e r  keine n Krei s al s 

Teilgraphe n enthalt .  Ei n kreislose r  zusammenhangende r 

Graph heiss t  ei n Baum.  De r  Bau m is t  auc h dadurc h charak 

terisiert ,  das s i n ih m z u j e zwe i  vo n seine n verschiede 

nen Knotenpunkte n gena u ei n Víe g existiert ,  de r  dies e Kno 

tenpunkt e verbindet *  Wenn n ,  di e Ánzah l  de r  Knotenpunkt e 

eine s Baumes ist ,  s o is t  di e Anzah l  seine r  Kante n gleic h 

<n.~4  ( 8<>  ZoB o \i\ S.  54) » Jed e Komponent e eine s krei s 

lose n Graphe n is t  somi t  ei n BaunuWen n ei n kreislose r 

Grap h t ^  Knotenpunkt e un d k  Komponente n besitzt ,  s o ha t 

er  "ři k Kanten *  Fiig t  man z u eine m solche n Graphe n gena u 

ein e Kant e zwische n zwe i  i n verschiedene n Komponente n 

liegende n Knotenpunkte n hinzu 9 s o wir d sic h di e Anzah l 

der  Komponente n u m ein s vermindern ,  wobe i  de r  Grap h 

kreislo s bleibt o Ei n kreislose r  Teilgrap h  K   eine s z u 

s aram e nhangende n G r aphen  &  heiss t  Geriís t  vo n & 9 fall s 

U C K> UfCr )   gilt . 
Ein e Untermeng e  U n f   U (Crr  heiss t  ei n Schnit. t  de s 

Graphe n  i x  f  fall s  de r  au f  de r  Knotenpunktmeng e 

induziert e Teilgrap h vo n G  n i  clí t  zusammenhangen d ist , 

(Di e leer e Meng e is t  somi t  ei n Schnit t   jede š nich t  zu 

sammenhangend e n Gpaphensr )  Fall s ei n Knotenpunk t  eine s 

zusammenhangende n Graphe n &  zugleic h ei n Schnit t  vo n Gr 

ist ,  s o heiss t  e r  di e Artikulatio n vo n G  ť  Jede m Graph 

en kan n man i n folgende r  Weis e de n sog .  Zusammenhang s 

grá d zuordnen :  Fall s i n ti  kei n Schnit t  existiert ,  s o 

is t  de r  Zusammenhangsgrá d di e u m  ' *  vermindert e Anzah l 

der  Knotenpunkt e i n &  ;  gib t  e s i n &  Schnitte ,  s o is t 

er  di e Anzah l  de r  Knotenpunkte ,  di e i m Schnitt e mi t  mog 

lichs t  kleine r  Anzah l  de r  Knotenpunkt e enthalte n sind . 

So ha t  ei n zusammenhangende r  Grap h mi t  mindesten s dre i 

'  "~ *     8     '   ; 



Kno te n punkteri ,  de r  ein e Artikulatio n běsi t  zt ,  de n Zusam 

menhangsgra d ^   ,  ei n Krei s de n Zusammenhángsgra d  2 »  Dabe i 

gib t  e s i n  Cr keine n Schnit t  gena u dann ,  fall s  j e zwe i 

Knotenpunkt e  i n &  durc h ein e Kant e verbunde n sind ;  i n die 

sem Fal l  heiss t  de r  Grap h vollstandig .  Jede r  seine r  Kn o 

tenpunkt e is t  satt ,  d.h .  is t  mi t  jede m andere n Khotenpunfc t 

durc h ein e Kant e verbunden . 

Jetz t  werde n wi r  dre i  Satz e atissprechen ,  di e wi r  spa 

te r  brauche n werden . 

(1.7 )  Jede r  kreislos e Teilgrap h eine s Graphe n & kan n 

zu eine m Geriis t  vo n G"   erganz t  werden . 

Beweis .  S .   [8 ]  ,  3 .  132 . 

(1.8 )  Is t  Cr   ei n zusammenhangende r  Grap h ohn e Ártiku 

latio n un d sin d  «>v;'ia r   dre i  verschieden e Knotenpunkt e 

von &   ,  s o existier t  ei n Weg  • u....%r...w  ±n O   o 

Beweis .  S .  |~7 j  ,  S .  227 . 

(1.9 )  Se i  B   ei n Bau m  M C t K B )   .  Dan n gil t 

wo  S^Ab /   de r  Grá d de s Knotenpunkte s  t,m .   di e Anzah l 

der  Knotenpunkt e i n  M ,   n,  di e Anzah l  de r  Kante n vo n B> 

zwische n Knotenpunkte n i n M un d  €  di e Anzah l  vo n Kompo

nent  e n de s au f   induzierte n Teilgraphe n vo n 

B  ist . 

Beweis «  Folg t  leich t  z.B.durc h Induktio n nac h de r 

Anzg^ l  de r  Knotenpunkt e  i n W  . 

Unte r  eine m Vorzeichengraphe n verstehe n wi r  eine n 

Graphen ,  desse n jed e Kant e mi t  eine m Plu s   ode r  Minu s 

zeiche n versehe n is t   (e s is t  als o ein e Zerlegun g de r 

Kantenmeng e  i n zwe i  Klasse n gegeben ,  wobe i  di e ein e 

Klass e al s positiv ,  di e ander e al s negati v bezeichne t 

wird) ,  Wi r  bezeichne n mi t  ̂ T
+  bzw .   &L  de n positive n 

bzw.  negative n Tei l  vo n fi" ;  dabe i  is t  U  (&+..} = U<(r_)U(Gh 

I n eine m Vorzeichengraphe n wir d de r  Begrif f  de s Weges ,  . 

des Kreises ,  de s Zusammenhange s usw .  wi e be i  de m gewohn   » 

x)  Vgl .  de n Begrif f  signe d &rap h be i  Harar y  [6 ]  .   ť : 



«liehen Graphen eingeführt (ohne dass man die Vorzeichen 

der Kanten berücksichtigt). Zwei Vorzeichengraphen mit der-

selben Kftotenpunktmenge und Kantenmenge, deren gegenseitig 

entsprechende Kanten entgegengesetzte Vorzeichen haben, 

heissen zueinander entgegengesetzt« 

Wenn nun A - (o,^ \ <\ j e N - j A, 27... ^ 2 ? eine 

symmetrische Matrix ist, so verstehen wir unter dem Graphen 

dieser Matrix einen Graphen mit Ti Knotenpunkten, die je 

einer Zeile entsprechen; dabei werden zwei verschiedene 

Knotenpunkte durch eine Kante dann und nur dann verbunden, 

falls dasjenige Element von A von Null verschieden ist, 

welches in der dem ersten Knotenpunkte entsprechenden Zei-

le und derjenigen Spalte, die zu der dem zweiten Knoten -

punkte entsprechenden Zeile symmetrisch liegt, enthalten 

ist« Wenn die Knotenpunkte mit ? * * � �> "
rL
 bezeichnet 

werden, so gibt es zwischen und j (
 1
> ̂  j ) eine Kan-

te genau dann, wenn 4 () ist� Unter dem Vorzeichen-

graphen der Matrix A verstehen wir wiederum einen Vorzem-

chengraphen mit den Knotenpunkten ^ 2.y... > n,> ? dessen 

ICnote npunkt e * ? U :i ) durch eine positive (negative) 

Kante dann und nur dann verbunden sind, f a l l s > 0(o,^ 

gilt; für gibt es keine Kante zwischen ? und ¿j e 

(1,10) Es sei A - £ ), ¿r; e 1, 2,.. £ 1 

e ine symrnet ri s che Matrix, für di e 

y u,.. - o 

für jedes i e N gilt. ̂ Es sei fr der Graph der Mat rix A ö 

Falls 0f, C fr , bezeichnen wir mit 

das Produkt 

der Zahlen > für sämtliche Indexpaare t-, 

für deren Kante k ) e: H (CO gilt. Sei nun 

Dann gilt � , 

¿.et. A (N-M, N - M V L A 0<), 

wo S C M ) die Menge sämtlicher kreisloser Teilgraphen von 

(r mit Komponenten mit der Eigenschaft, dass die Knoten-

punkte i"; 7 '¿3 sich in verschiedenen Komponenten 

befinden, ist. i 
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Beweis *  Diese r  Sat z is t  ei n Spezialfal l  de s Satze s 8 
von  [4 ]  • 

(l f ll )  Ein e symmetrisch e Matri x  Aa te r   Ordnun g is t 
unzerlegba r  dan n un d nu r  dann ?  wen n ih r  Grap h zusamme n 
hangen d  is t  (d.t u ,  wen n e r  de n Zusammenhangsgra d  ž^l  hat) # 
,Di e Matri x A  sowi e samtlich e  ihr e Hauptuntermatrizen.l n li 
te r  Ordnun g sin d uneerlegba r  dan n un d nu r  dann ,  wen n de r 
Gryp h vo n A  de n Zusammenhangsgra d  š  2 .  hat . 

D er   Bewei s folg t   leich t  au s (1,5 )  un d de r  Definitio n 
des Zusammenhangsgrade s  eine s Graphen . 

Wir  stelle n nu n einig e Begriff e un d Satz e au s de r  Ge 
ometri e de r  nSimplex e  zusammen *  Fu r  jed e natiirlich e Žah l 
Tt   verstehe n wi r  unte r  eine m nSimple x  ein e nichtgeordne 
t  e  Meng e ,vo n  n  +  " í  lin e a r  unabhangige n Punkte n A 1 y  A 2  r.  * ,  A.., ,  4 1 
eine s euklidische n ndimensionale n Raumes  E r u (de n Eckpun 
kte n de s nSimplexes),zusamme n mi t  samtliche n  kdimensio * 
nale n  ^ Ž  K  <ri. )  H n e aré n Raumen ,  di e durc h j e  Kf' 1 vo n 
diese n Eckpunkte n bestirom t  sind *  Zwe i  nSimplex e  nehme n 
wi r  al s  gieic h an ? wen n ein e Isometri e  zwische n de n zuge 
horige n euklidische n Raumen existiert ,  di e di e Meng e de r 
Eckpunkt e de s erste n Simplexe s i n di e Meng e de r  Eckpunkt e 
des zweiťe n Siiiplexe s uberřuhrt *  E s gilt ,  das s ei n nSim 
ple x durc h di e Lange n samtliche r  Kante n A ^  A ^  ( i  4" g }ei n 
deuti g (i m angegebene n Sinn e de r  Gleichheit )  bestirom t 
ist *  Bezeichne n wi r  di e Quadrat e diese r  Lange n mi t 

so gil t  řolgende r  Sat z ube r  di e ExLsten z eine s durc h die 
se Zahle n bestiiomte n nSimplexes :   „   ^  .. , 

(1,12 )  Di e Zahle n e t  •  . = e.,   dA$  >  S $z ' l > " " '  L  ' 
sin d Quadrat e de r  Lange n vo n Kante n eine s  nSimplexe s 
dan n  un d nu r  dann ,   wen n  (mi t  e    — Op » ,     '\,  <<• • >  7>>   +   ̂ ) 

Z  l á \ x i < 0  ist ,  sobal d  t  x ,  =   O  un d 
1 '  (*i,* tr--^+?±0 gilt . 

Fur  de n Bewei s s .  z.B .  [2J ,  Sat z 4 . 
Es se i  nu n fu r  ei n solche s  nSímple x 



.•' I O 1  1 A 

(1)  E '*, ^>, : ,«^J 
eine  Matrix,  die  man  auch mit 

E= (As i  v s =  ̂ - • • • n ^ , 
bezeichner .  kann ,  wen n man ?  .- e.  .-,/ /  un d e  = 0 definiert . 
Dann gil t  de r  Satz : 

(1,13 )  Di e Matri x t  is t  regular ,  un d e s gil t 

(2) cítt E= M ) í , 4 - 1 Z M í - / > ? V \ 
wo  V  das  Volumen  des  nSimplexes  ist.  Die  inverse  Matrix 

[z ~ P~  (f̂ os '  hat  folgende  geometrische  Bedeutung: 
a)  Sind  (fur mž 2)Q  ̂ (Á>~ 4,  'uldie  ('<• í)~dimensio

nalen  Inhalte  der  (rtDdimensionalen  Seiten  CL>  (ťo  ge
geniíber  A  ) ?  so  gil t 

(3)  1  U*  Vz 

b) 

(4)  ti  =•   i * : \ 
I   oo  7 

wo ft de r  Halbmesse r  de r  unbeschriebene n Hyperkuge l  de s 

n-Simplexe s ist ; 

c)  fu r  *  " F ̂  gil t 

(5 )   T O G  <i) •   — i ^ ř ^    = 

wo (£ •  •  de r  Innenwinke l  de r  Seite n 6  V ,  <Oy ist ; 

d)  Di e Zahle n /»,,„ ,  f  ̂  ,  ... ,  fi b ̂  M /  sin d baryzent -

risch e Koordináte n de s Mittelpunkte s de r  umbeschriebene n 

Hyperkugel , 

Der  Bewei s folg t  au s de n Satze n de r  Abschnitt e 3 ,  4 

und 5  i n g j  ,  Reiatione n (3,ll) ,  (4,2 )  ,  (5,5 )  un d (5,4) . 

Aus diese m Sat z folg t  di e folgend e wichtig e Tatsache , 

Cle de n 2usammenhan g zmsche n de m erweiterte n Graphe n 

x )  Di e Definitio n de s erweiterte n Graphe n eine s n-Simple -
xes steh t  i n de r  Einleitung . 
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des  nSimplexe s  un d de m Vorzeichengraphe n  de r  Matri x T4"" 4 

zu m Ausdruc k  briíigt : 

(1,14 )  Setz .  De r  erweitert e  Grap h  eine s  n3implexe s 
( V L ^ ^ )  is t  de r  Vorzeichengrap h de r  Matri x  E*" "   (  E .  is t  di e 
Matri x au s ( l ) ,  wen n di e erst e  Zeil e vo n u    de m hinzuge — 
řiigte n Knotenpunk t   de s erweiterte n  Graphe n  entspricht , 

Anmerkung .  E s is t  zweckmassig ,  al s  gewohnliche n  Graph 
en  eine s  1  Simplexe s de n Graphe n mi t  zwe i   Knotenpunkte n 
und  positive r   Kant e  zwische n  ihne n z u betrachten *  De r  er 
weitert e  Grap h  diese s  1   Simplexe s  is t  somi t   ei n Krei s 
mi t   dreiKnotenpunkte n un d dře l  positive n  Kan te m 

BeweiS o  Pii r   / n =  4   folg t   de r  Sat z  (wege n Se r  vorgehen 
n  v   r ;    ̂  

de n Amerkung )   unmittelba r   au s de r  Berechnun g vo n ti    •  E s 
se i   als o  r* ,  ~  2   un d bezeichne n va r  mi t   0y  \  •• •   *   n *  ̂  
di e  Knotenpunkt e  de s Vorzeichengraphe n de r  Matri x  P = E   , 
di e de n Zeile n mi t  de n Indexe n  O ,  **,*<*• >  ih+•  i   entspre 
chen « Ferne r  seie n  0\A\f..*9  (i% *~^1  di e Knotenpunk 
t e de s erweiterte n  Graphe n  (  O*  entsprich t   de m Knotenpunk t 
O  au s de r  Einleitung) «  D a nac h  (5 °  )s^n  ji^   =  S^n ,   to&tp+j 

řu r   i,  g   X * *  •  <n +% i  ± $  gilt ,  is t   p.  '  >  (\l\$  =  0 
oder    p — <  O   ,  j e nachde m qp; ^  spitz ,  rech t  ode r 
stump f  ist ,  Somi t  liege n gleichzeiti g zwische n  t  un d ^ 

(   h +   j \  *> 7 J    ̂ 7 2  ? .   .  v  n > 4  A )   u n ů zwische n  • Ł 7 $  positiv e , 

negativ e  ode r   kein e  Kanten o E s bleib t   noc h  íibrig ,   dassel 

be fi r  di e Kante n  zwische n  ^   1 /   un d  O  7  4  z u beweisen . 
Das  folg t   abe r   unmittelba r   au s (1,10 )  d ) ,  d a di e ťt e 
baryzentrisch e  Koordinát ě  eine s  Punkte s  bezuglic h  eine s 
nSimplexe s  positiv ,  bzw .  negativ ,   bzw *   gleic h  Nul l  ist , 
j e  nachde m  sic h de r  Pubk t   i m inneren ,   bzw *   aussere n  durc h 
di e  zugehorig e  (^> / i)dimensional e  Seit e  bestimmte n  Halb 
raum ,  bzw .  au f  diese r   Seit e  selbs t   beřindet , 

2*   Gausssch e  Braphen . 

(2,1 )  Definitipn .  E s se i  < x  ei n Vorzeichengraph . 
Wi r   sagen ,   das s G*  gaussisc h  dgfinlt ,   kur s  gd.efinit ,  be 
zuglic h  eine r   Untermeng e  U 0 C U ( C H  ist ,  fall s fu r  jed e 
zwei   verschieden e  Kno t  e n punkt e  a^i r  ai s   0(&)Vo 

*    1 3 



gilt ,  das s jed e awe i  Wege i n *T vo n 4* ,  nac h r *  } dere n all e 
inner e Knotenpunkt e i n t £ liegén ,  w o d 2  dieselb e Anzah l 
vo n negati-ve n Kante n běsitzen * 

(2 f 2)  Definition *  Is t  ei n Vorzeichengrap h O  g-defi -
ni t  beziiglic h % C U fCr f  ?  s o bezeichne n wi r  al s de n 
Gausssche n Graphen ,  & (O*) de s Graphe n G  beziiglic h £ 4 
denjenige n Graphe n mi t  de r  Knotenpunktmeng e U  ((?)-- 1\ f 

des se n j e zwe i  verschieden e Knotenpunkt e u , r € U(^)~ti 0 

durc h ein e Kant e dan n un d nu r  dan n verbunde n sind ,  wen n 
aus  <u, nac h *i r  ei n Weg i n G~ existiert ,  desse n all e inne -
r e Knotenpunkt e z u » Ta gehoren ;  dies e Kant e is t  positi v 
oder  negativ ,  j e nachde m diese r  Weg ein e gerad e ode r  unge -
r^d e Anzah l  vo n negative n Kante n besitzt . 

,/\nmerlcurijg; > Dies e Definitio n is t  sinnvol l  infolg e de r 
Voraussetzung ,  das s  xr g-defini t  ist * 

(2,3 )  Jede r  Vorzeichengrap h mi t  laute r  positive n 
Kante n is t  g-defini t  beziiglic h jede r  Untermeng e í\£~4J  t .  &J * 
Der  zugehorig e Gausssch e Grap h ha t  wiederu m lauter ,  positi -
ve Kanten * 

Bewei g klar . 
Anmerkung .  Wenn wi r  eine n (gewohnlichen )  G r aphe n (r 

mi t  demjenige n Vorzeichengraphe n identifizieren ? de r  die ~ 
selbe n Kante n wi ě ÍT ha t  un d laute r  positiv e Kante n be -
sitzt ,  s o kan n man wege n (2,3 )  di e Definitio n de s Gauss -
sche n G r aphe n au f  gewohnlich e Graphe n libertrageň . 

(2 f 4)  E s se i  Gr ei n Vorzeichengraph ,  de r  beziiglic h 
U^CU(Yjr f  g-defini t  ist .  E s se i  .  *%de r  Zusammenhangs -
gra d vo n & + Is t  di e Anzah l  de r  Knotopunkt e au s  U(ÍTJ-~U0 

mindesten s gleic h ***>  + * ,  s o ha t  de r  Gausssch e Grap h 
Cr(U 0)  de n Zusammenhangsgra d mindesten s gleic h ťft /  ;  is t 
dies e Anzah l  hochaten s gleic h A*- 4 , s o is t  (T(U0) ei n 
vollstandige r  Graph . 

Beweis .  E s genug t  z u zeigen ,  das s jede r  Schnit t  vo n 
(x(U 0)  gleichzeiti g ei n Schnit t  vo n (r i3t .  E s se i  so -  i 
mi t  M C UfCr)-0 o ei n Schnit t  vo n G(i)0^ ;  dan n 
gib t  e s i n V((r)~~(\l, M zwe i  verschieden e Knoten -

.punkt e AI, v- QQ das s jede r  Weg i n (x (U^) vo n €L nac h ; 



i r  irgendeine n Knotenpunk t  au s M enthalt .  E s se i  W ei n 
Weg vo n ik, nac h v i n ( x ,  de r  keine n Knotenpunk t  au s H 
enthalt :  W-,^,..^...^...^. k ... ^  ?  w 0 ^ ^ . . . ^ 

all e Knotenpunkt e vo n V< /  sind ,  di e i n VCO)~Un liegen . 
Dann existiere n abe r  i n Cr (U^ di e Kanten^.it 1 ?U* t*, ,..., ^  ir ? 

di e eine n Weg vo n -O ,  nac h i r  bilden ,  de r  keine n Knotenpunk t 
aus r » enthalt .  Diese r  Widerspruc h beweist ,  das s M auc h 
Schnit t  vo n Cr  i s t ,  Somi t  is t  de r  Sat z bewiesen . 

Anmerkung .  Ma n kan n leich t  beweisen ,  das s de r  B.egrif f 
des Gausssche n Graphe n (ohn e negativ e Kanten )  folgend e 
graphentheoretisch e Bedeutun g hat :  Is t  O  de r  gegeben e 
Grap h un d is t  UQC U (Cr) f s o is t  de r  Gausssch e Grap h 
G-(UQ) de r  einzig e Grap h G^  mi t  de r  Knotenpunktmeng e 
U,  -  U«y)-U0 ,  de r  di e Eigenschaf t  besitzt ,  das s fu r  al -
l e Paar e vo n zwe i  verschiedene n Knotenpunkte n •!*, ,  i r  i n U , 
di e Meng e de r  Schnitt e i n ( ^  zmsche n -t t  un d V  identisc h 
is t  mi t  de r  Meng e derjenige n Schnitt e zwische n -f L un d i/ * 
i n de m ursprungliche n Graphen ,  di e zugleic h Untermenge n 
von t ^  sind .  Dabe i  is t  ein e Meng e SCU *Cr) ei n Schnit t 
i n & zmschen <JU un d v  (.-** -  *"v ^  -w. ,  v e UCG)  -  S  ) ,  fall s 
-c t  un d v  i n verschiedene n Komponen t  e n de s au f  t/((̂ )- S in -
duzierte n Teilgraphe n vo n O  liegen .  De n Begrif f  de s 
Gausssche n Graphe n kan n man auc h au f  gerichtet e Graphe n 
und gerichtet e Vorzeichengraphe n erweitern . 

(2,5 )  E s se i  & ei n Vorzeichengrap h mi t  de m Zusammen-
hangsgra d £J ,  -  2 ? O f , C U  (Cr )  e i n e untermeng e seine r 
Knotenpunktmeng e derart ,  das s t > (Cr )  -  0 o wenigsten s 
zwei  Knotenpunkt e enthalt .  O is t  g-defini t  beziiglic h U 0 

dann un d nu r  dann ,  fall s  jede r  Krei s i n Gr  f  de r  hochst -
ens zv/e i  Knoteiípunkt e au s O  C G ) -  O ,  enthalt ,  ein e 
gerad e Anzah l  vo n negative n Kante n besitzt . 

Beweis .  Nehmen wi r  an ,  das s jede r  Krei s i n O"  mi t 
hochsten s zwe i  Knotenpunkte n au s LKO-f -  U©,  ein e gera ~ 
de Anzah l  vo n negative n Kante n besitzt .  E s seie n t> .  un d 
V zwe i  verschieden e Knotenpunkt e i n U(67-*A > un d , 
^ *»^S L

 z w e i  Wegé vo n <* -  nac h */ -  ,  dere n jede r  inner e 
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Knotenpunk t   z u  U c  gelibrt .  Di e Meng e derjenige n Kanten , 
dí e i n gena u čine m de r  7eg e  W^/H/ 2  liegen ,  is t  Vereini 
gungsmeng e vo n einige n voneinande r  kantenfremde n Kroisen . 
Jede r  diese r  Kreis e běsita t  hochsten s zwe i  Knotenpunkt e 
von \J (Cr)-i)0  un d ha t  somi t  ein e gerad e Anzah l  vo n ne 
gative n Kanten *  Als o habe n di e beide n Wege  zusamme n ein e 
gerad e Anzah l  vo n negative n Kanten ,  d.h ,  di e Anzah l  vo n 
negative n Kante n is t  i n de n beide n V/ege n  moc t  2  gleic h 
und  ( T is t  gdefini t   bezuglic h  U D 

Sei  umgekehr t   Ł r   ei n gdefinite r   Crap h bezuglic h 
\}0CU(GS)  o  Setze n tór  voraus ,  das s ei n Krei s  KCCr   hoch 
sten á zwe i  Knotenpunkt e  au s  U(0)~~(J 0  enthalt ,  Unte r  
scheide n wi r  dre i  Falle : 

A)   K   enthal t  gena u zwe i  Knotenpunkt e i*v?/** € Ofaj-Lh  ť 
Da di e beide n Teil e vo n K   zmacho n u .  un d ir niodldie 
gleich e Anzah l  vo n negative n Kante n haben ,  is t  di e A n 
žah l  vo n negative n Kante n i n K  gerad e a 

.33 )  K   enthal t  eine n einzige n Knotenpunkt*x e U&T)~UO9 

Wenn wi r  au s  ( r  de n Knotenpunk t  u ,   zusamine n mi t  de n mi t 
I t   inzidente n Kante n entfernen ,  erhalte n wi r  eine n 
Graphe n (r\ 9 de r   (wege n  & ,  ™ 2   )  zusammenhangen d  ist . 
I n  &   existier t   ei n Weg W  zwische n de r  Meng e de r  Kno 
tenpunkt e vo n  K   (mi t  AUsnahrne ,  vo n \-x, )  un d de r  nicht 
leere n Meng e UC G )    G 0^U ?der  di e kleinst e Anzah l  vo n 
Kante n enthalt o W  ha t  als o einen   einzige n Knotenpunk t 
K  au s  K   un d eine n einzige n Knotenpunk t  xr  au s 
UCtr )    0o     u  0  Nu n gib t  e s i n  t r   zwe i  Wege zwisch 
en Í X un d  i r  ' :  vo n t i  nac h k   (durc h de n eine n ode r  ande 
re n Boge n vo n  K   un d vo n k  nac h \r mi t  W 9  D a dies e 
beide n Wege /ntoót 2  di e gleich e Anzah l  vo n negative n 
Kante n besitzen ,  gil t  dasselb e říi r  di e beide n Boge n 
AL.*~  k   Ł e s Kreise s  K   un d K   ha t  ein e gerad e Anzah l 
von negative n Kanten * 

C)  K   enthal t  keine n Knotenpunk t   au s  V(<r)   U 0 * 

Is t  & ^  *k x ein e Kant e  au s  K   ?   u  ei n Knotenpunk t   au s 

U((r)U c ,  s o gib t  es ,  d a  &   zusammenhangen d un d 



artikulationslo s  ist ,  nac h  (1,8 )  eine n Weg W  M ^ . . *  ttu ,  k%* 
Sei  k ^  bzw *   ^ t   de r  letzt e Knotenpunk t  de s Abschnitte s 
k v ..u .  vo n W  bzw ,  de r  erst e Knotenpunk t  de s Abschnitte s 
iju..+ kz  vo n W f de r  i n &   liegt .  Ořřenba r  gil t  & J 4 ^  ̂  * 
Sei  ferne r  u » bzw .  J-L  ̂ de r  erst e Knotenpunk t  de s Abschnit 
te s  k ^  >. ,  u   bzw .  de r  letzt e Knotenpunk t  de s Abschnitte s 
t*...*k ^  vo n W  ?  de r  i n lŁ^ír)~0 o  liegt .  Unterscheide n w l  r 
zwei   Unterfalle : 

a)  <Á,^~ 4JU% f  a l s o  e/ n * *  «i *  #   Dan n bilde t  de r  Abschnit t 
FVI*,.. .  k ^   vo n W  zusamme n mi t  de m eine n ode r   andere n 
Bogen k ^  K ^   vo n K   zwe i  Kreis e i n < r   ,  di e j e eine n 
Knotenpunk t  vo n  enthalten, .  Nac h B )  ha t  jede r 
vo n diese n Kreise n ein e  gerad e  Anzah l  vo n negative n Kan 
ten *   Als o ha t  jede r  Boge n k^^. K  vo n K m o c í 2 di e glei 
che Anzah l  vo n negative n Kante n un d  K   ha t  ein e  gerad e 
Anzah l  vo n negative n Kanten . 

b)  n ^ ^ z « Dan n gib t  e s zwe i  Wege u^.„  k̂.. .  K^u a 

i n Gr  v o n u%  nac h  u 2 ?  w o tî ..k ,  un d k^... ^   Abschnit 
t e vo n W  sin d un d  k^>»k! ,   de r  ein e  bzw .   ander e  Boge n 
vo n K  zwische n & % un d k ^  ist .  D a dies e  beide n Wege 
mool  2  di e  gleich e  Anzah l  vo n negative n Kante n  haben ,  be ~ 
sitz t  K   ein e gerad e  Anzah l  vo n negative n Kanten * 

Der  Sat z is t  vollkomme n  bewiesen * 
(2 ?6)  E s se i  G~ ei n Vorzeichengrap h mi t  de m Zusa m 

menhangsgra d  4 x ~  2 .   #  Se i  U^ C UCG V s o ?  ^as s  V((r)-U^ 
mindesten s  zwe i  Knotenpunkt e  enthalt *   Is t  &   gdefini t 
bezuglic h  U 0 ?

 8 0  ÍBÍ :  ^   gdefini t   bezuglic h  jede r 
U^C U 0  un d de r  G^ap h  (r̂ ~ GrCU, )   is t  wiede r   gdefini t 
bezuglic h  U 0   U ,   ?  wobe i 

(6)  G1ru cu^=(r(řj t ,). 
I s t umgekehrt G" (mit dera Zusammenhangsgrad $L ~ 2. } 

g -def in it bezuglich U, und Cjr-G-CU )̂ g -de f in it be-
zugl ich 0o - U, , U,C ^ C U (G-) , Wobei Ofó ) - U0 mindest-
ens zv^ei Knotenpunkte ha t, so i s t- Cr g -def in it auch be-j 
ziiglich U> und es g i l t wieder (6). j 

Beweis, Es sei €r g -def in it bezuglich í)0 und es \ 



sei  „tl t  f  0o *  le t  K  ci n Krei s I n Cr ?  de r  hochsten s zwe i 

Knotenpunkt e au s  V((r}-ij^  enthalt ,  s o enthal t  K  auc h 

hochsten s zwe i  Knotenpunkt e au s li1>6r )  — U 0 un d nac h (2,5 ) 

(  (Jí€r)-ti o ha t  wenigste.n s zwe i  Knotenpunkte )  lieg t  i n 

K ein e gerad e .anzah l  von regatî e n Kanten *  A  be r  auc h 

ItCCr )  -  li *  enthal t  wenigsten s zwe i  Knotenpunkte ,  sodas s 

(x wiede r  nac h (2,5 )  g-defini t  auc h bezuglic h U<% ist * 

Um di e Existenz *  vo n ̂  (V 0 -(Ĵ i  un d dl e Relatio n (6 ) 

zu beweisen ,  genug t  e s z u zeigen ,  das s ei n Weg w  zwisch -

en zwe i  verschiedene n Knotenpunkte n <i > v  €  U(CJ)~ U0 mi t 

innere n Knotenpunkte n i n U 0 dan n un d nu r  dan n existiert , 

fall s  e s i n í r  eine n Weg W. Ý zwLsche n tL un d V "  mi t  inne -

re n Knotenpunkte n i n li,-Lí ,  gibt ,  un d das s dies e beide n 

Wege -moc t  11. di e gleich e Anzah l  vo n negative n Kan t  o n be« ~ 

sitzen o 

Es se i  somi t  V/ = a.. .  -u .̂u;.. < t>t a.. ,  V£.. .  ̂ k " ' v k * # '  a> ^ 

ei n Weg vo n t i  nac h t/-l*u, ,  ̂ e Uí/Šr )  ~ 0 o f  ?  desse n all e 

inner e Knotenpunkt e z u U0 gehoren 5 wobe i  gena u di e inne -

re n Knotenpunkt e de r  Abschnitte •  <c n.* .  v ;  *-o, t-- -  ̂ i * - - * ^ -  * !/ k 

i n U i  liegen *  E s liege n als o i n G;  di e Kanté n -  . 

•  i*, .  ̂  (*£="íf- > *  >'  sowi e all e íibrige n Kante n vo n W (d«h „ 

mi t  Au s nahrn e de r  Abschnitt e -u ^  «** T£ )• •  E s existier t  so -

mi t  i n Cn,  ei n Weg^=^-..^;^^^\^-/*^^-'i/'iiii t  innere n 

Knotenpunkte n au s Uo-U ^  p  Pabe i  is t  di e Kant e a ^  t \ i n 

(x positi v  ode r  negativ ,  j e nachde m de r  Abschnit t  i%;**-*/ £ 

von W ein e gerad e ode r  ungerad e Anzah l  vo n negative n Kan -

te n běsitzt « D a di e íibrige n Kante n vo n W- i  (gemeinsa m mi t 

W )  dieselbe n Vcrzeiche n i n W,  wi e i n W haben ,  is t 

di e Anzah l  ve n negative n Kante n i n W-,/moo t  Z  dieselb e 

wi e i n W 0 

Is t  umgekehr t  W n ei n Weg i n *X |  vo n < L nac h i ^  mi t 

innere n Knotenpunkte n i n L^ -  ̂  un d ̂ v^ f 1 ^  ein e Kant e 

von W j  ?  s o gib t  e s irgendeine n Weg p^-..<£ mi t  innere n 

Knotenpunkte n i n U t  0  E s existier t  somi t  ein e Verbindun g 

3 ^  <tj  .. ,  xr :'±n fj -  (einig e Knotenpunkt e ode r  Kante n 

\ konne n auc h mehrfac h auftreten )  mi t  innere n Knotenpunkte n 



*/ 0  «  Di e Meng e de r  Kante n vo n 5   ,  di e i. n  S  i n unger&^ř l 
Anzah l  auftreten ,  bildet ,  zusamrne n mi t  de n Endknotenpunkt 1 

en diese r  Kanten ,  wiede r  ein e Verbindun g  5* *   vo n ̂ i   un d u '  , 
di e kein e Kant e mehrfac h enthalt *  Dabe i  setz t  sic h di e Men 
ge de r  Kante n vo n 5   zusamme n ai s de r  Meng e de r  Kante n ei 
ne 8  Weges W  von^ t  nac h i>   un d au s de n Kantenmenge n vo n 
einige n Kreisen *   D a di e Verbindun g  S rnoc t ž  gleich e An 
zah l  vo n negative n Kante n běsitz t  wi e W ,  u n d  d a wede r 
der  Ůbergan g vo n  S  z u S   noc h vo n  &ť   z u W  dies e Anzah l 
andert ,  habe n W' .  un d  W  ( m od 3 t   di e gleich e Anzah l  vo n 
negativd n Kanten *  Zwe i  Wege  i n Cr   zwische n  it  un d  %r mi t 
innere n Knotenpunkte n i n  l \  habe n jedoc h  mcns l  2 .  di e 
gleich e Anzah l  vo n negative n Kanten ,  E s gil t  als o dassel 
be auc h fu r  Wege  i n  Gr i  mi t   innere n Knotenpunkte n  i n 

« L^L) ,   ?  un d O ;  f"0 0 L^ ^  existiert .  Di e Gleichhei t   (6 ) 
is t  als o erfiillt . 

Um de n zweite n Tei l  de s Satze s z u beweisen ,  geniig t 
es wege n  (2,5 )  z u zeigen ,  das s  jede r  Krei s  i n G .  ,  de r 
hochsten s zwe i  Knoteipunkt e  au s  U ( ^ w ^ l 4  enthalt ,  ein e 
gerad e Anzah l  vo n negative n Kante n besitzt .  E s se i  somi t 
K  ei n solche r  Kreis .  Besitz t   e r  hochsten s  zwe i  Knoten 
punkt e au s   0((r)U  ̂ f  Q0  folg t   di e angefuhrt e  Tatsach e 
aus  (2,5) *   Gibt.e s i n  Ą  ̂wenigsten s dre i  Knotenpunkt e 
aus  0(Cr).~~O< l   f  s o gib t  e s i n UfO*^Li ,   wenigsten s dre i 
Knotenpunkt e un d  Gr(Xl^)  ha t  nac h  (2,4 )  de n Zu s aram e nhangs 
gra d wenigsten s zwei *  Jede m Abschnit t   ^ ť ť ť« J ř   vo n  K   , 
des se n  inner e Knotenpunkt e  z u  Ll >  gehore n un d 
u  ̂ 7 *l u  rmi% € .   U  ̂ ,  ordne n wi r  di e Kant e  ^ ' « a i n  (r^ zu , 
So erhalte n wi r  eine n Krei s K ^  i n Gr   f  de r  hochsten s 
zwei  Knotenpunkt e  au s   0(G)~  U* ť   U/(r)UL ,    Cíi 0   U, )   ent 
hal t  un d dahe r  ein e gerad e Anzah l  vo n negative n Kante n 
besitzt .  Ein e leicht é Ůfaerlegmn g zeig t   analo g wi e vor 
her ,   das s K   \Xnů K^woo L " 2  cli e gleich e Anzah l  vo n negati 

!  ve n Kante n besitzen *   De r  Bewei s  is t  somi t  vollendet * 
|   (2,7 )  Is t   Gr  ei n positive r  Graph ,  s o is t  sei n Zu 
i  sammenhangsgra d  dan n un d nu r  dan n  = K   ,  wen n jede r   j 
' —    1 9    _ J 



Gausssch e G r aph vo n & mi t  k  v 1 Knotenpunkte n vollstandig í 
I 

Í S t» 

Beweiso  I st  der  Zusammenhangsgrad  von  (r  mindestens 
glef  ch k  ,  80  hat  die.Knotenpunktmenge  N)  von  Cr  mindes
tens  K*  4 . Knotopunkte.  Hat  MC.N  k  * i  Knotenpunkte,  so 
i st  der  Gausssche  Graph Cr (M ~M# vo l l s tand ig:  sonst  ex i s
t i e ť te  řii r  zwei  Knotenpunkte  u v i r € ^ 7 l í  ^  ^  ,  keine  Kan
te  ^ i r  i n  Grf/VHO  f""d.h.  jeder  Weg  von  a  nach xr 
i n  v  wurde  mindestens  einen  der  Knotenpunkte  aus 
H   {ti, |  ~~ \\y\  en tha l ten,  s odass  M  { i t  )   { v j  ein  Schnitt 
von  Gr  mit  k~4  Knotenpunkten  warea  Sei  umgekehrt  jeder 
Gausssche  Graph  von  Cr*  mit  k^4  Knotenpunkten  vol ls tandig* 
I st  SCNl  ein  Schni tt  von Cr  mit >LÚ  k '?  Knotenpunkt
en,.  so  e x i s t i e rt  ein  Schni tt  Sn  von  Cf mit  k4  Kngtenpunk~ 
ten.  Dann  i st  fíi r  irgendwelche  zwei  Knotenpunkte 
i.L  ar e  N  Sn  11.  i.r  keine  Kante  des  Gaussschen  Graphen 
Cf (f^S^~{tt.}{v} )  mit  k^i  Knotenpunken«  Dieser  Wi  
derspruch  ze ig t,  dass  jeder  Schnitt von  (x  mindestens  H 
Knotenpunkte  ha t,  und  der  Satz  i s  bewiesen* 

Der  folgende  Satz  zeigt  den. Zusaromenhang  zwischen 
don  Gaussschen  Gřaphen  und  Gaussschen  Matrizen  aus  (1,2.).. 

(2,8)  Satz.  Es  sei Á - fe.^ \  i,^j  e  N  ?  čine  sym
metrische  Matr ix, Cr  ihr  entgegengesetzter  Vorzeichen  
graph  (mit  Knotenpunkten  ais  N  ).  I st  <r  g de ř in it  bezug
l i c h  K CM  und  A(M7M>)  pos i t iv  d e f i n i t,  so  i st  der 
Gausssche  Graph  GTM)  der  entgegengesetzte  Vorzeichen
graph  der  Gaussschen  Matrix  ^  der  Matrix  A  bezíiglich 
M . 

Boweis.  Nach  (1,2)  hat  die  Gausssche  Matrix  ^  die 
Porm W #)  mit  k , ^ N  M  und  _ Kjt r 

1 k '  n_ r, d et  A ( ^ M , f  u M ). 
Aus  (1,4)  fo lgt  fur  1 < tk4= t 
(7)   f ^  =  ^ k ř M e t A ( ^ M ; ) 4 

+ Z ('o, . ) (-a. € )*Ut A CM- i] y M  - O 4 " 
,  \ /  Vfo t ^jUt A(M~i ~<s . M  t • t  )f~  i 

- 20 -



Voi&Cdle  Anzah l  v  o n Elemente n au s M  bedeute t  un d ̄  in^Je^ 2^ 

'de r  Šumme nac h samtliche n geordnete n Gruppe n fi^»¯¯¯¯  tLYvon 1 

voneinande r  verschiedene n Elemente n au s M  summier t  wird . 

Da  A ( M ? n  >  aL s positi v  defini t  ̂ orausgesetz t  wird ,  sin d 

samtlich e Determinante n r^e*A(M U  i s ,  ̂ ^   ^   positiv * 

Hat  als o de r  Gausssch e Grap h G(M^) f  w o  Cr   de r  Vorzei ~ 

ehengrap h vo n ~~ A  ist ,  ein e positiv e  (bzw *  negative )  Kan 

t e k £ (k7( e N  M ,  k  +  t  ,  s o existier t  i n  č r   ei n Weg 

W«ki*..t c ^  9  w o £^«. ? ^ 0  voneinande r  Verschieden e Ele 

ment ě ai s hrsind ,  un d ei n solche r  Weg vo n k   nac h €   ha t 

immer  ein e gerad e  (bzw ,  ungerade )  Anzah l  vo n negative n 

Kanten *  Als o áin d dí e ZahlenH l    \(~°u ¯  ̂  ̂ ¯¯¯t*" ^   £ *  vo n 

Nul l  verschiede n un d ein e gerad e  (bzw *  ungerade )  Anzah l 

von ihne n is t  negativ ¯  Hierau s folgt ,  das s jede r  vo n Nul l 

verschiedene r  Summand i n (7 )  positive s  (bzw ,  negatives ) 

Vorzeiche n hat ,  wobe i  mindesten s ei n Summand wirklic h vo n 

Nul l  verschiede n ist. ,  cUtu,(~~/%k £  i s ^  positi v   (negativ) * 

Gib t  e s i n P H  zwische n k   un d l Oc+€ ,  k9€€ N-  H >  kein e 

Kante ,  s o is t  offenba r  f*-*  ~ &  <> Somi t  is t   íxOH )   de r 

entgegengesetzt e Vorzeichengrap h vo n  F̂ |   un d de r  Sat z 

is t  bewiesen * 

3*  Matrize n vo m Ty p g .  un d %  « 

(3.1 )  Definition .  Ein e symmetrisch e  Matrixmte r 

Ordnun g  (r a ̂ .  ř 2.  )  heiss t  elliptisch ,  fall s  si e r e gu l  a r 

mi t  de r  Signatu r  — ( m  2 )   ist ,  d.h .  ,  fall s  di e zugehori 

ge quadrarisch e Por m al s lin e ar e Kombiná t  io n vonm.Quad ~ 

rate n vo n Linear f  orLie n darstellba r  ist ,  wobe i  ei n Koef 

f  izien t  positi v  un d di e ubrige n  ^% Í  Koef f  iziente n nega 

ti v sind . 

(3.2 )  E s se i   A   ein e symmetrisch e r e gu l  ar e Matri x 

mte r   Ordnung ,  m ,  k 2    *  E s se i  L   der.m—dimehsionale 

Raum vo n  mgliedrige n Spaltenvektoren .  Dan n gil t  x  : 

a)  Fall s fu r  eine n Vekto r  3  €  LT  i j  =f c O   ,  di e 

¯  x )  Vgl .   9   o   ; 

i 



Gleichhei t  ^ ' A . ^ 0 gil t  x \ wobe i  fu r  jede n VektOJr l  é  fc7| 

der  nich t  vo n ̂  linea r  abhangi g is t  un d fu r  d e n ^ ' A x - ^ 0 ' 
ist ,  di e Ungleichhei t  x  A  x  < 0 gilt ,  s o is t  A  eliip -
tisch * 

b)  Is t  A  eliiptisc h un d is t  ̂  e  W<* £ 4 ~ O f  ei n Vek -
tor ,  fu r  de n ̂  A ^ ^ O gilt ,  s o erřull t  jede r  vo n ^ 
nich t  linea r  abhangig e Vekto r  Á S L 9 fu r  den- y A x -  O 
ist ,  di e Ungleichhei t  x  *  A  X  <  O 

BeweiS o D a di e Pormulierun g vo n a )  un d b )  vo n de r 
Wahl  de r  Basi s i n L  unabhangi g ist ,  konne n m r  vorau s -
setzen ,  das s A  i n de r  Diagonalfor m dargestell t  ist ,  rai t 
de n erste n / t  Diagonalelemente n 4-1Í0 Š K 4  n% )  un d de n 
ubrige n nm-H, Diagonaleleinente n — 4  ,  d 0h« fu r 

X c l ~ ' ^ e ~  * l^ % **'  fin + f 9 V? 

a)  E s s e i  ^ j  ei n Vekto r  mi t  de r  angegebene n Eige n -
schaft .  Offenba r  is t  ^ „  ̂  " 1 *  Setze n wi3 ? voraus ,  das s 
t > i  gilt *  Dan n gib t  e s eine n Inde x k 9 4 ^  k = .  ̂  ,  s o 
das s '$ k 4 "  0  ist ,  un d eine n Inde x £f €:&k>41L€  ̂ fy 
Nun is t  de r  Vekto r  X  ,  fu r  denx^^ € , x ? =|^ ; X i r=0(1 ř^ i+^ ) 
gi l t ,  vo n y linea r  unabhangig ,  e s g i l t ^ ' A x - 0 ,  abe r 
x ' A x * ^  *M( **  " ť  Diese r  Widerspruc h beweist ,  das s 
J L - ^ ist ,  un d di e Matri x is t  eliiptisch * 

b)  Se i  A  eliiptisch ,  d*h« > ^ ~ ̂  «  E s se i 
/ ^  4= 0 ,  ̂'A- y =  0 -  ,  sodas s  V^^t-^Vj ť  E s se i  x 

e in  von  tj  l i n e ar  unabhangiger  Vektor,  fur  d e n ^ A x ^u 

i s t ,  d .h, X+y^^ri  x
3  l i 

Dann  i s t  auch  der  Vektor  ftx^.*   X w   l i n e ar  unab
hangig  von  dem  (von  Nu ll  versch iedenen)  Vektor 

07 *áz ?*- y  ̂ ,  sodasa 

  *»  v/r<L  ^ >*/  x p *  i 3 ra  ^  '  . ^a  Í  g i l t . 

Also  (<&=* 0)  x*     | ^ J  <  O, d. K.  X řA  x  <  0  u n d  d e r  B e„ 

wei s is t  vollendet * 
( 3 ?  3 )  E s se i  A  ein e symmetrisch e Matri x -ru-te r  > 

S 

x )  ̂ y is t  di e zugehorig e transponiert e Matri x zu m Spal -
tenvekto r  ^  ť 



[Ordnung, -rt̂  2L, Ä -(e,-k\ ¿5k € M = 2, � � �, n,] . 

für i-4,...,<n - >1. 

Ist oUt A CM,, = oUt A ( M k , M k * ± 0 f{-r 

j< = ? so ist A elliptisch dann und nur dann, 

falls für k = 2. 7.. . , -n, 

(-1) äet A ( M k J M k ) > 0 
gilt. 

Beweis. Offenbar hat (k = » genau k Ele-

mente und die Folge ̂  = Ö* = clet M,>? A f M ^ M ^ , 

Dr, - cUt A (Mfl.v M,,>- det A 

erfüllt die Voraussetzung des Satzes von Jacobi (s. z.B. 

? S. 246 - 247)c Also ist A elliptisch dann und nur 

dann, falls in der Fe .Ige ^ 7 * - � 9 genau n - ^ 

Vorzeichenwechsel vorkommen. Das ist aber genau der Fall, 

wenn (-4) iJk>Ot>.ir n% ? w±e w±r beweisen woll-

ten« 

(3 5 4') Definition. Eine Matrix ist vom Typ e' , falls 

sie symmetrisch elliptisch ist und in der Hauptdiagonale 

lauter.Nullelemente besitzt. 

Anmerkung. Eine solchecMatrix hat also die Ordnung 

mindestens 2 „ 

(3,5) Eine symmetrische Matrix ist dann und nur dann 

vom Typ , falls ihre Ordnung mindestens 2 beträgt 

und falls ihre Hauptminoren erster Ordnung gleich Null 

sind und die Hauptminorem ter Ordnung für 2- von 

Null verschieden sind und das Vorzeichen(- 1 * besitzen. 

Anmerkung. Damit eine symmetrische Matrix der Ord-

nung -n, vom Typ sei, genügt es, dass sämtliche ihre 

diagonalen Elemente gleich Null sind und dass für eine 

(TL-/1)~gliedrige Folge von Hauptrninoren der Ordnungen 

2.7 'i, � � - 7 ̂  ? deren Indexmengen der Reihe nach v;achsen > 

gilt, dass für >t- .2 7 . -. tu jeder Hauptminor . K -ter 

Ordnung von Null verschieden ist und das Vorzeichen 

besitzt. V | 

Beweis-. Folgt unmittelbar aas (3,3), wenn wir zei- | 

gen, dass sämtliche Hauptminoren einer Matrix vom Typ <f j 

»23- ' 



di e ein e Ordnun g  í Z   besitzen ,  vo n Nul l  verschiede n siní' ; 
Es se i  als o A  »  (ct ck) >il > k  ̂  N *  ^  2,. .  ̂ n> |   ein e Matri x vo m 
Typ é   5  M C N ein e Meng e mitrn .  =  2L Elementen ;  nehme n wi r 
an,  das s de t  A l M v M ) ~ Q   i st .  Wenn va r  #u r  eine n 
Ti  gliederige n Spaltenvekto r  x  mi t  x/H O de n nigliederi 
gen Spaltenvekto r  mi t  (gfeordneten )  Koordinate n au s H   be 
zeichnen ,  s o existier t  ei n Spaltenvekto r  ̂ 4 T0 mi t  y ^  0 
fu r  i  fl M  ,  fu r  de n  A   (M, M V y W *   0 

gilt .  Is t  %+* 0  ?  als o k  €  M  ,  unc i  í^fc ,  ř  Q  M  ,  s o is t 
der  Vekto r  x   mi t  x   »  i  ,  x   *  0   fu r  i  ̂  ̂   §  vón*" M linea r 
unabhangig ,  wobe i   ,  v  .  „   x   /kj& x  n 

gilt ,  jedoc h x'Ax r  o, ^  * = 0   ť  Diese r  Widerspruc h gege n 

(3*2 )  beweis t  de n Satz . 
(356 )  E s se i  A   ein e Matri x voiáFy p  &  «  Dan n gilt : 
a)  Samtlich e nichtdiagonale n Element e vo n A   sin d vo n 

Nul l  verschieden * 
b)  Is t  ein e Zeil e vo n A   nichtnegati v ,  s o is t  A  nicht 

negativ * 
c)  E s gib t  ein e diagonál e Matri x D   mi t  de n Diagonál 

elemente n + 1 ode r   ň  derart ,  das s  DA P ,  di e wiede r  ein e 
Matri x vo m Ty p e   ist ,  nichtnegati v  ist * 

j t  da r  aus ,  das s fíi r 
K f  ? 

gilt *  Nehmen wi r  jetz t  su m Bewei s vo m b )  an ,  das s fu r  ei 
nen feste n Inde x  i   un d  k^/í?  ̂ ť  7<v« #' t* c  ̂  $   ist *  Is t 
*%̂ *  4   ,  is t  alle s bewiesen .  Is t  tis S  ,  s o is t  fu r 
,; + fe 4 t 4- i /a^. t o ^ , aif\ 

d*h*< ^  >  0  •  . 

Um  c)  zu  beweisen,  geniigt  es,  die  Diagonalelementen.. 
t . , i e N  f olgendermassen  zu  wahlen: €„*  "1*€  ~ s § ^  a** ^ 
fur  i ^ ^ ^ u ,  Da  die  Matrix  hA&  nach  (3,5)  wieder  vom 

: - 24 - - "" 

Beweis.  Die  e rs te  Behauptung  fo lgt 
A, í<Ł%TXi *N  {Wry^h  h*\   k  *   f , 



Typ e  is t  un d ihr e erst e Zeil e nichtnegati v ist ,  is t  slě"" ] 

nach b )  nichtnegativ. . 

(3|7 )  Definition *  Ein e Matri x is t  vo m Ty p  e   ,  fall s 

si e vo m Ty p e   un d zugieic h nichtnegati v ist a 

(3.8 )  Definition .  Ein e regular e Matri x  A   is t  vo m Ty p 

Q  bzw *  ^   ,  fall s  di e Matrix A  vo m Ty p e  bzw .  €   ist , 

(3.9 )  Ein e symmetrisch e Matri x r t  te r  Ordnun g ( u r  2  ) 

is t  dan n un d nu r  dan n vo m Ty p  q   ,  wen n samtlich e ihr e 

Haupt  minore n de r  Ordnun g ̂ ~ i% 2 positiv ,  samtlich e Haupt 

minore n de r  Ordnun g ri-i  gleic h Nul l  sin d un d ihr e Determi 

nant e negati v ist ® 

Anmerkung o Au s de r  Anmerkun g i n (3,5 )  folgt ,  das s ein e 

Matri x de r  Ordnun g T\í=.2 .  vo m Ty p q   ist ,  sobal d samtlich e 

ihr e Hauptminore n de r  Ordnun g 7L Í  gleic h Nul l  sind ,  di e 

Determinant e negati v is t  un d ein e Folg e vo n positive n Haupt 

minore n de r  OMnunge n rf72~r.. 7^t<- Z  existiert ,  dere n Ind 

exmengen de r  Reih e nac h wachser u 
D e r  Bewei s folg t  au s (3,5 )  un d  (1,1) ť 

(3.10 )  a )  Jed e Hauptmatri x de r  Ordnun g  Ž. 2  eine r  Ma 

tri x vo m Typ .  e   bzw .  e   is t  wiederu m ein e Matri x vo m Ty p 

<6  bzw *  e  . 

b)  Jed e Gausssch e Matri x mindesten s zwejte r  Ord 

nung eine r  Matri x vo m Ty p §   bzw *  ̂   is t  wiede r  Matri x vo m 

Typ  g   bzw .  ̂   ť 

c)  Jed e Matrix ? di e durc h Permutatio n vo n Zei ~ 

le n un d dieselb e Permutatio n vo n Spalte n au s eine r  Matri x 

vom Ty p c \  Q 7  a  ode r   <^  entsteht ,  is t  wiederum .  vo m Ty p  ' 

e *  ̂  *  9   ode r  o   * 

BeweiS o Folg t  leich t  au s (1,3) >  (3,5 )  un d  (3,9 h 

(3.11 )  E s seie n A   un d B   symmetrisch e Matrize n der 

selbe n Ordnun g rrC~ 47 a o  U nd 6^ 4~~ O/^gliedrig e Spalte n 

vektoren ,  Jrr% di e Einheitsmatri x de r  Ordnun g m  „ 

Fall s 

|(8 )   «  A ^    O ,   % 

1(9 )   O,  fr ř  + A B =  C  Ltr o v 

jw o  í 



ítlO) "  €  =  a   fr , 
'dan n existier t  ein e un d nu r  ein e Žah l   a, derart ,  das s 
(11 )   *.&„  +  a w B - O 

gilt .  Dabe i  kan n (8 )  -  (li )  auc h i n de r  For m geschriebe n 
werden ,  das s fu r  di e Matrize n 

A o = U , A J  un d B  *  {%, B 
A0B0= ^V^ i 

gÍlt a 

BeweiS e Wege n (8 )  is t  de r  Ran g  X vo n A  hochsten s 
gle i  c h m   ~Am 

1°  E s se i  ^ ^ w i ^ - l  v  Au s (? )  folg t  dan n 
€t  #' '  O-  +  A  B  Q # a  €  O ^  ̂ 

als a wege n ( lO L r > r ,  o  o  o  o 
Sami t  gil t  B ^ D A  rX0 ^  un d wege n de r  Symmetri e gil t  (11 ) 
fu r   OL ~  ~ ď  . 

2 E s se i  > « < m - 1 «  Dan n is t  e  * •   0 (sans t  hatt e 
di e Matri x ^ 0  &0 + A B  de n Ran g -TU ,  ?  abe r  « ^  ̂  ha t 
den Ran g hochsten s 1  un d  ÁB hachsten s   K ) *  Wegen.   S^^f} 
existier t  ei n Vekta r  ̂  so ,  das s  ̂ 0 ̂  ̂ f f ^  0  „  Au s (9 ) 
folg t  dan n  <*/Ł  + A  &  ̂  -  0 , 

als o wege n E> A  =*  ̂ ^  ^ 

Bc^*  -  4 -  BAB ^  - 4 ̂  a « H *  ' 
Somi t  is t  (11 )  fu r   n. =  ~r -  ( ^  *  B> <*» 0 ̂  erfiill t  un d de r 
Bewei s is t  vollendet ,  d a di e Eindeutigkei t  vo n ů* au s 
4 4-  o  foigt . 

(3 ,12)  Es  s ei  A— . ( ^ i f ]  e ine  symmetrische  Mat r ix 

der  Ordnung  m  ;=  4  ,  f ur  welche 
A Pr = O 

O 

gilt ,  w o % de r  Spaltenvekto r  mi t  de n Koordinate n 
4?4?  .„„^^f  Ist .  Bezeichne n wi r  mi t  « ^   f^^k/^y^^* di e 
Zahle n / .  i  i  \ 

Es  se i,  &  der  Graph  der  Mat r ix  U*   (tJUÍ*V  »  ^ e  Menge 
von  a l l en  Geri isten  von  ^ ? $a  [  t , k >  fur  i + k . i ?  k»>1>««>w. 

• die  Menge  von  a l l en  k r e s l o s en  Te i lg raphen  von  řr  . d i e 



dieselb~Knotenpunktmeng e wi e O un d gena u zwc i  Komponen" ^ 

te n besitzen ,  wobe i  - £ un d k  i n verschiedene n Kompone n - ' 

te n liegen .  Fu r  K C G sol i  St(K) da s Produk t  vo n Zahle n 

u.ik iibe r  diejenige n Paar e %} k bezeichnen ,  fii r  di e i k 
Kant e i n K  ist .  Ferne r  is t  s -  (K"\ de r  Grá d de s Knoten -

punk t  e s i- i n K  , 

Dann habe n wi r  di e Zahle n 0C, k -  / l,«««**n .  » 

< \ i 

&Í * 

= <\o * - lAs , 

7 O -t , -L« 

» - Z OL . * : 

L^  -£ 

= 4. 

f i i r 

, c 

>{ { K >J J» ( 

. thi  - ° 

i + K, 

di e Eigenschaft ,  das s fii r  di e Matrize n 

gÍlt c 

Ferne r  is t 
(12 )  C - - - 2 Z Jf-(K ) 

und e s gil t  c  =f c O gena u dann ,  fall s  de r  Ran g vo n A 

gleic h m -' t  ist „ 

Beweis ,  Wi r  zeige n zuerst ,  das s (12 )  richti g ist .  A ~ 

ber  c = r a « u f X [ 2 -s .  OOjíTř K )  = 

da.  jede r  Grap h K  €  S ^  m Knotenpunkt e undm~ 1 Kante n 

(s e Abschnit t  1 )  běsitz t  un d di e Šumme de r  Grad e vo n all -

en Knotenninkte n zweima l  s o gros s is t  al s di e Anzah l  de r 

Kanten ;  w 

Nun beweise n wir ,  das s fu r  A  -  (<\k ) ,  B*s(&f k-',i>,ks-/l,—7
VL, 

fu r  Spaltenvektore n <ít 0 mi t  de n Koordinate n < * &̂ ; '̂ c mi t 

den Koordinate n " T un d fu r  C di e Relatione n (8) ,  (9) ,  un d 

(10 )  au s (3,11 )  erfull t  sind « D a fu r  (8 )  un d (10 )  alle s I 

kla r  ist ,  genug t  es ,  (9 )  z u beweisen ,  ť 

I  Fii r  -L -Aj,.'*}  m. gil t  j 
i  ^ 21 — ' ""•" " 



:  \o o v  <-.. * *  .1- .  «t .  4 .  * j  ^  » *  /-• -  - ^  ̂  7 .  \ \  '  I 
W |-4 i  KeJ 20. ,̂ > 5 

'- = - 2 1 TrCtO-*.-: , 
KeS„ 

denn man erhal t  bei m Summiere n übe r  j =| = i L übe r  all e 

Graphen ,  di e di e Kant e - t  3  erhalten ,  jede n Graphe n K e S 1 j 

genau s^CK -̂ma l  (jeder.Knotenpunk t  i. ha t  gena u s ^  CK ) 

Nachbarknotenpunkt e 3  ) • 

Is t  i+ .3 .  i-, ^  =  ̂ ?-« v  Tn '  J  s o gilt . 
Ä.  &- •  + ? «a. -  A .  -  a .  +  <t. .  A  •  +  T  a. ^  ik .  = 

*** z*i 

- r - j ci-s,^K)jfrn<) + -tL.,zir(K>-

,in ,  ^  Ä  ,̂- > Ke^-/ ) ;.*É;*4 ,  *ev*» * 
>eг 

E  rroo-s.  *ro<) = z  :rr<K)-;5  r o o , 
KeSza.ä )  keS.,̂ ,.* )  .  Kei\fi. a-, o '  K e 5^6 ;  ß,-; > 

wo 3 ^  ft;#",£' ) usw .  di e Meng e alle r  kreislose n Teilgraph -

en vo n G  mi t  gena u zwe i  Komponente n un d derselbe n Knoten -

punktmeng e wi e G-  bedeutet ,  fü r  di e -£ .  un d 3  i n de r  eine n 

und & i n de r  saderen  Komponent e liegt .  Wen n wi r  noc h fü r 

eine n Augenblic k mi t  3., (fj -  -i t ) di e Meng e derjenige n 

Graphe n au s 5. ,  ,  welch e di e Kant e i  £  enthalte n un d i n 

weiche n de r  Weg au s 3  nac h € durc h i. geh t  /un d analogisc h 
S^<&-€ i)/9 s o gil t 

*<•  'K e Ŝcv.,̂ -  >  K*%G,e> K.e5t ,  C"*-** /  K-eS. ,  C-j -e.s) 

Zusammen ergib t  e s sic h als o f 

^ ^ ^ - -^r- - ^>3»T(T< J  +  | s 5rfK) -

- Z £  JTCK )  +Z .  Z  7r0< > . 
"3 -  2 8 -



i  Di e Summe des -  zweite n un d de s vierte n Summanden is t  j 
V TC ( V1 

K^s ^ , da - wenn 1. und 3 n icht i n K benachbart 
sind - bei jedem Graphen K e S-, genau e in Nachbarknoten-
punkt €(i ± £ -J-" $ ) e x i s t i e rt de ra r t, dass der Weg von jj 
nach i. durch £ geht; sind i und j . benachbart i n K , 
so ersche int K im zweiten Summanden. Der d r i t t e Summand 
i st g le ich -2. f s^CIO- i]  TT (K) denn es g ibt für 

KcS-, 
K € S.r genau s ^ w O -̂  benachbarte Knotenpunkte ^ zu t 
i n X d e r a r t, dass £ i n dem Wege von % nach i . n icht 
en tha l ten i s t ; der übrigbleibende Knotenpunkt l i e gt auf 
dem Wege von jj  nach-i . Hieraus f o l g t , dass die angeführ-
te Summe g le ich T r i * i ^ - T r ^ - C J O - l l t r C K ) -O 
i s t . Somit i st (9) bewiesen. Laut (3 ,11) .g ibt es eine -
und nur eine - Zahl Q. , d ie ( l l ) e r f ü l l t . Aber o.eo er -
f ü l l t die e rs te der Relat ionen (11), d .h. f t i r a - ac f l s ind 
wegen €rvi = - "1 auch die übrigen Relat ionen i n ( l l ) e r f ü l l t 
und es i st 

A 0 Bo = c I m 4 . 4 > 
wie wir beweisen s o l l t e n. Dass -c k 0 dann und nur dann, 
f a l l s der Rang von A g le ich m - "1 i s t , fo lgt daraus, 
dass. - ~2~C nach (12) und (1,10) der gemeinsame Wert von 
a l l en Hauptminoren der Ordnung m- 4 von A i s t . 

(3,13) Satz. Es sei P eine symmetrische Matrix 
m - t er Ordnung 0*n ~ "O vom Rang m - f , wobei der Spal ten-
vektor -̂  ^ 0 für den R̂  =- 0 i s t , sämtl iche Koordinaten 
von Null verschieden haben s o l l. Dann e x i s t i e rt e in Spa l-
tenvektor 71 +̂ 0 und eine Zahl | t0 0 d e r a r t, dass die Mat-
ri x p  /T\, Ä ,  K \ 

\ ^V'o  >  P / 

regulä r  is t  un d samtlich e ihr e Hauptminore n m,  -te r  Or d . -

nung gleic h Nul l  sind .  Dabe i  is t  durc h dies e beide n Bedin -

gunge n de r  Vekto r  fi v  bi s au f  eine n Pakto r  j a un d di e Zah l 

ft ao bis .  au f  de n zugehörige n Fakto r  j e eindeuti g bestimmt . 

;Is t  noc h P -  positi v  semidefinit ,  s o is t  t̂ ,  vo m Ty p § f  • 

{Kan n darübe r  hinau s de r  Vekto r  ^  (durc h geignet e Wahl 
-  2 9 -



eines Faktors) pos i t iv semncht werden, so i st P0 vöm"Typ~j 
<% dann und nur dann, worin p ^ < 0 i s t , was durch geei-
gnete Wahl des.Vorzeiehens von p e r re i cht werden kann. 

Beweis.. 1, Die Existenz von TH, und -J^ÖO : Es se ien 
^ » > ? - > V ^ öi^ Koordinaten von -̂  . Bezeichnen wir 
mit V die Diagonalnatr ix mit den Diagonalelemcnten 
V^'V-»'*''^«». ? so hat die Matrix A ^ y P y v;ieder den 
Rang -m. -A . v:obei A & - 0 g i l t , wo sämtl iche Koordi-
naten von fr0 .Rieben 1 s ind. Laut (3,12) e x i s t i e rt e ine 
MatrixVüncT"Zähl"bfi "cv.ö„;o^i~= a.o("£ = -1,....,-m) und c =& ö 
de ra r t, dass /„  n » \ 

gilt ,  w o <X 0 de r  Spaltenvekto r  mi t  de n Koordinate n <toi . 
ist .  Dabe i  sin d all e Diagonalelement e vo n E> 0 gleic h Null . 
Als o is t  di e Matri x  .. /{l  n

% \ 
A /  °° '  7 « 

° W, A / 
regulä r  un d ( & 0 is t  z u A' J ,  als o auc h z u de r  z u A Q 

adjungierte n Matrix,proportional )  samtlich e Hauptminore n 
der  Ordnun g nt- 1 i n A 0 sin d gleic h Null .  E s genüg t  jetz t 
TV =  ya. o »TV,...- a 0 0

 z u wählen ,  den n dan n gil t 
/kcKl - f .^ A Mo 
l K / p / " l o , y y °(,o,y 

Da da s skalar e Produk t  de r  erste n Zeil e vo n A 0 mi t  de r 
erste n Spalt e vo n 5> 0 gleic h t  4" -  0  is t  un d &0  ̂ 0 gilt , 
is t  ö- c ,als o auc h ?i/ 0 ,  vo n Nul l  verschieden ,  un d de r 
erst e Tei l  is t  bewiesen . 

2.  U m di e Eindeutigkei t  i m angegebene n Sinn e z u be -
weisen ,  nehme n vi r  an ,  da3 s  f 

P _fr 00 ,  V-l) Q =-. (%r+ '  %r) 

Mf % > P)\ °  U -  •  p / 
^ 4 = 0 ,  9,p4 = ö  f  regulär e Matrize n sind ,  dere n sämtli -
che Hauptminore n de r  Ordnun g m gleic h Nul l  sind .  Wi r 
werde n beweisen ,  das s fü r  ein e Zah l  j a - N O  f \  -  j O <£<> 
und y°* - J^tyo* gilt .  Fü r  m=' ? is t  dies e Tatsach e 
klar ,  einschliesslic h de r  übrigbleibende n Behauptun g de s 
Satzes .  Als o se i  m. ̂  2 .  und .  se i 1 .. .  -30 - J 



%s K , U / * 

V^ , v// = < > 

>t, s = 09\...ym, # D a nn i s t <JL -r i£ = G t e -• CM,-..,™,) und 

(13 a) f^^ = ^> 

Cl3b) t W a o + 1 % o U = °> 
(13c) Puo = 0, 

Cl4a) ^ > Q - - 1 , 

(14c) P i r0 = 0 , 

(14d) <io.t̂ o + PV = I m •  

Da P den Rang rn --1 hat, i st laut (13c) und (14c) 
< aoa r r C^» ^ ~^V un<- wegen (13a) und (14a) i st 
ccß±0 . Aus Cl, l) folgt nun für - i + ^ i ^ N --.{4,2,.. v m J 
und -ru = d et fj 

und analogisch, wenn <£ = det 6l0 « 
2 v . v . v : . - 4 -Aet P fN- i -3. , N - i - j ) -

Wegen < ,̂= ^ - - ^ i st also 

Nach der Voraussetzung sind aber samtliche Ks^ordinaten von 
y von Null verschieden. Also gibt fur€f=ign -^% und 

/» = *C * ° V =  0 U und i £ «f> «,0 . 
Aus (14d) folgt nun 

also wegen (13d) 
(f ^ - ^ r O < = M - 6 - ) I 

. - 31 -
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1 Da m  = 2 i st  un d au f  de r  linke n Seit e ein e Matrix " 
von Rang e höchsten s 1  steht ,  is t  G-= 4 -$%=/>$/ > ( we~ : 

gen -u. 04=ö )  un d au s (14b )  un d (13b )  folgt , 

p%« K=-^; t u ^ v:o u - 4 tv. < . somit gilt 

7 « > — ./ •  x o o  . 

Es bleib t  nu n übrig ,  di e letzte n zwe i  Behauptunge n z u 
beweisen .  Z u diese m Zwec k zeige n vi r  zunächst ,  das s 
c Ut  P 0 <  0  ist .  Is t  nämlic h (-u ^  } ,  *, VS =0, . . . , ^ 
di e invers e Matri x z u ?0 ,  s o gil t  lau t  (1,1 ) 
ö * - < = det^W^/L 4  ^ t  PCN-/4],W-{1) ) 
mit  N={4,...,m }  ̂ V ^ - M >  w o

 €  ^ ^  P(M-{^},K<-(^) ^  öwege n 
der  positive n Semidefinithoi t  vo n P .  .  Hierau s folg t 
aich ,  das s PCN- { f } ,  N-f'l} )  scho n positi v  defini t 
ist .  Als o is t  I J  lau t  de r  Anmerkun g i n (3,5 )  vo m Ty p ̂ f  . 
Is t  noc h de r  Vekto r  y positiv ,  s o is t  di e erst e Zeil e 

(C -  -O L , . .., -  -f X ^ k v > ,  o- r  *  * o '***•  

von -  P 

wegen tX o= <* L - ^  dan n un d nu r  dan n nichtnegativ ,  fall s 
<*-  <  O  ist ,  als o (wege n (13a)) ,  fall s  fL- y <  O  ist , 
Somit  is t  in-diese m Fal l  -,P~ dan n un d nu r  dan n 
vom Ty p e .  ,  wen n W *>j < 0  ist .  De r  Sat z is t  somi t 
vollkomnB n bev/iesen . 

4.'Erweitert e Graphe n de r  Simplexe » 
I n diese m Abschnit t  werde n wi r  zeigen ,  das s erwei -

tert e Graphe n de r  Simplex e gena u di e entgegengesetzte n 
Vorzeichengraphe n vo n Matrize n vo m Ty p « ^  sind .  Auc h 
werde n di e wichtigste n Eigenschafte n diese r  Graphe n un -
tersuch t  un d ihr e geometrisch e Deutun g gebunden , 

(4,1 )  Sin d €• •  =  £• -  fi+3;ii=-4,...,- u +  ' H di e Quadra -
t e de r  Kantenlange n eine s n-Simplexe s vn .  ̂  "1 )  ,  un d gil t 

^ i = ^  >  ̂ o ^ . r ^ ^ W ^ ^ , ^ 3 ö  ,  s o is t  di e 
Matri x E  =-  fe^V^s  ~£0 7..',n ,  +  4  vo m Ty p <2 .  Is t 
umgekehr t  B  =  f#\. sV ,  ^, S =  0,1,-" .» 7 ^  *  i  ein e Matri x j 
vom Ty p €  ,  s o existier t  ein e Diagonalmatri x D  mi t  po- j 
sî ii?e n Elemente n i n de r  Hauptdiagonal e derart ,  das s 
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[ D B  D  -= .  t  ="  ̂>i« ;  )  di e Eigenschaf t  besitzt ,  d§s s j 
*  "  i 

e 0 o- D7 £^-€^ 0 =  1 ?e^-^0(-!>-., 2y...,ri + 4\ w b e i  d i e zahl -

en € -  =  e a- v i + ^  »"i{i=̂7-- -  ?  ̂  +  ̂  •  Quadrat e vo n Kantenl'an -

gen irgendeine s n-Simplexe s sind . 
Beweis .  D a di e diagonale n Element e vo n £  gleic h Nul l 

sin d un d E  nichtnegati v ist ,  genüg t  e s zu m Bewei s de s er -
ste n Teile s z u zeigen ,  das s £  elliptisc h ist .  Da s folg t 
aber  au s (19 )  un d (3,2) :  Is t  nämlic h y de r  (n-f-2)t-glied -
rig e Spaltenvekto r  mi t  de n Koordinate n 
^ = ^  =  0> i= A, . - .v - 'aM  s o gu t 

V E r  e oo-  0,- ,  £*j S « „  x 3 =  X, ,  x , 
fü r  jede n Spaltenvektö r  X  mi t  Koordinate n xo7 X ŷ ..., X ^  * 

Fall s x  ei n Spaltenvektö r  ist ,  de r  nich t  vo n y linea r 
abhangt ,  un d fall s V ^  x  =  $  gilt ,  s o is t  ^r ^  x ^  =  Ö 

-t..- r  * * 

und (x., ,  X -  »•••,X uv 1 ) + 0 o Lau t  (1,9 )  gil t  dan n 
iui-1 
 ̂ 1 ̂  X c x i  <  0  , 

also ,  wi e man leich t  nachrechne n kann ,  x  E  x  . < 0 
Aus (3,2 )  folg t  somi t  di e Elliptizitä t  vo n £  • 

•Um de n zv;eite n Tei l  z u beweisen > wähle n wi r 
"'o = % ̂ - ü ~  ®o\. > i ,  =  -f,.. .  -  w, -t- y a-.3 Diagonaleleirent e vo n 
D (-%, -  ^ *  0  wege n (3,6)) .  Dan n gil t 

Für  de n Vekto r  - y mi t  ^ c = "* > ̂  =  0  C i  =  ̂,-- ,  / ?y +  " O 
gil t  y'Ey= 0 .  E s se i  nu n X,,... ,  X^ v - ,  ein e belie-
big e Grupp e vo n Zahlen ,  di e nich t  all e gleic h Nul l  sind , 
wobei  X  X .  =  ü  gilt .  Au s de r  Elliptizita t  vo n B 

und somi t  vo n £  folg t  au s (2,2 )  fü r  de n Vekto r  X  mi t  . 
den Koordinate n Ot x 1,"',X, n+«,  t d a : < nicht-line -
ar  vo n ' y abfangt ,  wobe i  x i ' E x - i  X *  -* •  v  ist ,  das s 
x'E; * = .X e i i . x 4 * i < 0 

• CS**  * -
g i l t . Laut (1,9) bedeutet d ies, dass ein.n-Simplex mit ?. 

{  den Fantenlängenquadraten e-• ex i s t i e r t. Der Satz i st 3ol-
|  ** ' . 

1 mi t  bewiesen *  -  J 
(4,2 )  Satz .  Ei n Vorzeichengrap h is t  dan n un d nu r  j 
T" "  "* •  3 3 — - — -.—v, j 



jd^mTerv/eiterte r  Grap h irgendeine s Simplexes ,  wen n e r  ent -

gegengesetzte r  Vorzeichengrap h eine r  Matri x vo m Ty p ^  ist . 

Beweis « Se i  zuers t  ei n Vorzeichengrap h & erweiter -

te r  Grap h eine s Simplexes c Lau t  (1,11 )  is t  Gr de r  Vorze i  -

chengrap h de r  Matri x E .  • ,  w o E .  di e z u diese m Simple x 

zugehörig e Matri x (l )  ist *  Nac h (4,1 )  is t  E .  vo m Ty p e  , 

als o is t  -  E-  vo m Ty p Q ,  un d de r  erst e Tei l  is t  bewie -

sen* 

Sei  umgekehr t  ( x de r  entgegengesetzt e Vorzeiche n -

grap h irgendeine r  Matri x U  vo m Ty p <g (als o de r  Ordnun g 

m>^.  2L ) 9 Dan n is t  -U"" *  ein e Matri x vo m Ty p <2.  •  Nac h 

(4,1 )  existier t  ein e Diagonalmatri x D  mi t  positive n Dia -

gonalelemente n so ,  das s ~ D U ~ D -  £  di e Matri x (l ) 

irgendeine s Simplexe s ist « De r  erweitert e Grap h diese s 

Simplexe s is t  nac h '(1,11 )  gleic h dem'Vorzeichengraphe n 

von E  ~ - D U u 9 als o de m entgegengesetzte n Vor -

zeichengraphe n vo n U  ,  un d de r  Sat z is t  vollkomme n b e -

wiesen * 

Anmerkung *  Diese r  Sat z ermöglich t  es ,  anstat t  de r 

erweiterte n Graphe n de r  Simplex e entgegengesetzt e Vorzei -

chengraphe n vo n Matrize n vo m Ty p a  z u untersuchen * 
G 

(4,3 )  Folgerung *  I m erweiterte n Graphe n ha t  de r  de m 

Mittelpunk t  de r  Umkuge l  entsprechend e Knotenpunk t  0  i m 

folgende n Sinn e kein e Sonderstellung :  Is t  Cr  ei n erwei -

terte r  Grap h eine s n-Simplexe s X  «  wobe i  de r  Knotenpunk t 

0 läiBii L Mittelpunk t  de r  Umkuge l  entspricht ,  un d ist .  -L L 

ei n beliebige r  Knotenpunk t  ai s ( r  ,  s o existier t  ei n n -

Simple x IE /  ,  desse n erweiterte r  Grap h wiede r  G  ist ,  wo -

bei  de r  Knotenpunkt '  u -  de m Mittelpunk t  de r  Umkuge l  vo n . 

y entspricht * 
Der  Bewei s folg t  sogleic h au s (4,2 )  un d (3,11) » 

Anmerkung .  De n Simple x  Z. au s (4,3 )  kan n man 

leich t  aic h geometrisc h erzeugen :  Nehmen wi r  an ,  das s 

,  tx .  4 = 0  is t  un d das s ü .  eine r  (W- / .)-dimensionale n Seit e 

'  co g vo n 2 .  mi t  de n Eckpunkte n A,. ,  A- .  >  •  •  •  • ,  A-r».-»-^ 
ientspricht ,  wobei.c y de r  z u A ^  gegenüberliegend e Eck- | 

s.punkt.-vo n I E ist .  Definiere n wi r  di e Eckpunkt e ! 
-  3 4 -



A,  ̂  A" 2 ? . - .  ,  f\ ̂  ̂  v o n ^ > folgendermassen :  A ^ V A g £ 

für '  t ,  +  0 ,  i  »  4 ,  2,. .  -  ,  *>-. +  4  se i  A ^  de r  a u A^ l 

konjugierte'Punk t  i n de r  Inversion ,  di e durc h di e Hyperku -

gel.mi t  de m Mittelpunk t  Ap un d dem"Halbmesse r  4 bestimm t 

ist .  Man sieh t  leicht ,  das s 2 _ di e ICnntenlangenquadrat e 

V ' ^ T f^^e*B*sie 4:c f3r i ^  be -
sitzt ,  w o ß̂ , .  di e zugehörige n Quadrat e vo n S -  sind .  AI -

so bekommt  man di e Matri x (l )  vo n k .  au ö £  vo n .> .  durc h 

Umtausche n de r  Zeile n un d Spalte n mi t  de n Indexe n 0 un d £ 

und durc h Multiplikatio n vo n link s un d recht s mi t  ein e r 

Diagonalmatri x mi t  positive n Diagonalelementen .  Als o sin d 

ai  c h di e inverse n Matrize n a n dies e beide n Matrize n i n die -

ser  Weis e gebunde n un d di e erweiterte n Graphe n vo n 2 .  un d 

]> "  unterscheide n sic h nu r  dadurch ,  das s i m erste n de r 

Knotenpunk t  0 ,  i m zwe i  ten .  de r  Knotenpunk t  £ de m Mittel -

punk t  de r  Umkuge i  entspricht » 

(4.4 )  Definition » Wi r  werde n eine n Vorzeichengraphe n 

eine n e. -Graphen'nennen ,  fall s  e r  -  be. L irgendeine r  Wahl 

des Knotenpunkte s  0 -  erweiterte r  Grap h irgendeine s n  -

Simplexe s (Vi .  2= 4 )  ist ,  oder ,  wa s dasselb e bedeutet ,  fall s 

er  de r  entgegengesetzt e Vorzeichengrap h eine r  Matri x vom ' 

Typ g  ist .  " 

(4.5 )  Satz .  Se i  Cr  ei n £  -Graph .  Dan n ha t  sei n posi -

tive r  Tei l  iy de n Zusammenhangsgra d mindesten s 2  * 

geweiS o Nehmen wi r  an ,  das s  G de n Zusammenhangs -

gra d kleine r  al s 2  hat .  Dan n gib t  e s i n ( r  eine n Kn o -

tenpunk t  î t  mi t  de r  Eigenschaft ,  das s de r  positiv e Tei l 

des "  au s ( r  durc h Wegnehmen vo n «t x un d de r  mi t  i x  inz i  -

dente n Kante n entstandene n Graphe n & nich t  meh r  zusa m -  ' 

menhangend*ist o Dagege n is t  nac h (4,3 )  un d nac h de r  Defini -

tio n de s erweiterte n Graphe n ( x (gewohnlicher )  Grap h eine s 

Simplexes ,  desse n positive r  Tei l  lau t  de m Hauptsat z übe r 

gewohnlich e Graphe n de r  Simplex e (s 0 Einleitung).zusammen -

hangen d ist *  Diese r  Widerspruc h beweis t  de n Satz *  '  \. 
Anmerkung ,  Wi r  werde n sehen ,  dass .  di e Eigenschaf t  ei -

nes Vorzeichengraphen ,  de n positive n Tei l  mi t  de m Zusammen-

hangsgztad-wenigsten s 2  z u besitzen ,  nich t  daz u -  * 
-  3 5 ~ 



.hinreicht ,  das s e r  ei n e  -Grap h ist .  Dagege n zeigfUG T 
'Sat z (4,7),-das s die s i m Fall e de r  sog .  transitive n Graph- ! 
en eintritt . 

(4.6 )  Definition .  Ei n Vorzeichengrap h (ode r  Groph )  G" 
heiss t  transitiv ,  wen n z u jede n zwe i  Knotenpunkte n -tx ,  %r 
von Cr  ei n Automorphismu s vo n &  existiert ,  de r  u .  i n V * 
überführt . 

(4.7 )  Satz .  Se i  t > ei n transitive r  Vorzeichengraph , 
r-+-dessen-positive r  Tei l  L r  de n Zusammenhangsgra d wenigsten s 

2 hat .  Dan n is t  Cr  ei n e-Graph . 
Beweis .  Bezeichne n wi r  mi t  -1 .  2,...-" nf-f™« =-*-* *  di e 

Knotenpunkt e vo n Cr  un d definiere n wi r  di e Matrize n 
A =  (<-̂ . p un d B - ^ U . j e M . I V , - ^ }  folgende r  -
massen:  a -  =  ' l  ,  fall s  £  4= % u 1- ^  ^Ql-- S e s i n Cr  ein e 
positiv e Kant e i.j gibt ;  sons t  is t  <\. - *  0  ;  & .  =  ' f  , 
fall s  i  4= ̂ f  un d fall s e s i n O  ein e negativ e Kant e £^ ' 
gibt ;  sons t  is t  & •  =  Ü  .  Di e Matrize n A  un d 
A 0 = A ( M - { m r  ,  M - { w . } /  si nd symmetrisch , 
nichtnegati v un d wege n (1,8 )  unzerlegbar .  Lau t  (1,6 )  exi -
stier t  ei n positive r  einfache r  Eigenwer t  c  vo n A '  ,  de r 
grosse r  is t  al s jede r  andere -  Eigenwer t  vo n A  (Eigenwer -
t e vo n A  sin d reell )  un d de m ei n positive r  Eigenvekto r 
<u entspricht .  E s gib t  auc h eine n positive n einfache n 
Eigenwer t  c o vo n A o ,  de m ei n positive r  Eigenvekto r  +ja 

(mi t  -m.- ^  Koordinaten )  entspricht. .  Wi r  werde n beweisen , 
dass ,  fall s  d de r  zweitgrosste"Eigenwer t  vo n A  ist , 

c> c0 > d, 
gilt . 

Die Ungleichheiten C~ C0 = d folgen ms a l l ge-
meinen Sätzen über Eigenwerte symmetrischer Matrizen 
( L$] t s- 262, Satz 14). Um die Beziehungen C=r-c ..C 4*  öL 
zu beweisen, bemerken wir , dass für jede symmetrische s i n-
gulare" Matrix . 
O (cik \ i , j € N - { ^ . . . v * - }  , für welcheC=rCCN-{n},W-{u}|f 
den-Rang n-2 ha t, wobei C^^0= ö , tj=? / ^ ° ) die Eigen-i 

schaft b e s i t z t, dass C*u = 0 i s t : .. 
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Wenn nämlic h C  = (  ^  '  J  gilt ,  s o is t  Cy = (  ,. *  )  . 
\  c  i T T '  </  v  <-  V? o  ' 

Fall s c  ̂ c =p 4 = 0  •  s o gil t  wege n de r  Singularitä t  vo n 
C Cx=0 ,  X-;(*•) *  0  ,  alQ 0 

Hierau s folg t  o £ C 0%.o +
C«yt >c e £ o "  " » a ls o J 00 '  s  ° > ̂  "  ̂  • 

Somit  is t  C 0 X0 = 0  ,  d~.h .  2 ^  =  ̂ .  y 0 ,  den n ̂ 4 = 0 
is t  de r  bi s au f  eine n Fakto r  eindeuti g bestimmt e Vekto r 
X ,  -Tü r  de n Q ^  ~  ̂  iat» Nu n gil t  abe r 

0--c'^.+Y^'^^*^ "  ^ P '  a ls o ^ - ^ y wa s eine n Wider -
spruc h mi t  o c 4 = ü  ergibt .  War e nu n € .  =  c 0 ,  s o wäre n 
di e beide n Matrize n C  = , ci Tru - A un d C0 ~ c l n ^ -  A 0 

Singula r  vo n de n Range n m - i  und-ra- 2 und(^war e ei n vo m 

Vekto r  y linea r  unabhängige r  Eigenvekto r  vo n A  ,  wa s 
unmöglic h ist « War e c o -=- •  o l  ,  s o wär e wiede r  {  *° J ei n 

zu Ö L zugehörige r  Eigenvekto r  vo n A  ,  wa s wege n 4°vo n 
(1,6 )  unmöglic h ist 0 Als o is t  wirklic h c > co > c L •  E s 
existier t  somi t  ei n £  >  0  s o klein ,  das s fü r  di e zwe i 
grösste n Eigenwert e c? d vo n C  -  A -  £  D  un d fü r  de n 
gro s s t  e n Eigenwer t  5* 0 vo n 
£ - A 0 - £ & 0 , & < M - { m j ,  M-{-m,} )  9 ^eae p 

c >  c e >  c L _ 
gilt ,  wobei ,  de r  z u £ T zugehörig e Eigenvekto r  % Ä vo n C r t 

positi v ist .  Dan n is t  di e Matri x  CQ I w —C symmetrisc h 
regulä r  mi t  negative r  Determinante ,  wobe i  ihr e Hauptmat -
ri x c ^  I w , . . "  C 0 Singula r  vo m Ran g i n . -  2 .  ,  positi v 
semidefini t  mi t  de m z u Nul l  zugehörige n positive n Eigen -
vekto r  ist .  Au s de r  Transitivitä t  vo n Cr  folg t  leicht , 
das s samtlich e Häuptminore n de r  Ordnun g m -  " i  vo n 
Ĉ  1, ^  * *  C gleic h Nul l  sind .  Als b is t  dies e Matri x 
wegen (3,13 )  un d de r  Anmerkun g i n (3,9 )  vo m Ty p Ö  .  Ih -
r e invers e Matri x ha t  i n de r  letzte n Spalt e de n Vekto r 

V 0  /  >  wobe i  %, 0 positi v ist .  Au s de r  Transitivitä t 
folgt ,  das s jed e Spalt e vo n diese r  inverse n Matri x entwe -  i 
der  nichtnegati v ode r  nichtpositi v ist ,  Au s de r  Symmetri e 
,  " ' 
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und au s de r  Tatsache ,  das s di e nichtdiagonale n Element e 

von Nul l  verschiede n sind ,  sowi e daraus ,  das s di e Hauptmi -

nore n dritte n Grade s negati v sind ,  folgt ,  das s dies e Mat -

ri x negati v genommen vo m Ty p £ ist ,  als o c ^  I. m -  L vo m 

Typ 9  . 

Da G ih r  entgegengesetzte r  Vorzeichengrap h ist ,  is t 
lau t  (4,2 )  G-  ei n (i -Graph « De r  Sat z is t  somi t  bewiesen . 

(4,8 )  Se i  Cr ei n €-Graph ;  weite r  geb e e s eine n 
Vorzeichengraphe n G-  D  G"  mi t  denselbe n Knotenpunkte n 
wi e ( r  ,  de r  nich t  ei n C. -Grap h ist .  Es .  se i 
A*  (ai£.p,i'»3 £  N = -£1,2,...,T\. }  ein e Matri x vo m Ty p e  ,  de -  ' 
re n Invers e de n entgegengesetzte n Vorzeichengraphe n G  hat . 
Sei  K .  di e Meng e derjenige n nichtgeordnete n Paar e 
(Sj.t) ,  S, t  €  N  ,  fü r  di e entwede r  S  4 = " t  gil t  un d 
s t  Kant e vo n ( x ist ,  ode r  S-*"f c gilt .  Dan n ha t  di e Mat -
ri x U  =  ( & J ,  l e N ,  A e K , f c -  <\.s<a.t >  w o 

<*.  =  Cs, t  /  £ K  ist ,  eine n kleinere n Ran g al s n  . 
Beweis .  Nehmen wi r  an ,  das s U  de n Ran g 'n ,  hat ,  un d 

bezeichne n wi r  mi t  K  di e Meng e vo n denjenige n nichtgeord -
nete n Paare n t s , t ) , 5 , t € .  N  ,  di e i n K  nich t  liegen . 
Sei  A"%--&- = (Bi. ) ,  als o t% .  =0 fürfi^kK,S 3 e  N  . 
Betrachte n wi r  ein e Matri x X = ^X^J) ,  -i .  3  €  N  ,  dere n 
Element e x  •  •  -  J* ^  (  2  /  unabhängig e Veränderlich e 

sind ,  i n eine r  feste n symmetrische n Umgebung XL vo n B  . 
Is t  X  regulär ,  s o se i  F^  (X )  da s i-t e diagonal e Ele -
ment  vo n X .-Wege n a ii L =  0 gil t  somi t  f ^  ( B ) -  O  für * 
all e i  e  N  ,  Wi r  werde n zeigen ,  das s e s ein e symmetrisch e 
Umgebung -ft-. ,  vo n B  gibt ,  i n de r  X  regulä r  is t  un d i n 
der  fü r  di e durc h r > (X) = ö, i  =  4 ,  2,... ^  n bestimmt e 
Mannigfaltigkei t  Ttfl gilt ,  das s x. .  =  y..  mitft f i) e K 
al s unabhängig e Paramete r  fü r  <$ £ genommen werde n können . 
Laut  de m Sat z übe r  implizit e Funktione n is t  daz u hinre i  -
chend ,  das s di e Jacobisch e Matri x 

i m Punkt e ß  =  (Qr^*}  de n Ran g m. besitzt .  U m di e Matri x . 
;  • /  .kur z z u bestimmen ,  bemerke n wir ,  das s fü r  da s  "\ 
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Di f fe ren t ial d.X 

gilto Also ist 

{*/• )»*& £c",?eU k < = N 
fr  K»tyr ^ 

wo <5 ^  -  1  fü r  k  =• -  €  ,  fljur  =  t fü r  k  4 -  £  gilt .  Somi t 
is t  J '  bi s au f  di e Faktore n -'fi n de n Spalte n ̂ k,t/mi t 
k = £ und- 2 i n de n Spalte n mi t  k ^ £ mi t  Ü identisc h 
und besitz t  wirklic h de n Ran g n .  .  Mann kan n als o i n eine r 
Umgebung -Q. ZC Sl.  ̂vo n B  ,  i n de r  X  elliptisc h is t  un d 
- X ausserhal b de r  Diagonale_nichtnegnti v ist ,  di e Elemen -
t e X "  =•  K'i mi t  (i->d )  € K  s o absolu t  klei n wählen , 
dass X ; .  > 0 , ^ 0 ode r  = 0 gilt ,  j e nachde m f .  ̂  ein e ne -
gative ,  ein e positive'ode r  kein e Kant e i n Cr  ist .  Dan n 
is t  nämlic h di e zugehörig e Matri x X  ,  di e i n 'out' liegt , 
vom Ty p Q  ,  wobe i  fr  ih r  entgegensetzte r  Vorzeiche n -
grap h ist .  De r  Widerspruch ,  das s Cr  ei n •#-Grap h ist ,  be -
weis t  de n Satz . 

(4.9 )  Satz .  Is t  ei n Knotenpunk t  eine s • £ -Graphe n 6 
satt ,  s o is t  jede r  Obergrap h 0 3  &  mi t  denselbe n 
Knotenpunkte n wi e ( x wiede r  ei n £-Graph . 

Beweis .  Folg t  au s (4,8) ,  d a di e Teilmatri x 

V**' (TSi*.  ̂ vontt.ie* .  fceN^-r^.k^  fü r 
k+3-^- B^,^ )  ,  w o fl de m satte n Knotenpunk t 

entsprich t  un d ^4^ *  beliebig ;  ist ,  regulä r  ist :  Di e De -
terminalt e vo n u ,  is t  nämlic h (bi s au f  da s Vorzeichen ) 

s le ioh ITe j f c . V • < * *  (e->-l- ^ > v e N~{i } • ' 
also infolge der E l l i p t i z i t ä t von A von Null verschieden. 

(4.10) Sei Cr e in G-Graph mit der Knotenpunktmenge 
U(G-) ; weiter gebe es für Mf, C U(Gr) den Gaussschen 
Graphen OCü  ̂ von Cr bezüglich {J0 . Hat UCCx)~Ü0 

wenigstens drei Knotenpunkte, i st 0 ( 4 ^ w i e d er e in , 
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f e""-Graph. 
Beweis .  Lau t  (4,2 )  existier t  ein e Matri x 8  vo m Ty p ' 

<̂  ,  dere n entgegengesetzte r  Vorzeichengrap h ( r  ist .  Di e 
Gausssch e Matri x vo n B  bezüglic h U 0 ha t  ein e Ordnun g 3= 3 
und is t  nac h (.3,11 )  wiede r  vo m Ty p < ^  .  Nac h (4,2 )  is t  al -
so ih r  entgegengesetzte r  Vorzeichengrap h Cr *  wiede r  ei n 
e -Graph .  Au s (2,7 )  folg t  nu n 0- V~ Cr  *?0 o^  ?  un d de r 

Sat z is t  bewiesen . 
Diese r  Sat z ha t  folgend e geometrisch e Deutung : 
(4,11 )  Satz .  Sö i  -> E ei n n-simple x mi t  den(ri-' / l)-di ~ 

mensionale n Seite n <v> ^  ,  i, e N  = { ^ ,  2,.. .  ?***.  > .  Se i 
MCN ,  H T N  f un( j  J ^  s e i  diejenig e ft-dimensional e 
(•p, ^  1  .  f l  -»TL-* ^  w 0 m di e Anzah l  vo n Elemente n i n M 
ist )  Seit e vo n _ > ,  di e Durchschnit t  vo n c- \  fü r  t .  e  M 
ist .  Se i  Cr  de r  erweitert e Grap h vo n 2 .  mi t  de n Knoten -
punkte n t & N (di e de n Seite n c_>- ,  entsprechen )  un d 0 
(de r  de m Mittelpunk t  de r  Umkuge l  entspricht) .  Se i  Cr  Oj  -
defini t  bezüglic h H  •  Dan n is t  de r  Gausssch e Grap h & ( M l 

^  de r  erweitert e Grap h vo n ]!>, ,  ,  wobe i  de r  Knotenpunk t  0 
wiede r  de m Mittelpunk t  de r  Umkuge l  vo n 2-  ̂ entsprich t  un d 
1 e  N  — M derjenige n (-̂ -l.-dimensionale n Seit e vo n -5 _ 

entspricht ,  di e de r  Durchschnit t  vo n jL^ mi t  o-> 3*  ist . 
Beweis .  De m n-Simple x 2 .  entsprich t  di e Matri x E 

aus (l) ,  di e nac h (4,1 )  vo m Ty p €  ist .  De r  Seit e 2.- , 
entsprich t  i n demselbe n Sinn e di e Hauptuntermatri x 
E., = £ ( O u N f i J ,  ö u ftf  - N U .  Dabe i  is t  Cr  nac h (1,11 ) 
der  Vorzeichengrap h vo n E  ,  { r ( M *  is t  nac h (1,3 )  un d 
(2,7 )  de r  Vorzeichengrap h vo n E.  ̂ ,  als o nac h (1,11 )  de r 
erweitert e Graph ,  vo n 2 ^  .  Di e übrige n Behauptunge n de s 
Satze s sin d klar . 

(4,12 )  Se i  N=-{l,2,..-,Tt} ,  N o - - { 0 . A - V - - > " - } > * = 5 - -
Ei n Vorzeichengrap h Gr  mi t  de r  Knotenpunktmeng e N Q is t 
dann un d nu r  dan n ei n « .  -Graph ,  wen n e s Zahle n >^ s -  * \ „ * 
• t ^ s ,  4 C 1  S  6  N e ,  gib t  derart ,  das s fü r 

d^ 00 beliebig )  gilt :  »**.** " 



[  1  G ^  is t  de r  Vorzeichengrap h von'.^=(11 ^  )  JT-^SQ M" 0 "] j 

2 °  A - C - ^ f e \ ^ 7 ^ e N  ,  is t  positi v  semidefinit " 
vo m Rang e TJ.-A ; 

3 °  fall s G-  de r  au f  l\ l  induziert e Toilgrap h vo n Cr0 

ist ,  s o gil t  fü r  jede s i e  K ) 

4.U..-2 U  -s :  (KV |  ЛЧҜ), 
wo  S., die Menge sämtliche r  Gerüst e vo n Cr  bedeutet ,  ' I  (K ) 
das Produk t  de r  Zahle n a,  ̂ fü r  sämtlich e Kante n k £ vo n 
K un d Su,(K )  de r  Gra d de s Knotenpunkte s ij  i n K  . 

Beweis .  Existier t  U 0 ,  s o erfüll t  di e Matri x A  di e 
Voraussetzunge n de s Satze s (3,12) .  Als o ha t  be i  eine r  ge -
eignete n Wah l  vo n *?,_, .  un d <x, .  =  <x .  - r  --u .  .  di e Matri x 

A,  =  (S, \  >t,,s e N 0? 

di e wege n c t Ü au s (3,12 )  regulä r  ist ,  all e Hauptmino -
re n de r  Ordnung.-T V gleic h Null .  Lau t  de m Sat z (3,13 )  is t 
A vo m Ty p §  .  D a noc h , I > .  - c un d wege n (12 )  un d 

(1,10 )  c  <  0  gilt ,  is t  nac h (3,13 )  A  vo m Ty p ^  ,  Somit , 

is t  lau t  (4,2 )  (£ .  ei n e  -Graph . 

Is t  umgekehr t  G- ,  ei n e-Grap h mi t  1*1.- ?= 3> Knote n -

punkten ,  s o existier t  wege n (4,2 )  ein e Matri x 

vom Ty p ^  ,  dere n entgegengesetzte r  Vorzeichengrap h G- 0 

ist .  Di e Matri x C = Cc -  )>i-, j  =  ^v . . . , 'r n. - 4 is t  als o 
Singular ,  positi v  semidefini t  un d vo m Ran g rn-2. » Dabe i 
is t  fü r  eine n positive n Vekto r  '& Crz* - 0 .  Se i  £. di e 
diagonal e Matrix ,  dere n diagonal e Element e di e Koordina -
te n (i n derselbe n Anordnung )  vo n x sind ,  un d se i 
A =  ̂ C X  .  Dan n ha t  di e Matri x A  =('°-̂ /, ^  di e Eigen -
schaf t  de r  Matri x i n 2 °  (fü r  u-m,-' .  ) .  Lau t  (3,13 ) 
gib t  e s bi s au f  eine n Fakto r  p  gena u eine n Vekto r  a, 0 , 
der ,  zusammen mi t  eine r  geeigneten .  Zah l  o> 00 ,  A  zu r 
Matri x A 0 vo m Ty p Q  ergänzt .  Da abe r  nac h (3,12 )  unser e 
Wahl  de r  Zahle n u,{k - = -  a% k fü r  -i' ,  k  =•  "1.,... ,  m  - -t,« ,  t<i - -  t u o 

•aus .  3  ,  dies e Bedingun g erfüllt ,  sowi e auc h jed e Matri x 
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TT3T l<s,o) c fct0) 

mit  <5f  >  0  ,  di e soga r  vo m Ty p <£ ist ,  s o gil t  fü r  ei n 

6*  >  O  wege n (3,13 )  das s U 0 (mi t  geeignete m -a 00 )  vo n 

der  For m (15 )  is t  un d deswege n di e Bedingunge n 1° ,  2° ,  3 ° 

erfüllt .  De r  Sat z is t  bewiesen . 

(4.13 )  Folgerung. ,  Is t  de r  G r aph G 0 aa s de m vorige n 

Sat z ei n e  -Graph ,  s o gilt : 

1 Kei n Knotenpunk t  zwe i  te n Grade s i m Graphe n G  , 

der  zugleic h ein e Artikulatio n i n G  ist ,  is t  mi t  0  durc h 

ein e Kant e verbunden . 

2 Jede r  Knotenpunkt ,  de r  i n G  de n Gra d 1  hat ,  ist . 

mi t  0 durc h ein e positiv e Kant e verbunden . 

Is t  G-  positiv ,  s o gil t  ferner : 

3°  Jede r  Knotenpunk t  zweite n Grades ,  de r  kein e Arti -

kulatio n ist ,  is t  mi t  0  durc h ein e positiv e Kant e verbun -

den. 

4°  Jede r  Knotenpunk t  vo n G-  ,  de r  i n G  ein e Artiku -

latio n is t  un d de r  i n G  de n Gpa d ^  3  hat ,  is t  mi t  0 

durc h ein e negativ e Kant e verbunden . 

Beweis .  Se i  i .  de r  betrachtet e Knotenpunk t  vo n G  . 

Di e erst e Behauptun g folg t  au s 3 °  vo n (4,12) ,  den n i n die -

sem Fal l  is t  S.j,O<.\ = 2  fü r  jede s K?S- ,  .  Di e zweite -

Behauptun g is t  kla r  wege n (4,5) « Di e dritt e Behauptun g 

folg t  auc h au s 3 °  vo n (4,12 )  un d daraus ,  das s JTCK)- *  0 

fü r  jede s K e S n un d das s s ^ K ) S 2  ,  wobe i  fü r  ir -

gendei n K e S ,  & ^ ( M - * i  gilt i  Di e letzt e Behaup -

tun g folg t  daraus ,  das s fü r  jede s K t S , ,  i n 3 °  vo n 

(4,12 )  S ^  ( K i ^  2  ist ,  wobe i  fü r  irgendei n 

KeS- ,  SinO>2 .  gilt . 
(4.14 )  De r  positiv e Krei s (mi t  m = O  Knotenpunkten ) 

ist .  ei n e  -G r aph , 

Beweis .  Folg t  au s (4,7) « 

Anmerkung .  Diese r  Grap h entsprich t  demjenige n recht -

winklige n Simplex ,  desse n sämtlich e zweidimensional e Sei -

te n rechtwinklig e Dreieck e sind .  Diese s Simple x ha t  di e 
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Eigenschaft ,  das s de r  Mittelpunk t  de r  Umkuge l  i m Mittel -

punk t  de r  längste n Kant e lieg t  (vgl .  [3],  Sat z 11) . 

(4.15 )  Satz .  Is t  G  ei n Vorzeichengrap h mi t  de r  Kno -

tenpunktmeng e {.'•- .  2  ,.« •  *mj »  "> rk-  -  *  y  un d is t  sei n po -

sitive r  Tei l  zusammenhangend ,  s o existier t  mindesten s ei n 

& -Grap h 0-Q mi t  de r  Knotenpunktmeng e \ 0 ,  1„....,T.V £ ,  des -

se n induzierte r  Teilgrap h Cr  ist . 

Beweis .  Folg t  au s de m Hauptsat z übe r  gewöhnlich e 

Graphe n de r  Simplex e un d au s (4,2 )  un d (4,4) » 

(4.16 )  Satz .  Is t  i m vorige n Sat z G-  ei n (positiver ) 

Baum,  s o is t  0 ^  eindeuti g bestimmt .  Dabe i  is t  G  mi t  de m 

Knotenpunk t  i> au s G  durc h ein e positiv e bzw .  negativ e 

Kant e i n <r 0 dan n un d nu r  dan n verbunden ,  fall s  % i n G 

den Gra d 1  bzw .  > 2 ha t  (mi t  de n Knotenpunkte n zweite n 

Grade s is t  0 nich t  verbunden) . 

Beweis .  Folg t  au s (4,12 )  ode r  au s dor n Sat z 1 0 i n {3^ , 

den n wi r  könne n G  al s de n gewohnliche n Graphe n eine s 

rechtwinklige n Simplexe s ansehen . 

(4.17 )  Satz .  Is t  G  an s de m Sat z (4,1,5 )  ei n positi -

ve r  Kreis ,  s o is t  de r  zugehörig e Grap h Oh eindeuti g be -

stimmt ;  de r  Knotenpunk t  O  is t  i n £»- ,  mi t  alle n andere n 

Knotenpunkte n durc h positiv e Kante n verbunden . 

Beweia .  Folg t  au s (4,13) . 

(4.18 )  Satz .  Is t  G  au s (4,15 )  ei n Krei s mi t  gena u 

eine r  negative n Kant e " f m ,  s o is t  (r 0 eindeuti g b e -

stimmt. -  0  is t  mi t  1  un d nrudurc h positiv e Kanten ,  mi t 

alle n anderen.Knotenpunkte n vo n G  durc h negativ e Ka n -

te n verbunden . 

Beweis. .  Folg t  au s 3 °  vo n (4,12) ,  d a gena u zwe i  Ge -

rüst e K  di e Eigenschaf t  haben ,  das s ei n feste r  Knote n -

punk t  i, au s G  i n K de n Gra d 1  ha t  (sons t  ha t  e r  de n 

Gra d 2  ) •  Dabe i  is t  fü r  gena u ei n Gerüs t  K 0 (i n de m di e 

Kant e -Irr« ,  fehlt )  ? f (K 0 > - *  0  .  Als o sin d 

u „ , , u > •  ••»•*-*•< ,  w . .f negativ ,  den n si e sin d Summe vo n 

j e zwe i  ft(IO  ,  wobe i  dies e K  vo n K 0 verschiede n sindj . 

Di e Kante n 04 un d Önr \  sin d positi v  wege n 2 °  au s (4,13)» j 
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5.  Tota l  nichtstumpfwinklig e n-Simplexc . 

(5,1 )  Definition .  Ei n n-Simple x heiss t  nichtstumpf -

winklig ,  fall s  keine r  de r  Innenwinke l  de r  r̂ -'̂ -dimens-io -

nale n Seite n stump f  ist .  Ei n n-Simple x heiss t  tota l  nicht -

stumpfwinklig ,  fall s  e s nichtstumpfwinkli g is t  un d fall s 

der  Mittelpunk t  de r  Umkuge l  ei n innere r  Punk t  de s Simple -

xes ode r  ei n innere r  Punk t  irgendeine r  Seit e de s Simple -

xe?? ist . 

Anmerkung .  Ei n n-Simple x is t  als o gena u dan n nich t  -

stumpfwinklig ,  bzw .  tota l  nichtstumpfwinklig ,  wen n sei n 

gewöhnliche r  bzw .  erweiterte r  Grap h laute r  positiv e Kan -

te n hat . 

I n [ß j  wurd e bewiese n (Sat z 5) ,  das s jod e k  -dimen -

sional e Seit e eine s nichtstumpfwinklige n n-Simplexe s 

(2. 4 ) < =  rt- i  )  wiede r  nich t  stumpfwinkli g is t  un d das s 

ih r  Grap h durc h de n Graphe n de s n-Simplexe s eindeuti g be -

stimm t  ist .  I m folgende n Sat z werde n ähnlich e Eigenschaf -

te n fü r  tota l  nichtstumpfwinklig e Simplex e formuliert . 

(5.2 )  Satz .  Jed e k  -dimensional e Seit e eine s tota l 

nich t  stumpfwinklige n n-Simplexe s 5 .  (2~ k  == n  -  i  " > . 

is t  wiederu m ei n tota l  nichtstumpfwinklige r  Simplex .  Sei n 

erweiterte r  Grap h is t  durc h de n erweiterte n Graphe n G-

von S  eindeuti g bestimm t  un d is t  gleic h de m Gausssche n 

Graphe n CrCr^ O vo n < x bezüglic h derjenige n Meng e y\ 

von seine n Knotenpunkten ,  di e de n Cn.-i)-diniensionalen , 

jen e Seit e enthaltende n Seite n vo n .2- entsprechen . 

Beweis .  Folg t  au s (4,11 )  un d (2,3) . 

I m Fall e de r  tota l  nichtstumpfwinklige n Simplex e 

(d.i .  de r  positive n P. -Graphen )  kan n de r  Sat z (4,5 )  un d 

(4,14 )  folgendermasse n verstärk t  werden : 

(5.3 )  Satz .  Ei n positive r  e  -Grap h is t  entwede r 

ein.Kreis ,  ode r  sei n Zusammenhangsgra d betrag t  mindesten s 

3 . 

Beweis. Lait (4,5) hat d ieser Graph 60 den Zusammen-
ihangsgrad mindestens 2 . Hat Ga d rei Knotenpunkte, so 
' i st a l l es k l a r. Nehmen wir an, dass. <r0 mindestens 4 
Knotenpunkte und den Zusammenhangsgrad 2 ha t. Es. seien.-:. 
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p nuri""^ ,  t r  zwe i  Knotenpunkt e vo n <̂ 0 ,  di e eine n Schnit t 
von (ra bilden .  Wi r  werde n beweisen ,  das s de r  Gra d vo n - v 
i n Gh gleic h 2  ist .  Hierau s wir d scho n leich t  folgen , 
das s jede r  Nachbarknotenpunk t  vo n v  entwede r  zusamme n mi t 
-u -  wiede r  eine n Schnit t  bilde t  un d wiede r  de n Gra d 2  hat , 
oder  ei n Nachba r  vo n <-* -  ist .  D a G~Q zusammenhängen d ist , 
wir d hierau s scho n folgen ,  das s  G~Q ei n Krei s ist . 

Zum Bewei s de r  ausgesprochene n Tatsach e wähle n wi r 
den Knotenpunk t  <x .  a h #  au s de m Sat z (4,12) .  D a <% posi -
ti v  ist ,  is t  i n (4,12 )  u%s £  0 f ü r ^ * . S \m&7T(K)>-9 
fü r  jede s K € S ^  ,  Entsprich t  de r  Knotenpunk t  **r  de m In -
dex  2 i : - s" t  3 Artikulatio n desjenige n Graphe n G-  , 
der  au s  (rQ durc h Wegnehmen vo n 0 un d de r  mi t  O inziden -
te n Kante n entsteht ,  als o auc h Artikulatio n jede s Gerii s -
te s K  vo n (J •  Somi t  betrag t  de r  Gra d Si C K )  vo n % 
i n K mindesten s 2  ,  sodas s nac h 3  i n (4,12)«̂ ,« -  ̂ _ 0 
gilt .  Dagege n is t  *̂ -  ^  0 ,  sodas s *x o-  ̂  0 gil t 
und s ^  C K )  =  2 .  fü r  jede s Gerüs t  K  vo n G .  D a e s 
in*G "  wege n (1,7).mindesten s ei n Gerüs t  mi t  s.- d O » s ^  (Cr) 

• f o 

gibt ,  is t  de r  Gra d vo n % -- n &  u n ä wege n t/. ^  =  0 auc h 
i n (x 0 gleic h 2  un d de r  Sat z is t  vollkomme n bewiesen . 

(5.4 )  Folgerung .  Hat .  ei n positive r  e  -Grap h eine n 
Knotenpunk t  vo m Grad e 2  ,  s o is t  e r  ei n Kreis . 

Anmerkung .  Diese r  Sat z ha t  folgend e geometrisch e Deu -
tung :  Lieg t  de r  Mittelpunk t  de r  Umkuge l  eine s nichtstumpf -
winklige n n-Simplcxe s au f  eine r  Kante ,  s o is t  diese s n -
Simple x (fü r  -n .  =  2 )  rechtwinklig ,  vo m Ty p au s de r  An -
merkun g (4,14) .  • 

(5.5 )  Satz .  Zweidimensional e Seite n eine s tota l 
nichtstumpfwinklige n n-Simplexe s  (n *= .  2 )  sin d entwede r 
all e rechtwinkli g ode r  all e spitzwinklig . 

Beweis .  Folg t  aus .  (5,3) ,  (4,14 )  un d (2,7) * 
(5.6 )  Satz .  Se i  <r 0 ei n positive r  ß  -Graph .  Wenn 

,wi r  vo n G 0 k Knotenpunkt e un d di e mi t  ihne n inzidente n 
•Kante n wegnehmen ,  besitz t  de r  entstanden e Grap h Cn,  höch -
•sten s k  Komponenten .  Ha t  e r  gena u k  Komponenten ,  s o 
.'.aßt, G f e entwede r  ei n Krei s ode r  is t  di e Anzah l  de r  *• • '• •  
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Knotenpunkt e vo n G* 0 gleic h *a- = 2. k  un d zwische n j e zwe i  • . 
der  gegebene n k  Knotenpunkt e sowi e zwische n ;je zwe i  de r 
übrige n k  Knotenpunkt e gib t  e s kein e Kant e i n (TC •  

Beweis .  Se i  N  =  {0  ̂ *1 7 Z  ....... -*> .  -  ** n di e Knotenpunkt -
menge vo n G* 0 un d N n C  N  enthalt e k  ̂  * A Knotenpunkte . 
Da fü r  k  =  * l  de r  Sat z wege n (4,5 )  richti g ist ,  se i  K  s r  2  . 
Wir  könne n annehmen ,  das s O c N A ist ;  se i  H f t  =  M *  * ~ \  0  J  . 
Wegen (4,12 )  gib t  e s nichtnegativ e Zahle n u ,  (*.scN,  n.£s) 
so ,  das s u.a .  3  i n (4,12 )  gilt ,  wobe i  wege n de r  Positivi -
te t  vo n G0 7T(K\>Q fü r  K e S ,  ist .  Is t  £  di e 
Anzah l  de r  Komponente n vo n 0  ̂ un d K  e  S. ,  ,  s o is t  di e 
analogisch e Anzah l  de r  Komponente n fü r  K :  €(K) i = & 
Sei  noc h A>CK )  di e Anzah l  vo n Kante n i n K  ,  di e zwi -
sche n de n Knotenpunkte n au s N z i n K  vorhande n sind . 
Wegen (1,9 )  gil t  nu n i n (4,12) ,  3 ° 
°  =  :? N "<*  = K?Si  ^

 [2 " 5-  ^ L j ) 1 T ( K ) = 

S Z E 2 < k -A) ^ *«<>- -
Also 1 is t  k.^ ^  * •  Fall s  k*=.f gilt ,  s o is t  -a oi  =  Ö  fü r 
t  €  N 2 un d ferne r  ^ ( K ) = ^  un d -#(^--- 0 fü r  je -
des K e S - ,  ,  sodas s wirklic h zw îsche n j e zwe i  Knoten -
punkte n au s N, ,  kein e Kant e i n (x 0 existiert .  Nehmen wi r 
an,  das s 6 0 kei n K r ei s ist .  Dan n ha t  G- 0 nac h (5,3 )  de n 
Zusammenhangsgra d mindesten s 3  un d der-au f  N - £ 0 } -  in -
duziert e Grap h G  is t  ohn e Artikulation .  Setze n wi r  vor -
aus ,  das s i n irgendeine r  Komponent e vo n G* ,  zwe i  verschie -
dene Knotenpunkt e t-*.. ,  ,  tx 2 vorhande n sind .  Is t  v  € N 2 

so gib t  e s wege n (1,8 )  eine n Weg W = ti.. .  ...v.. .  IA,2 i n 
Qr ,  de r  nac h (1,7 )  z u eine m Gerüs t  K  vo n 6 *  ergänzt , 
werde n kann .  Doc h t-tv ,  un d -ULZ liege n jetz t  i n verschiede -
nen Komponente n de s Graphen ,  de r  au s K  durc h Wegnehmen 
der  Knotenpunkt e (un d de r  zugehörige n Kanten )  vo n ̂  ent -
steht ,  sodas s f f  (K)  *- .  £ * A gilt .  Diese r  Wide r  -
spruc h gege n #(K)~£ fü r  K  €  S.- beweist ,  das s 
jed e Komponent e vo n .<£ ,  ei n isolierte r  Knotenpunk t  ist ,  . 
sodas s  t% = Zk. gilt ,  » 
'  Wenn wi r  di e Meng e N  — r 4 de r  übrige n I 



k Knotenpunkt e mi t  de n zugehörige n Kante n vo n Ĝ T̂g""* 3*"" * 
nehmen,  s o ha t  de r  erhalten e Grap h wiede r  k .  Komponenten ,  ! 
sodas s nac h de m Bewiesene n auc h zwische n zwe i  Knotenpunkt -
on au s N-L^ ,  kein e Kant e i n G" 0 existiert .  De r  Sat z is t 
vollkomme n bewiesen » 

(5,7 )  Satz .  Se i  k ü 2 ein e natürlich e Zahl .  Bilde n 
wi r  eine n positive n Graphe n O (k ,  k )  folgendermassen : 
sein e Knotenpunktmeng e se i 

i s  dan n un d nu r  dan n (positive )  Kant e i n <rfk,k* )  ,  fall s 

Mi H k ,  k+1i.$ i. 2- k gilt .  Dan n is t  (Xk ; k>ei n 
*£-Graph ;  fall s  wi r  z u G'(k >k)  gena u ein e positiv e Kant e 
hinzufügen,•s o is t  de r  erhalten e Grap h kein .  .2 -Graph . 

Beweis .  Das s  ( r ( k . i O e i n £ -Grap h ist ,  folg t  au s 
(4>7) .  Wenn wi r  z u 6~£k ; f O gena u ein e positiv e Kant e hin -
zufügen ,  s o is t  e s entwede r  ein e Kant e zwische n zwe i  de r 
erste n k  •  Knotenpunkte, .  ode r  ein e Kant e zwische n zwe i  de r 
letzte n k .  Knotenpurkte *  Wenn wi r  abe r  i m erste n Fal l  di e 
Menge de r  erste n k  Knotenpunkt e (un d de r  zugehörige n Kan -
ten )  wegnehmen ,  erhalte n ä r  ^  Komponenten ,  sodas s de r 
neue Grap h wege n (5,6)-kei n C-Grap h sei n kann ;  anal o -
gisc h i m zweite n Falle . 

Anmerkung .  Diese s Beispie l  zeigt ,  das s e s positiv e 
Graphe n mi t  2k"(k= £ )  Knotenpunkte n mi t  de m Z"usam -
menhangsgra d k  gibt ,  di e kein e 6  -Graphe n sind .  E s is t 
ei n Problem ,  o b ei n positive r  Graph ,  fü r  welche n jed e Un -
termeng e de r  Knotenpunktmeng e di e Eigenschaf t  au s  (5,6) 
besitzt ,  scho n ei n €. -Grap h ist . 

6» Erweitert e Graphe n vo n Dreiecke n un d Tetraedern . 
(6,1 )  Satz .  E s gib t  dre i  £. -Graphe n mi t  vie r  Knoten -

punkten : 
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j A*,. -  в^. ? c ^  (Fig, 1) 

в,  U 

Fig. 1 

die dem spitzwinkligen, rechtwinkligen und stumpfwinkligen 

Dreieck entsprechen. 

Beweis klar. 

Anmerkung. Somit ist der Graph  f̂  (Fig. 2) 

Fig. 2 

kein e -Graph, was auch von allen seinen Teilgraphen mit 

vier Knotenpunkten mit Ausnahme von Ö ^  gilt .  Dagegen , 
sieh t  ma n leicht ,  das s all e übrige n Graphe n mi t  vie r  Kno -
tenpunkten ,  dere n positiver-Tei l  de n Zusammenhangsgra d 
^  2 .  hat ,  <£-Graphe n sind . 

(6,2 )  Se i  0r o ei n e-Grap h mi t  fün f  Knote n punkte n 
0,  1 ,  2 ,  3 ,  4 « Gib t  e s i m induzierte n Graphe n G  übe r 
1,  2 ,  3 ,  4  gena u ein e negativ e Kant e ^ , 3 ,  s o is t  Ox, 
i n <T 0 positiv . 

Beweis .  Se i  z.B .  1  2  negativ .  Nac h (4,12 )  gib t  e s 
Zahle n <^ s=ii. s^<^  +  s,^ >S=0, 'J,2,3 >4 )  so ,  das s fü r 

V-.i-^M)««- -^  «*•  
di e Matri x -  U  =  (- <^ij > positi v  semidefini t  vo m 
Rang 3  is t  un d -u ^  <0 t̂- ^  0 fü r  di e übrjge n 
Paar e gilt .  Au s de r  positive n Semidefinithei t  folgt ,  das s 
\*.-lL^~^i-^^L-\"Ufi^>Ö is t  (fall s u =  0  ,  s o is t 

x )  Durc h Volllinie n werden.positive „  durc h Strichlinie n j 
'££.&§£iv e Kante n gezeichnet .  ! 
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;fuf~"d"eh Vektor - v mit den Koordinaten 1, 0, 0, 0 Uix* ^ 

'und der Rang von Li i st < 3 . Nach 3° von (4,12) i st 

denn beid e Summanden sin d nichtnegativ .  Dabe i  sieh t  man 

leicht ,  das s mindesten s eine r  vo n ihne n positi v  sei n muss , 

denn de r  positiv e Tei l  vo n G-  is t  zusammenhangend . 

(6,3 )  Satz .  Keine r  de r  Graphe n P^ y Q. ^  un d R 5 i n 

Fig .  3  sowi e keine r  vo n ihre n Teilgraphe n mi t  fün f  Knoten -

punkten ,  mi t  Ausnahm e de s positive n Kreises ,  is t  ei n e -

Graph .  Alle -  übrige n Graphe n mi t  fün f  Knotenpunkten ,  dere n 

positive i  Tei l  de n Zusammenhangsgra d i= -  2 .  hat ,  sin d 

€.  -Graphen . 

Beweis .  Fü r  ps ,  fA 5 un d R $ sowi e fü r  ihr e Teil -

graphe n mi t  wenigsten s eine r  negative n Kant e folg t  de r 

erst e Tei l  au s (6,2) .  Di e positive n Teilgraphe n vo n P 5 7 

Q5 un d R 5 habe n de n Zus.ammenhangsgra d ^  Z ,  sodas s 

di e Behauptun g wege n (5,3 )  richti g ist .  U m de n zweite n 

Tei l  z u beweisen ,  bilde n wi r  all e übrige n Graphen ,  dere n 

positive r  Tei l  de n Zusammenhangsgra d ^  % hat ,  i n de r 

Fig » 4  a b (das s e s all e sind ,  kan n man darau s sehen ,  das s 

jede r  positiv e Grap h mi t  5  Knotenpunkten ,  de r  de n Zusam- ' 

menhangsgra d ^  2  hat ,  de n positive n Tei l  de s Graphe n 1 

oder  de n Graphe n 5  al s Teilgraphe n enthalte n muss) : 
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Um z u zeigen ,  drs s dies e Graphe n Q -Graphe n sind ,  be -

weisen'wi r  e s zunächs t  be i  de m Graphe n 9 \ de n Graphe n i n 

Fig .  5  kan n man nac h (4,15 )  z u eine n ö  -Graphe n GQ ergänzen . 

/- V 

Fig .  5 

G0 mus s lai t  (4,13 )  positiv e Kante n Ol  un d 0 4 habe n un d 

wegen (6,2 )  auc h positiv e Kant e 0 3 .  Nehmen wi r  an ,  das s 0 2 

positi v  is t  bzw .  fehlt .  Dan n müsst e wege n 4  vo n (4,13)(wen n 

wi r  de n Knotenpunk t  3  wegnehmen )  »di e Kant e 0 3 negati v 

sei n bzw » müsst e 0 3 vr e ge n 1 °  vo n (4,13 )  fehlen .  Als o is t 

02 negati v un d 9  is t  ei n e  -Graph .  Ferne r  sin d . 1 un d 

5 Graphe n de r  beide n rechtwinklige n Tetraede r  (vgl ,  (4,16)) . 

Da 2 ,  3 ,  4« .  12 ,  1 3 un d 1 4 de n £ -G r aphe n 1  mi t  wenigst -

ens eine m satte n Knotenpunk t  enthalten ,  rin d si e nac h (4,9 ) 

6 -Graphen .  I n ähnliche r  Weis e folg t  da s übe r  7  un d 8  , 

di e de n &  -Graphe n (nac h (4,18) )  6  enthalten ,  un d 10 ,  1 1 

di e 9  enthalten ,  sowi e übe r  16 ,  17 ,  18 ,  1 9 un d 2 0 ,  di e 

den (nac h 4,17 )  )  #  -Graphe n 1 5 enthalten .  Dami t  is t  alle s 

bewiesen . 
(Fortsetzung :  CMUC 2, 2 1961 ) 
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