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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 

6, 1 (1965) 

UEBER SOBOLEVSCHE RÄUME MIT BELEGUNGSFUNKTION UND DAS DIRICH-

LETSCHE PROBLEM 

(Vorläufige Mitteilung) 

A. KUFNER, Praha 

In diesem Artikel v/ollen wir auf einige Eigenschaften 

i / ck) 

der Banachschen Räume Vv^ <. hinweisen und ihre Anwen­

dung in der Theorie der elliptischen Differentialgleichungen 

- d.h. bei den Existenz- und Unizitatsfragen der schwachen 

Losungen des Dirichletsehen Problems - erwähnen. Die Satze 

werden ohne Beweise angeführt; eine ausführliche Arbeit über 

das Thema dieser Mitteilung wird demnächst erscheinen. Die 

Mitteilung gliedert sich unmittelbar an die Arbeit von J« Ne-

Sas [lj; die benutzten Methoden entsprechen den Vorgängen in 

hl. ' 
1. Es sei SL ein beschränktes Gebiet im N -dimensio-

nalen Euklidschen Räume E^ und sei P ein fester Punkt 

auf der Grenze S des Gebietes -TL .Mit K CX) - IX - P I 

bezeichnen wir die Entfernung des beliebigen Punktes X c -=^ 

von dem Punkte P. 

Es sei -i * «,, • •. > ̂ w ) ein Vektor mit ganzzahligen 

nichtnegativen Komponenten. Wir bezeichnen mit l-t I die Sum­

me der Komponenten t • und mit J> die partielle Ablei-

tung i 9*' , 
P " l*? ... 3.x*" 

1 »V 

Es sei weiter <*, eine reelle Zahl und -ft ü 1 . 
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IH) 

Dann bezeichnen wir mit W^,< (St ^ den Bai» 

aller komplexwert igen, auf J l definierten Punktionen >u- , 

deren alle Ableitungen X>x * mit I t l i A (im Sinne 

der Distributionen) mit der Potenz fL und der Belegungafunk-

tion At fX) integrier bar sind: 
f\J>iAJL\i%ßt0CU) dX < co 

JL 

Der Raum WiKl iSL) mit der Norm 
(i) i«.n ,k, » e i f\J>iM.\it^(ji)d^)fx 

i s t e i n Banachscher Raum. Für oc « 0 werden wir s t a t t 
OO CR) •• 

W. Q e i n f a c h VV^ schre iben; d i e s e Räume s ind 

d i e bekannten Sobolevsehen Räume ( v g l . S . L . S o b o l e v £ 2 3 ) . Ähn­

lich schreiben wir für Jk, — 0 Lp,f*. statt Wp, ^ . 

2. Es seien nun ft, und ß2
 2 W e i BariAChsche Räume 

mit der Norm I <u, ^ bzw. II -*<- •-'̂ u - Vir werden sagen , daas 

d i e Einbettung 
«I c ß * 

s t e t i g i s t , wenn eine solche Konstante c exist iert , 

daas für alle xt c B^ die Ungleichung 

» 4 4 , « a - * c fl.4C / ^ 

g i l t . 

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung kann man nun augen­

blicklich verschiedene Eioettungssatze ableiten, z.B.: 

S a t s 1. Ba sei <ft. > 4, 0 < *, < N (ji. - 4 ) , 

4 * 5, K Tf^X • Döm- «iJLt die stetige Einbettung 
W*kl f A ) c Wa

Ck)(Xt) . 
** % <L *> 

S a t « 2 . EB e*l ji > 1, 1 * <l < <fv ,^rN < ^ ^ ; 

« t N ) C / l 4 N ) > 0 . nann g i l t d l e stetige Einbettung 

wf"^ax>c w Ä i CXL) . 
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3* Wir werden im weiteren folgende* über das Gebiet IL 

voraussetzen: 1) man kann d ie Grenze S des Gebietes JL 

lokal mit Hilfe s t e t iger Funktionen beschreiben;- 2) das Gebiet 

JL hat im Punkte P d ie Kegeleigenschaft von aussen, d .h . 

es e x i s t i e r t e in end l icher Kegel K mit der Spitze im Punk­

te P , der keine gemeinsame Punkte mit dem Gebiet JL hat« 

Wenn d iese zwei Bedingungen e r f ü l l t s ind , schreiben wir 

das in der Form i l 6 Ä . Für beschrankte Gebiete 

XL c dt ge l ten nun folgende Satze: 

S a t z 3 . Der Raum £ CJfL) a l l e r in JL unendlich 

d ifferenzierbarer Funktionen i s t d ich t im Räume V\£,ac f - A ) 

für <Jt £ 0 xxndjv & 4 , d .h . es g i l t 

eUu - w£X CJL) 
in der Norm ( l ) 

S a t z 4« Es s e i yr ifc i , Dann gel ten folgende s t e ­

t ige Einbettungen: l ) für oC > f t - 4 i s t 

2) für 0 . * «*• 6 •/- - 1 i s t 

wo £ eine bel ieb ige posit ive Zahl i s t . 

Wenn wir nun voraussetzen, dass d ie Funktionen, d ie lokal 

die Grenze S beschreiben, nicht nur s t e t i g s ind , sondern 

auch d ie Lipschltz-Bedingung erfül len , g i l t der Te i l 1) des 

Satzes 4 nicht nur für et > -j\* - 1 ß sondern auch für 

IC > ft — N . Für solche Gebiete hat es auch Sinn von 

der Spur einer Funktion JUL C W ^ | Ä C JL ) auf der 

Grenze $ zu sprechen, und es g i l t der folgende Satz: 

S a t z 5. Es s e i . ot H 0 ; <sC > <fi - Af * Dana 

e x i s t i e r t eine s t e t ige l ineare Abbildung 2L des Raumes 

W' «-. C i L ) in den Raum L ^ , * • ^ + 4 ^ S ) eo , daaa 
# 
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für M. € £ CJL ) Z-f-cc) * .-u. ist. 

4» Es sei @ C-ß- ) die Menge aller Punktionen aus £ (SL*)f 

die ausserhalb eines Kompaktes M c. -TL verschwinden; 

das Kompakt kann sich von Funktion zu Funktion andern. 

>,« 
der I.enge 2 ( - ^ ) in der Norm (1) und führen hier folgen-

Mit W^ ei (JZL ) bezeichnen wir die Einschliessung 

derweise eine Pseudonorm ein: 

(2) ltt«l.aJ * CZ. fl-D^f^UW*)* 
WCkl (XL) Kl»* -O. 

(im Unterschied von der Norm (1) wird hier also nur über Vek­

toren v der Lange M, summiert). Es g i l t nun 
Co) 

S a t z 6. Es sei i l € dt , ft & 1 f <X r e e l l , irt 

eine ganze Zahl, 0 £ m. & M*. «Pann g i l t die stet ige Ein­

bettung ,t . 

w™ f-a) c vv Ä _ Ä CJi.? 
ft;öt <prf<x.-<m.p, 

und der Ausdruck (2) ist eine Norm in WM ^ C^L ) « die 

der Norm (l) äquivalent ist. 

Dieser Satz hat eine grosse Bedeutung für die Anwendung der 
•• (k. > •. 

Räume W ^ zur Losung des Dirichlet3chen Problems. 

5. Es seien nun i und $ wieder N -dimensionale Vekto­

ren mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten und es sei 
AU. ~ C~f ) " V CCL^. &U. ) 

ein Differentialoperator der Ordnung -21t mit messbaren be­

schrankten Koeffizienten **"li ^eö wird hier üblicherweise 

über al le Vektoren -t , $ summiert, für die 0 * /x/ -£-fe 

und 0 * \i\ £ M, g i l t ) . 

Dem Operator A i s eine sesquilineare Form zugereiht: 

B (V, 4JL ) * / f l ^ y <T* >D"V J ^ ' ü c*X . 

- 108 -



Wir sagen, dass der Operator A elliptisch ist, wenn eine 

solche positive Konstante c existiert, dass für alle Funk­

tionen AL € 2) C-fl- ) die Ungleichung 

I ß C x c . x O I ^ c ' / ^ » ^ r i c ) C A > 

g i l t . 

Es sei nun -iL c (R. , oC eine reelle Zahl und 
— e (tc) 
r ein Funktional auf dem Räume VV CJX ) ; sei \ 

4 , - Ä 

weiter ^ 0 eine Funktion aus WCk) C ü ) - Wir sa -

gen, dass die Funktion JÜL € tV * C-/1) das Dir i ch l e t -

sehe Problem 

a) Au. s F auf J2 , 
.v # n # n 0 c 

D) _ «: --——- auf o 

9n* 3ns 

( 5 s 07 1, .... A-4 i -A n- i s t die Normalableitung) im 
Cfri 

schwachen Sinne l o s t , wenn 
a) für a l l e Funktionen ir- e 3} f -ß . ) die Gleichung 

& 6t/-, ^ . ) - F ( V ) 

g i l t und 

b) *. - .Uö € W^ Ä C-O. ) i s t . 

Wir bezeichnen kurz 

Es s e i M.± € H^ Ct -» 'T? -2. ) j man kann nun zeigen, 

dass d ie Form ß > d ie dem Differentialoperator A zuge­

reiht i s t , d ie folgende Eigenschaft hat: 

S a t z 7. Es ex i s t i eren Intervalle X^ Ci » -f, 2. ) f die 

den Punkt Null enthalten, und pos i t ive Funktionen C.? CÖC ) / 

die auf 1+ def iniert s ind , und es g i l t für a l l e oL c 1^ -

(3) I *aл, I Ъ(ЛJLІ,U,X)\Ъ c^ CocìЦлiJц л Ci,jш1,Ъ, i+j). 
*$ * *i * 

»Ун,-*1 
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Wenn die Ungleichung (3) erfüllt i s t , sagen wir, dass 

die Por» ft (bzw. der Operator A )* fy -el l iptisch i s t . 

Aus dieser Eigenschaft folgt nun mit Hilfe einer Verallgemei­

nerung des Satze8 von Lax und Ifilgram (siehe f 1J) das folgen­

de .Resultat: 

S a t z 8. Bas Dirichletsche Problem hat für et £ 

£ 1 . 1 genau eine Losung 4L * Wm ^ (SL) und es g i l t 

fiwH Mtk% -fe c f l ^ l . ,(k) "•* I PI • CM / i -
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