Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Alois Kufner

Uber Sobolevsche Riume mit Belegungsfunktion und das Dirichletsche Problem
(Vorlaufige Mitteilung)

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 6 (1965), No. 1, 105--110

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104998

Terms of use:

© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1965

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/104998
http://project.dml.cz

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae
6, 1 (1965)

UEBER SOBOLEVSCHE RAUME MIT BELEGUNGSFUNKTION UND DAS DIRICH=-
LETSCHE PROBLEM
(Vorlaufige Mitteilung)
A, KUFNER, Praha

In diesem Artikel wollen wir auf einige Eigenschaften
der Banachschen R&ume W,,,(:(L hinweisen und ihre Anwen-
dung in der Theorie der elliptischen Differentialgleichungen
- d.h. bei den Existenz- und Unizitatsfragen der schwachen ‘
Losungen des Dirichletschen Problems - erwéhnen. Die Satze
werden ohne Beweise angefiihrt; eine ausfihrliche Arbeit {iber
das Thema dieser Mitteilung wird demnachst erscheinen. Die
Mitteilung gliedert sich unmittelbar an die Arbeit von J. Ne=
. ¢as [1]; die benutzten Methoden entsprechen den Vorgidngen in
Tru.

1. Es sei f2 ein beschranktes Gebiet im N =-dimensio-
nalen Euklidschen Raume E~ und sei P ein fester Punkt
auf der Grenze S des Gebietes L . Mit n (X) = IX~P|
bezeichnen wir die Entfernung des bteliebigen Punktes Xe EN
von dem Punkte P. .

Es sei i=(Z,,..., ty) ein Vektor mit ganzzahligen
nichtnegativen Komponenten. Wir bezeichnen mit 1<  die Sum-
me der Komponenten ia- und mit .Di die partielle Ablei-
tung : 9 !

D A —_————

e N
’0.‘(1 .. 3:("

Es sei weiter oo eine reelle Zahl und fr = 1
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- Dann bezeichnen wir mit W:"; (n) den Raum
aller komplexwertigen, suf M) definierten Funktionen ¢,
deren alle Ableitungen D u mt /<] & %  (im Sinne
der Distributionen) mit der Potenz 4t und der Belegungsfunk-
tion n®(X) integrierbar sind:

.ri./lpi“ ™r®(x) dX < co

Der Raum WK} (ULL) mit der Norm
P T R 4

K —
W Mah g o =(E JIDuMatxdx) "
Wy, (42 [

ist ein Banachscher Raum. Fir ot =0 werden wir statt
(k) ’ -

Wf;, ) einfach W,fk’ schreiben; diese Raume sind

die bekannten Sobolevschen Raume (vgl.S.L.Sobolev [21), Xhn-

- ©)
lich schreiben wir fiir & = O La,x statt Wf,’ o ¢

2, Es selennun B, und B, zwei Banachsche Raume
mit der Norm N« ll, vzw. 4, . Wir werden sagen, dass
die Einbettung

' B, ¢ 82
s8tetig ist, wenn eine solche Konstante ¢ existi.ert,
dass fiir alle « ¢ B, die Ungleichung
lawll, @ c el
gilt.

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung kann man nun augen-
blicklich verschiedene Eﬁettungssitze ableiten, z.B.:

Satz J.Bssel n > 1, 0<x < N(pn-1),

14 q < —LT— . Dann gilt die stetige Einbettung

N+
k) k)
Wm‘_ (L) e “{l (n)y .

) Sats 2.:;»11;>4,1ﬁi<1"f,3‘%v‘£~’
(x+N)(B+N)> 0 . Dpann gilt die stetige Einbettung
&) kY .

Wyrw (1Y€ WL c00)
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3. Wir werden im weiteren folgendes lUber das Gebiet no
voraussetzen: 1) man kann die Gpenze S des Gebletes )
lokal mit Hilfe stetiger Funktionen beschreiben;- 2) das Gebiet
Sl hat im Punkte P  die Kegeleigenschaft von aussen, d.h.
es existiert ein endlicher i{egel K 'mit der Spitze im Punk-
te P, der keine gemeinsame Punkte mit dem Gebiet L hat.

Wenn diese zwel Bedingungen erfullt sind, schreiben wir
das in der Form ) & & ©) . FUir beschrankte Gebiete
D e &  gelten nun folgende Shtze:

Satz 3.Der Raun € CfL) aller in L unendlich
differenzierbarer Funktionen ist dicht im Raume %(::, )
fir ot & 0 und fr = 1, d.h. es gilt

E() = wikk

fryx
in der Norm (1) ’

Satz 4.Essei o & 1. Dann gelten folgende ste-

tige Einbettungen: 1) fiir o > s~ 1  ist

) .
W, (1) Lpjaap ¢
2)flir 0o & -1 st

W:; £fD)c Lf,;_4+e ),

wo £ eine beliebige positive Zahl ist.

Wenn wir nun voraussetzen, dass die Funktionen, die lokal
die Grenze S beschreiben, nicht nur stetig sind, sondern /
auch die Lipschitz-Bedingung erfiillen, gilt der Teil 1) des
Satzes 4 nicht nur fir « > . ~ 1 , sondern such tir
o« > n -~ N .  Fir solche Gebiete hat es auch Simm von
der Spur einer Funktion « € Wfs,", (L) ‘auf der
Grenze S zu sprechen, und es gilt der folgende Satz:

Sats 5.Beéed ,x 80, o« > =N . Damn
existiert eine stetige lineare Abbildung Z des Raumes

Wff:':c () in den Raum LJ,,_,H,, (S) so0, dass -
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fir « € & (L) Z(w) = ist.

4. Es sei € ({1) die lMenge aller Funktionen sus € (L),
die ausserhald eines.Kompakies Mec L verschwinden;
das Kompakt kann sich von Funktion zu Funktion andern.

Mit ko/f:‘; (L) bezeichnen wir die Einschliessung
der lenge <O (1) in der Norm (1) und flhren hier folgen=-

derweise eine Pseudonorm ein:

<A
2) Hall -z JiDu Te=cxrdx) ™
v‘(/;“l(na Hlsk £

(im Unterschied von der Norm (1) wird hier also nur uber Vek-
toren 17 der Lange & summiert). Es gilt nun
(Al
Satz 6. Essei NeR , £ = 1, o reell,m

eine ganze Zahl, 0 = 7 & AR, Dann gilt die stetige Ein-

bettung
° (k) o (k-m)
o
W) & W mn ?
e (k)
und der Ausdruck (2) ist eine Norm in thﬂ- ) , die

der Norm (1) aquivalent ist.
Dieser Satz hat eine grosse Bedeutung fir die Anwendung der
Raume Wﬂ(f‘)" zur Losung des Dirichletschen Problems.

5. Bs seien nun 4 und 3' wieder N -dimensionale Vekto-
ren mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten und es sei
Aw = (-1)"*'D (a  DIu)

ein Differentialoperator der Ordnung 2% mit messbaren be-
schréankten Koeffizienten acy (es wird hier lblicherweise
Uber alle Vektoren <, g summiert, fir die 0 % /1) & 4
und 0 & 17| € R gilt).

. Dem Operator A is eine sesquilineare Form zugereiht:

B(v, )= [ay; (x)D*v Dz dX .
n
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Wir sagen, dass der Operator A elliptisch ist, wenn eine
solche positive Konstante ¢ existiert, dass flir alle Funk-

tionen 4« € QD (f2) die Ungleichung
| B (w, )= ¢ ”u,llilao(_n_)

gilt. !

Es sei nun JfL € lﬁ(o’ y o€ eine reelle Zahl und
F ein Funktional suf dem Raume \:/2“‘_" () ; sei |
weiter 4, eine Funktion aus W"‘” () . Wir sa-
gen, dass die Funktion 4« € V\éf‘:l (l.ﬂ.) das Dirichlet=
sche Problem

a) Au=F aur N s

s s .
b) & n One auf S

9ns  dn’
(s=20,1,..., k-1, g—: ist die Normalableitung) im
schwachen Sinne 16st, wenn
a) fur alle Fu'nktionen re D) die Gleichung .
B (v «) = F(v)
gilt und
b) 4 - u € »:Q(’k; ) ist.

Wir bezeichnen kurz

o (k) °, (k)
Hy = VV:,-ac @), H = ‘Vz,x 1)

Es sei 4, € H; (i= 1, 2) 3 man kenn nun zeigen,
dass die Form B, die dem Differentialoperator A zuge-
reiht ist, die folgende Eigenschaft hat:

"Satz T.Es existieren Intervalle I; (Z =1, Z), die
den Punkt Null enthalten, und positive Funktiomen e¢; (ot ),
die uf I; definiert eind, und es gilt fir alle o € I ¢

(3)“'/.:%; 1 Blawy, )& c (oc)uu‘.u“i, (i,5=1,2; i bz ),
]

l«gl“’_ 1
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~ Wenn die Ungleichung (3) erfiillt ist, sagen wir, dass
die Form B (bzw. der Operator A ). M; -elliptisch ist.
Aus dieser Eigenschaft folgt nun mit Hilfe eirer Verallgemei-
nerung des Satzes von Lax und Milgram (siehe [ 1)) das folgen-
de Resultat:
S atz 8., Das Dirichletsche Problem hat fiir o« €
' .-.I’ . Iz genau eine LOsung «& € kéf:_’ (L) und es gilt

% .

il
Ml g,
,‘

fafl + IFY
; aci oWy ° (K)

’
2, (“5, - an
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