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Сошшеп'Ьа'Ыопез Ма^ЬетаИсае 11-1.1 уег8_иаЪ18 СагоНпае 

>, 2 (1965) 

О БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ ИЗГИБАНИЯХ СФЕРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ПОСТОЯННОЙ 

КРИВИЗНЫ 

К.К. МОКРИЩЕВ - Е.А. СЕВОСГЬЯНОВА 

Ростов на Дону 

В этой работе рассматриваются бесконечно малые изгибания 

первого и вторсгб порядков сферы в пространстве постоянной 

кривизны и устанавливаются теоремы о скользящих изгибаниях 

первого и второго порыдков симметричных и несимметричных поя

сов сферы в эллиптическом, гиперболическом и евклидовом про

странствах. Надлежащие вычисления, в сравнительно подробном 

виде, приведены только для сферы евклидова пространства, -

это позволило избежать загромождения работы техническими д е 

талями, но исходные определения и уравнения указаны для обще

го случая. 

§ 1. Пусть в пространстве Я* постоянной кривизны ^ 

задана регулярная поверхность гиперкомплексной координатой 

(1) г& (и 1 V ) ** X*%л + /у. ьг + х - ъ$ + ± * г^ 7 

где X, л^^х^Х -вейерштрассовы (или нормированные однород

ные) координаты текущей точки поверхности, а ^ 91, ? 1 , ь -

комплексные единицы, удовлетворяющие условиями 

если лп ж <у\, 7 

•V' Ь • %» 
ш " I 0 если <т, ф <п 

Как и в евклидовом пространстве Е- бесконечно малые 

деформации второго порядка поверхности ( 1 ) можно представить 

уравнением 
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(2) ъ*~ %+ 1гЪ+1г%%г , 
где С —> 0 есть параметр деформации, а 

(3) г . ; ' ^ 1 ^ ^ ' у < - ^ ^о!1**1*** - ** / 

суть поля деформаций соответственно первого и второго поряд

ков. 

Определяя бесконечно малые изгибания второго порядка 

среди деформаций (2) так же, как и в евклидовом пространстве 

[1], и рассуждая надлежащим образом, получим уравнения для 

отыскания изгибающих полей 

&%• <1% т 0 } Ж г • <1иг 4- Ах1 «• 0 , 

или в проивводных 

<5> Ъ**4ьш09 %<.%>+ *Ъ*Я°> Ъ г * г т 0 > 

(6) %.4,, + ЯьшО, Ъ&+%,Щг *2хмякг

т ° > 

Внешне ети уравнения не отличаются от соответствующих 

уравнений в евклидовом пространстве» 

§ 2« Зададим сферу единичного радиуса пространства Е д 

в декартовых прямоугольных координатах уравнениями 

( 7 ) *'%%> »*&%> * « < * < " ' 

— оо ** лл, *с оа I 0 * р* <> 1 яг 

и найдем координаты ее хегмбаявымго поля первого порядка 

55 - { [ , ^ , ^ , а затем третью координату ее и вгиба

ющего поля второго порядка ЛЛГ т {Х9 АЛ, ? у) | . 

Используя (7) представим уравнения (5) в виде 

1§ЬьТГ'§г~*"**'*1г * 0 . 
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полагая 

(9) ( * - Г ' в * 1 Г > > * Г - ^ ^ ^ > 

где у - вспомогательная функция от и*, лг получим И8 (8) 

и (9) 

(10) 5*г*^ * Я> ~ * Л * - ' ^ + ^ ^ ' ^ * * > 

(11) $*,«, <гАк, <7м,-* • 1 ^ ) - 2 / ^ « 0 * 

Учитывая периодичность ^ С-о,
;
 V ) при обходе любой ив 

параллелей сферы, найдем решения уравнения (11) 

^ ( ^ , 1 г ) « г^^Сл^Ао- - 1)л1пь <п,у, 

(12) $, Со-,^**» ^ ^ и Л А ^ - М ) * * * 4&1Г , 

5 с^.,^)» с ^ ^ с ^ , ^ ) + сг ^ г^,*^ , 
где 41 -натуральное число, а С^ 9 С, -произвольные : 

янные. Функция % (и, 7 лг ) регулярна во всех точках сферь., 

за исключением ее полюсов* 

Используя (12) и интегрируя (10), получим 

(13) Г(^}Лг)я **- 1-(С,лГ'44'+ С.*Г~м')и*<п.у , 
икс * 

а теперь (13) и интегрирование уравнений (9) дает 

^
чг-1 г г «**+ п -"чи •жг̂ ** ^с^ ^ 

Г - 4 - ЬОП,(1Ь+1)1Г+ ^Г. *4*1>(т-1)*'] > 
ыи+1 ^г-7 (14), --

1-80^**--^^ 1*кч, 4 

гЛ-ип(п. + 1)1Г- -Л~с*ъ(*1-1)1г] . 

Эти функции тоже регулярны во всех точках сферы, кроме ее по

люсов* 

Найдем теперь третью компоненту г> поля бесконечно 

малого нагибания второго порядка сферы (7 ) . Дяя этого, исполь-

вуя уравнения сферы (7), представим уравнения (б) в следующем 

виде 

241 



(15)^ ьЬ^^^'Х^+б^г.^и^-^+скиС^^ 

ъиг V *Х^~ с*ъ лг. (ц,^, » К* ., 

где положено 

Исключая Л и /и из (15), найдем уравнение, опреде

ляющее функцию *> 

или, используя (16),(14) и (12), придадим этому уравнению 

ВИД § М « ' С Ч ^ - ^ > - + *4* -

l(>rfi-i)г(-e:Hм-+i-*?"•)+ 

+ * Сп -1)1.**4* + 4- Сп+4)*-€Г'*й • С1- ^п1(п1+1)С1 С% + 

(1?) + п 1 .«Л-***- >^а_ я ^ х Г г » ~ + 2 .>.*-•--) + 

+ -КП+1)*А*~1 + <КП-4) 1 .*^-С ; [+ ̂ л1.*{«-п.аиг*1"'-

• с*+2 (Ч1-1)[(Ч--'/)':г.Ул-.г +А-**)+К«Л 4+ * - * ^ с , с*_+ 
+ (1 --п.2)*'244-- С* ? • и » 2 « ^ > 

Будем отыскивать решение уравнения (1?) в виде 

(1В) ')>(<^,V) в <^(<Л.) •*• 1(Г (м.)-СП 1 пV . 

После выполнения довольно громоздких вычислений, находим: 

у(и.)ш(4л-01и.)>Ъ+С- -4^'{п(п-1Нп*}и'^ 

(1а) +-(4+ •>>*•*_- п.(п + 1 ) 1 С(п- +)*-"•+ п *•***}}С1 + 
Л 

+ Л-Сп*+ 4)+А« . • С, С2 - • *~г,п"-{ъ(п-1Пп ег«+ 
16 они, 

+ (п+I^)^:м}-п(*^+1)±^(^п.-^^•)<г' + п&$V} С* , 

- ZЬá 



(20) ЧМ-С***"*- {)А1чи-* Ал+(щ%1Ыс+ А-)*-2*1*--

. А2- ^(^-Л)С^^^^)^п^С^Н4м)*С^Сг-

ГА* В, С, А и А - произвольные постоянные, а 

Ьп1- 4 *• (тг - * ) 

#1, - Л ДС-гЗ 'я'~ * + ^ 

_ ЗСУ -̂З-П + 3) (^2«,^-244,. | л Л ^+к-? ^ * - * ^ 

- 1_\\ _л юьи + ьп • 
Аналиэ (19), (20) и (21) приводит к выводу, что решение 

(1в) уравнения (17), при "I > 2 , регулярно на всей сфере, 

кроме ее полюсов* 

Отметим, что при выполнении этих вычислений, были исполь

зованы некоторые соображения статьи Е« Рембса [ 2 ] . 

В последующем будут извлечены геометрические следствия 

из полученных формул* 

§ 3 # Выделим на сфере (7) параллель, определяемую уело; 

*Ь«,0 = % 

и положим в (123) Сг я 0 а в (20), кроме того, В «• А^т А% 

-г 0 , тогда соответствующие бесконечно малые ивгибания первого 

и второго порядков сферы, как показывают (12),(18)-(20), будут, 

при ^ 1 ^ 3 , Удовлетворять условиям 

ЬС"**^) -г 0 , -Р«с0,^>" д>Си0)* <т*&. , 

§ С- оо,гг) « 0 , $(- оо^лг)** у С- оо)= ст*#. 
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II будут регулярнммм ма соответствующем сегменте сферы, поэто

му имеет место 

'Ееореит 1* существует счетное множество сегментов сферм 

евклидова пространства, больших ее половины, допускающих сколь-

вящие бесконечно мал не ивгибания первого м второго порядков» 

Эта теорема принадлежит Е. Рембсу [ 2 ] . Но еще раньше эта 

теорема, только для ивгмбанмй первого порядка, была установле

на Г* Либманом [ 3 ] . Поатому, параллели сферы, удовлетворяющие 

условиям Ныл, ж ± й. будем называть либмановскими. 

§ 4. Будем отыскивать на сфере (7) такие две параллели 

.О, «г 4Л0 , 44, т - ЛЛ,0 > 

которые удовлетворяли бы условиям 

§С44#,1г) ш $(~ 44ъ9^)* 0, уг(и,)т ф(- 44,0)т 0 . 

Чтобы бесконечно малые ивгибания первого и второго поряд

ков пояса сферы, заключенного между етимм параллелями, не вы

рождались в тривиальные, достаточно, в силу етмх условий, как 

покавывают (12) и (20),(21), потребовать 

/- o , 
- 4)1 

I (л*Н- } ) ШАц, + %)1 

I (/КЬЬАЬ + | ) (к**,**, - ±) I 

а для етого достаточно аначенме лсо вябрать так, чтобы 

во его всегда тжво осуществить; тогда, дав такого ~*„ в 

силу (12 3 ) , (18)-(21), имеем 
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таким образом докаеава 

Теорема 2: существует счетное множество симметричных по

ясов сферы евклидова пространства, допускающих скольвящие 

бесконечно малые мвгибанхя первого х второго порядков* 

§ 5. Возьмем на сфере (7) произвольную параллель 44* ~ 

•* и.с > 0 и будем отыскивать такое ос а чтобы пояс сферы, 

заключенный между параллелями 

и. ш л±0 7 <и, * - а* + ее , 

допускал нетривиальные скользящие бесконечно малые нагибания 

первого и второго порядков. Для этого достаточно выполнить 

условия 

(22) $ Си,*,**) * $(-***+ Л , «-О « 0 , 

(23) -ЦТ (ЛСС ) т ЦТ (- А4-0 + <*. ) т 0 . 

Рассмотрим сначала условия (22). Как показывает (12д) 

константы 0.л х С2 не должны быть равны нулю х (22) приво

дят к уравнению, определяющему ас 

Этому уравнению мо*но придать вхд 

(24) *(ъ)т Аъ*<**"1'>+4Т*'*+ Стг + 2 « 0 9 

где положено 

- ø . 
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(25) 

В * -Сл + А)л -*--°*» . Лг , 

С = - («и"...*6"*-""» . *> 7 

а, -> г««-. [С-п- 1).<Л<>- (*ь+4)лГ"*3 , 

1у = гГ^Кп + О 4."' - (п-Ол-^'1 , 

X - г* . 

ЕСЛИ .и. - /М.е > 0 есть либмановская параллель, тот-

{ 

\ 

дa a, * 0, Лr ф 0, tJҺ,uoж £ 
n> 

и уравнение (24) 

дает только Ь4ь СсС - АЛ*0 ) » ~ , следовательно сС - 2 М*0 } 

поэтому пояс сферы, заключенный между параллелями АА. « ^с0 

ff 4 6 m - / U -*• OC вырождается в линию-параллель >сб 4Л** 

В дальнейшем параллели АА, • /С60 > 0 предполагают

ся не либмановскими. 

Покажем, что при достаточно большом 4г уравнению (24) 

удовлетворяет вначение <*С такое, что 0 <: <*> < ^ 0 

При оС т 0 имеем "ы ж 4 и после простых преоб-

раеований, найдем 
{ (Л) = а г ~ > 2 * 

Джя вел кого натурального <гъ 7 удовлетворящего условию 

<п, > с "Ь лЧ> А1.0 

будем иметь Сб -» Яг > 0 и потому 4 04) > 0 . 

4A,Л и выполнив несложные прео-Положив в (24) оС 

бравоваыия, получим 
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При условиях, укаеанных выше, имеем 1 ( х ***}<< 0 * 

Таким обравом справедлива 

Теорема 3: для каждой не либмановскоя параддедж Л1>0 > 

сферы евклидова пространства существует на ней счетное мно

жество параллелей АЛ, <*. О такжх, что ее пояс, ваключея-

ный между параллелью <сс и любой ив параллелей <и^ До

пускает сколъвящее бесконечно малое нагибание. 

Факт, устанавливаемый этой теоремой, аналогичен резуль

тату, полученному В.И. Михайловским [4 1 для поверхностей 

вращения отрицательной крививны. 

Рассмотрим теперь условия (23). Чтобы выполнить вти усло

вия при выбранном значении АЛ0 
и а 9 удовлетворяю

щем (24), надо наддещашим образом рспорядиться аначенидмж 

проиавольных постоянных А 1 , А1 в (20). Для этого до 

статочно пот&бовать, чтобы 

jtrtqkU^{Mth^m * i * 
ЃO 

Это неравенство можно представить в виде 

(гб) *, (г )а А, г2Сгп^^ в, ч**-* Ъ?% + &1+ ° > 

где положено А ,„ А\ * -С2*и"1>** #~ 

-са**-*)*** Лг 

(27) 

Ł = - Ѓ2*г-M) -Є 

CĄ » - (2<rn-4)<e (l<П>-4)"ч 

ЬĄ * (In-t) 4 cг*i+4)«+ 

-«•* 

V 

a 1 « . e І Ä 4 f ' C C 2 n - f ) 4 * t в - (In + Dл 

iк, ЧJL'1""*C(2>л-M Ì.Є44' - < 2 л - * > - « " * • - ' 
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Здесь параллели, определяемые условием ЪЛъ44,0 -» г~ « 

Ведут себя аналогично поведению либмановских параллелей в 

предыдущем случае* Поэтому либмановскими параллелями сферы 

будем набывать в дальнейшем каждую ее параллель, обращающую 

в нуль хотя-бы одну и8 величин си^ Аг7 а^ , <1гл 

Докажем теперь, что любой корень оС уравнения (24) не 

обращает в нуль многочлена ^ С Ь ) (26). Для этого дос

таточно показать, что результант К. Ст*.-, 9 4 ) многочленов 

-( ("С ) и т̂  Съ) отличен от нуля. Имеем [ 5 ^ 

А, О В, Ь 0..-0 С, О Ъл 0 0... ^ | / 2 я + 2 

Rs 
0 Aл 0 ßt 0...0 0 Cл 0 Þ^ 0 0 CTPOKH 

A ° B ° ° /y**.>± 
0 A 0 B 0 . . . - - • / c w c n 

Раалагая этот определитель по элементам столбцов и учиты

вая (25) и (27), получим при достаточно большом 'П. 

Р. в С1п-1'>гС*,- + 'П('П-1)гС2"~П * 

4 ' Ь и ' Ш Л И ) / ' - С2п-1и-М'3"""П><С(<п-1)лМ' -

- С п и и - * » ] 1 а * н ,

+ * 4 л ^ ГГп-М)**• - С-п- 1 ) 4 - < 4 ^ 2 С ^ " , х 

*1(1<ъ-ЛНи"-С1>п. + Л)*-""11<'**л') > О . 

Ив проведенных в этом параграфе рассуждений вытекает 

Теорема 4» Для каждой не либмановской параллели м,ф >• 0 

сферы евклидова пространства существует на ней счетное множест

во параллелей *с^ «с 0 таких, что ее пояс, ограниченный 

параллелью М,0 и любой иэ параллелей и.^ допускает сколь-

вящие бесконечно малые ивгибания первого и второго порядков* 

§ 6* Все установленные выше теоремы можно распространить 
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на сферы в пространстве постоянной кривиэны, равной п 

^эллиптическом при г-| > 0 и гиперболическом при 

2*2 <. О )• Для «того яадо аадать сферу радиуса а. урав

нениями 

— со < АЛ, <: СО , 0 * V < 1 ТГ 

и воспользоваться рассуждениями вполне аналогичными, прове

денными в §§ 1 - 5 , представляя изгибающие поля X к иг 

в виде (3) и (4) о отыскивая их при помощи уравнений (5) и 

(б) . Та , например, вместо теоремы 4, получим утверждение: 

для каждой не либмановской параллели 4С0 > 0 сфе-

ры пространства постоянной кривизны тъ существует на 

ней счетное множество параллелей лс < 0 таких, что 

ее пояс, ограниченный параллелью 44^ и любой ив паралле-
ле& ^/гь допускает бесконечно малые изгибания первого и 

второго порядков при которых граничные параллели скользят 

по полостям эквидистантных поверхностей с общей базисной 

плоскостью, совпадающей с плоскостью экватора сферы. 

При к —* оо отсюда вытекает теорема 4 . 
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