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Солшеп-ЬаНопеа Ма*Ьета1; Лсае 1;п1уега1га-Ыв СагоИпае 

6, 3 (1965) 

О ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ФУНКЦИЙ 

Ю.И. ГРИБАНОВ, Кавань 

Предположим, что для банахова пространства Е ивмери-

мых по Лебегу функций, определенных на сегменте СО, 13 , 

выполнены следующие условия: 

1 . ив лЪлгь И "'„и И - 0 вытекает Лмлп, ЛА,^ О: ) .= 0< 
<л,-*оо /п-*сс 

по мере; 
2 . и8 ЯА/ПЬ II лл, К да 0 вытекает существование такой час

ти-*.*? ™ 

тичной.последовательности \ Щ^ (&) } и такой н е о т -

рицательной функции лл,(Ь) е Е , что \ЛА,^ (Ъ)1* л**(Ь) 

почти всюду (лТг, -» 4, оо ) $ 

3 . из Лит, АА,^ ( ± ) в лл. О: ) по мере вытекает II АА, II ^ 
^ А*'™' И ^т, II * 

С. Банаху ([1], стр. 74-75) принадлежит 

ТеоремаЛГусгь Е й ? - два банаховых пространства функ

ций, удовлетворяющие условиям 1 ,2 и 3 , а ЗС (л>, Ь ) 

функция, определиенная в квадрате С 0 } 1 \ 0,1 ] . Если 

тогда для каждой функции АА, ("Ь) 6 Е существует ин

теграл 4 А „ 
V($) = /УС(&,±)АА,0;)с1± 

о 

для почти всех /Ь и если V(&) € $* ; то V(&) явля

ется линейной операцией* 

В [2] было указано обобщение этой теоремы С* Банаха на 
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банаховы пространства функций, заданных на произвольных про

странствах с мерой. Однако это обобщение оказалось неверным, 

что было замечено и любезно сообщено автору И.В. Шрагиным. 1Ы 

намерена здесь прежде всего указать правильное обобщение тео

рем» С* Банаха. 

Пусть ГХ ; 2 , (и-) - прозвольное пространство с мерой, 

т.е. множество л вместе с некоторй & -алгеброй 51 его 

(измеримых) подмножеств и неотрицательной с четно-аддитивной 

функцией множества (и, , определенной на 2Е • Рассматри

ваются измеримые функции, заданные на атом пространстве с 

мерой. 

Если Мл*ь ль (Ь) т лс(Ь) по мере на любом иэмери-
/П,-+О0 

мом множестве конечной меры, то будем говорить, что последо

вательность функций 44,^ (Ь ) сходится к функции лл> (Ъ ) 

ограниченно по мере. Из сходимости по мере, а также и из схо

димости почти всюду следует ограниченная сходимость по мере. 

Вообще говоря, из ограниченной сходимости по мере не вытека

ет сходимость почти всюду. Ограниченная сходимость по мере 

совпадает со сходимостью, по мере тогда и только тогда, когда 

(X , 2- ; (Сс ) является пространством с конечной мерой (это 

утверждение справедливо при естественном")дополнительном пред

положении, что пространство ( Х ; - 2 ; ^ ) не содержит ато

мов бесконечной меры). Отметим следующий нужный нам факт. 

Лемма. Если из любой частичной последовательности 
{лл\^ (Ь ) } последовательности функций {^^ С±) } можно 

л% 

выделить подпоследовательность, почти всюду сходящуюся к 

функции ль (Ь ) , то ЛИГУ М^ (±) » лл, (Ь ) ограниченно 
/Ц. --• оо 

по мере. 



Это утверждение непосредственно следует ив определении 

ограниченной сходимости по мере и известно! теоремы Ф* Рисса: 

если Е множество конечной меры и и 8 любой частичной после

довательности { 44,^ (Ь) | последовательности функций 

щ* 

{"ЬоСЪ)} можно извлечь подпоследовательность! сходящуюся х 

функции 44,СЬ) почти всюду на множестве Е > то 

Ммь 44, С-Ь)я 44+ С*Ь) по мере на множестве Е • 

Пусть Е -* Е (X, Ж- , (€4, ) - банахово пространство ие-

мерммнх функций, заданных на пространстве СХ7 2-, ^и.) и 

удовлетворяющих условию: 

а) и в Яллгь й 44,^, /| « 0 вытекает существование та-

кой частичной последовательности {^Чп,и Сф) } и такой 

неотрицательной функции 44, С"Ь) 6 Е , что 

Лъ+оо АЖ'/Л'М, ^ ' я ® (и, - почти всюду и 

I М'т,*^ СЬ) * 44, С Ь) *4, - почти всюду С Ль ** 4, оо ) , 

Отметим кстати, что если для любой функции 44,СЬ) € Е 

множество X (4Л, Ф 0 ) является множеством 6 -конечной 

меры, то первое требование условия а) эквивалентно предполо

жению: и в Млггъ 1\ 44, II ж 0 вытекает 

Лит А4,^ С±) » 0 ограниченно по мере* Поскольку этот 

факт в дальнейшем не используется, мы не будем останавливать

ся на его доказательстве* 

Далее, пусть !?™&СУ96'9'\>) - банахово простран

ство измеримых функций, определенных на пространстве (У, &р у>) 

и удовлетворяющих условию: 

Ь ) из К в ) , Ъ, (в) е & и Лит, 4 Св) ж 4 Св) 

ограниченно по мере следует ( 4 II * &Щ " т̂ . II . 

Обобщением сформулированной выше теоремы С* Банаха явля-



ется 

Теорема 1. Если интегральный оператор 
# 
УСлл, ш /Х(*,-Ь)-и,(Ь)с1{о(1;) 

X 

отображает пространство Е в пространство «5/ то X<и* 

является линейным оператором иэ Е в &* • 

Доказательство» Пусть последовательность функций 

{<4А> (±)}с Ё. и -&т. Дл*. |/ в # , Рассмотрим 

любую частичную последовательность //О*-. ("Ь) } предыду-

щей последовательности. Так как Л&я/ // <и,_ II ш 0 * то 

по свойству а) существует такая подпоследовательность 

{'Щп,л- С^ ) ^ последовательности { <и,~ СЬ ) } и такая 

неотрицательная функция АЬ ("Ь) € Е ^ что 

&т' /4Ч1,Л. С^) *= 0 /а - почти всюду и 1<и< СЬ)\4 <и,СЪ) 

^гб - почти всюду Сок, ш 4} оо ) . Так как оператор 

УС<и, отображает Е в ^" то функция Ж- С$,"Ь) <и, (Ь ) 

интегрируема по Ь при ч) - почти всех <Ь . Имеем: 
ЯСтг ХСъ, Ь )<с* (Ь)*>0 /и.- почти всюду для V - почти 

М,-+оо "%, V 
всех 4> и \%С^,Ь)м^ СЬ)\$ \ХС571)<и,С1:)\ (сс- почти всю-

ду для всех <Ь . Так как функция X ($, ^ ) <и* (±) ин

тегрируема по Ь при "Р - почти всех ^ ; то отсюда на 

основании теоремы Лебега об ограниченно сходящихся после

довательностях функций (Ез], стр.111) получаем: 

дЯ"*ъ> ] X С$,Ъ)<и, С±)сСи,О,)т0 т) - почти всюду., 

Таким образом, на основании доказанного, если 

<и, И), <а>. О:) е Е и Млп< // <и„ - ^ . 1 » 0 4 т о и в 

любой подпоследовательности {лх, СЬ) I последователь-

ности { ^^^(^) } можно выделить такую частичную под-



последовательность { и,^ СЬ) ? ? ч т о 

<1ит> УС ">**,* ш %и, г) - почти всюду. 
Яг-*оо **> 

Следовательно, по предыдущей лемме, 

Айт* Ж и,- « Ж и, ограниченно по мере. 
1Ъ-+ 00 *v 

Так как Жи,, ЭСи.^ € ф ; то, испольэуя предыдущее 

свойство и условие Ъ ), заключаем о следующем свойстве опе

ратора % : Если и,С-Ь),и^С-Ь) е Е и Лит, \\лл,^-м.\\~ О, 

то 

>п,-лгоо ™ 

Поскольку оператор УС аддитивен, то ив этого свойства опе

ратора УС и одной теоремы С. Банаха ([1-7., стр. 67, теорема 2) 

непосредственно следует, что ЭС является линейным операто

ром на Е в Г . что и требовалось доказать. 

Пусть теперь Е -=• Е ( Л , 2 , ^ ) и &'« (Г(У, б, >> ) 

банаховы-пространства функций в смысле Люксембурга [ 4 ] . Черев 

Е обозначается дуальное к Е банахово пространство функ

ций, т . е . пространство функций 

Е*={V(^): /Iи,(^)V(^)Iс^(и,а)<оо, лл,(-Ь)е Е ^ , 
Л 

которое, рассматриваемое с нормой 

И V \ » ым(ъ \^и V с1{и, I ; 

Ы141 х 

является полным пространством. Вообще говоря, дуальное к Е 

пространство Е является только частью сопряженного к Е 

пространства в обычном смысле теории нормированных прост

ранств. Дуальное к Е пространство совпадает с исходным 

пространством Е . Координатные пространства, в частности, 

пространства Я (А *> *р $ оо ) являются частными 

случаями банаховых пространств функций. В случае координат-



иых пространств интегральный оператор превращается в матричный. 

Обозначим черев X СЕ ; у* ) пространство таких функ

ций X (В, Ъ ) измеримых на (У*• Л , б*я 2 ! 9 •>> х рл. ) ^ для 

которых интеграл 

/ЦСС*,'Ь)44.а)9>С*)ЫС'>>Х(и,)СА^) < <Х7 
УхХ 

при любых функциях /М.С*) б Е и ^ . Г 5 ) б &* . Можно пока-

вать, что о б Г Е ; У * ) рассматриваемое с нормой 

15СП * /Ь^г, * а ^ / \ХС&,1)4лС*)аС*)\<1С'>>><(и,)С4$1;); 

\\<^\ил П<и>11*1 У*Х 

является банаховым пространством функций* 

Если интегральный оператор 

\Х\4л, * /\ЭС(*,*)1лл,(Ъ)Лл4,(*) 
X 

действует ив Е в & (по теореме 1 этот оператор является 

тогда линейным оператором на Б в {Г ) , то действующий из 

& в $* интегральный оператор УС<4. будем навывать 

нормальным оператором* 

Введем следующие обозначениа: 

(Х4М,&) тщГ(/Х(&$-Ь)44,а)Ы,(и,(*))9>СВ>сС1>С+), 

УС% ш/%С*,1;)&Св)*->>С5) , 

У 

(4+9 УС*&)~/(/Х(в9*)?(5)Ж>>С*))*сС*)и/и,К). 

X У { 

Ив теоремы Фубини о перемене порядка интегрирования 

([3],& 36) и теоремы 1 непосредственно вытекает 

Теорема &• Для того чтобы УС 44, был нормальным опера

тором и8 пространства Е в пространство $* необходимо и 
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достаточно, чтобы его ядро ХС59Ь)€*ССЕ,&'*) . 

Если XАЛ* нормальный оператор на Е в !Р, то X $~ 

является нормальным оператором на «!г в Е
 ?
 причем 

(1) СХлл,,^ ) ** (44.9 Х*д.) 

ПРИ ЛЮбЫХ ФУНКЦИЯХ 44, € Е и 0 . € ЗГ 

Последнее соотношение (1) означает, что нормальный опера

тор иСлл, ив Е в & непрерывен в слабых топологиях 

б СЕ, Е* ) и 6" С?, $** ) и что нормальный оператор 

Х*ф, шв ? в Е сопряжен с оператором Хлл, в сла

бых топологиях* 

Обозначим черев М* СЕ,? ) множество таких функций 

X Св, I" ) , что функция X Св, Ь ) лл* СЬ ) /и, -интегрируе

ма по Ь при >> - почти всех 4 при каждой функции 

4А> СЬ) б Е , а функция д>С$)ГХС5,Ъ)А4,С-Ь)сСАА,СЪ) т> -

интегрируема при любых функциях лл.С'Ь)^ Е и а, Сз) & &* 

Согласно теореме 1, Хлл, является линейным оператором И8 

пространства Е в пространство 9* тогда и только тогда, 

когда его ядро X С*,*) е Ж СЕ, Г* ) ; МСЕ,Г*)Р 

рассматриваемое с 

\\Х\\**«АЪ ^ А 1/(/ХС*,*)л4,С4)а/с4,а))а.Сшк1*>С9)1, 
11^11^1 Ял*й*<Г / Л < 

является нормированным пространством. Существуют такие бана

ховы пространства функций Е и •? | что любой интегральный 

оператор Л,44, ив Е ш $* является нормальным, т . е . , 

как множества функций, Зи СЕ , &**) ш Л СЕ , У * ) . Напри

мер, Ж,(Л 9 Л ) в М,С& , Л ) - любой матричный оператор, 

действующий в пространстве Л, , является нормальным опе

ратором. Существуют также такие банаховы пространства функ-

359 -



ций Е и У , что, как множества функщ1к,ьССЕ,&'*)ф Л(Е, &**), 

Например, & (1г

71*)ФМ>(1*, I2-) , т . е . не любой матричный опе

ратор, действующий в пространстве х,*~ , является нормальным о-

ператором. Пример действующего в Л,7" матричного оператора, не 

являющегося нормальным, впервые был указан Д. Гильбертом в его 

основополагающей работе по интегральным уравнениям. Этот при

мер приводится в [ 5 ] (см. стр. 258). 

Итак, изучение класса линейных интегральных операторов 

из Е в У сводится к изучению пространства М* С Е7 У*) . 

Поэтому исследование последнего нормированного пространства 

функций представляет собой важную вадачу. Укажем несколько 

связанных с этим частных Задач. Пусть л, СЕ9 Т"*) ф М. СЕ 7 У**)* 

Мы не знаем, будет ли любая функция УС(57Ъ) € иССЕ, 9"*) 

измерима на декартовом произведении (Ух X, б'х -2-Г, т) >< (со) 

пространств с мерами. Мы также не знаем является ли Ж С%-,&**) 

полным пространством. Однако совершенно ясно, что ЛС СЕ, &**) 

заведомо не является банаховым пространством функций в смыс

ле Люксембурга. Последнее обстоятельство свидетельствует о 

том, что исследование пространства *М> СЕ ; ?"* ) представляет 

собой трудную задачу. Решение этой задачи, несомненно, долж

но привести к открытию новых интересных фактов в общей теории 

меры и интегрирования. Изсвестны многочисленные достаточные 

признаки непрерывности и полной непрерывности интегральных 

операторов, действующих в конкретных банаховых пространствах 

функций (в пространствах Ф. Рисса об в пространствах Ор-

лича и т.д.)• Интересно отметить, что интегральные операторы, 

удовлетворяющие этим признакам, всегда оказываются нормальны

ми операторами. Впрочем, это естественно, так как при полу-



чении таких признаков всегда существенным образом используют 

теорему Фубини о перемене порядка интегрирования. Нам не при

ходилось сталкиваться с достаточно широкими привнаками линей

ности интегральных операторов, при выполнении которых инте

гральные операторы не окавывались бы нормальными. Получение 

таких удобных достаточных признаков представляет несомненный 

интерес. Интегральный оператор % <и* ие Е в $* будем 

нааывать регулярным, если интегральный оператор Л ^ дей

ствует иа ? " * в Е и имеет место соотношение ( 1 ) . Теоре

ма 2 утверждает, что любой нормальный оператор является регу

лярным. Гипотеза: любой интегральный оператор иэ Е в У 

является регулярным. Нами в одной еще неопубликованной рабо

те высказанная гипотеза была оправдана для случая координат

ных пространств - любой матричный оператор, действующий ив од

ного координатного пространства в другое, является регулярным 

оператором. Повидимому, оправдание (или опровержение) выска

занной гипотезы при общих предположениях представляет значи

тельные трудности. 
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