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Сомеп*а*1опев МагпвшаЗДеае цЫтегв^а-Ы* СагоИмае 

7, ^ (1966) 

ЗАМЕЧАНИЕ К ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ М.А. КРАСНОСЕЛЬСКОГО О 

НЕПОДВИЖНОЙ ТСИКБ 

Ю.И. ГРИБАНОВ, Казань 

М.А. Красносельским [1] была получена теорема о непод-. 

вижной точке, представляющая собой комбинацию принципа сжа

тых отображений и принципа Шаудера. Эта теорема М.А. Крас

носельского перекрывается со следующим дополняющим ее ре

зультатом. 

Теорема. Если Л является линейным оператором в бана

ховом пространстве Е , п -ая итерация которого является 

сжатым оператором, оператор В> заданный на ограниченном 

замкнутом выпуклом множестве 5 с Е , вполне непрерывен 

и А х + Ъц. 6 3 при любых элементах ее , *ц- 6 5 , то 

уравнение X » А ос 4- 6 х имеет по крайней мере одно 

решение х е 5 . 

Доказательство. Пусть X -любая фиксированная точка из 

5 . Так как по предположению I АР* Я < Л , то на осно

вании одного иэсвестного результата (см. [ 2 . ] , стр. 159) у-

равнение 

<у. м А% -•• Ъас\ (1) 

имеет и притом единственное решение у~ , причем, согласно 

последнего предположения теоремы, <ц. € 5 • Это решение 

является однозначной функцией от ос : *у. « С Л • Под

ставляя ^ э С х в ( 1 ) , получим сп ра ведя и вое при любом 
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X € 5 тождество 

Сх - ЛСаа + Вх . (2) 

Оператор С отображает 5 в себя. Предположим, что опе

ратор С вполне непрерывен. Тогда, в силу принципа Шауде-

ра, оператор С имеет по меньшей мере одну неподвижную 

ТОЧКУ АА, т 5 * 4А~ т С44* . В ВТОМ С л у ч а е , СОГЛВСНО ТОЖ-

деству (2 ) | оказывается АА* т АЛА, + В>и- 9 т.е. име

ет место утверждение доказываемой теоремы. Итак, для завер

шения доказательства теоремы достаточно установить, что о-

ператор С вполне непрерывен. Последнее осуществляется 

следующим спесобом. 

Применяя к обеим частям тождества (2) линейный оператор 

А , получим тождество 

А С х - А1 С ас + АВх • 

Коли воспользоваться (2), то ато тождество можно записать 

в, виде 

Сх т А*Сх + А В х + В х • 

Применяя теперь к обеим частям предыдущего тождества опера

тор А и испольвуя (2), получим новое тождество 

Сх • А*Сх + А*Вх -I- АВх + В х -

Продолжая атот процесс образования новых тождеств, мы, 

наконец, получим справедливое при любом X -е 5 тождество 

Сх «А^Сх + А****Вх-*«...-* АВх-с- В х . (3) 

Заменяя в (3) х на V и вычитая полученное новое тож

дество не (3), будем иметь 

Сх - еV * А^ССъ - СV>~I- % А^СВас - ВV) . 
*т>п9 

Отсюда, поскольку I Ат I < Л 9 заключаем, что для 

любой пары элементов X , V & 5 справедлива оценка 
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1 С Х - С У | * 7 * 1 В Х - Ь У Я Е Н А Ш . 

Используя эту оценку и полную непрерывность оператора В , 

легко убеждаемся в том, что оператор С вполне непрерывен, 

что и требовалось доказать. 
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