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Сотшеп-Ьа-Ыопез Ма̂ ЬенштЫсае Ш.й^егМ'Ьа'Ые СагоНпае 

7,3(1966) 

о ДВУМЕРНОЙ ДВОЙСТВЕННО НОРМАЛИЗОВАННОЙ ГУШЕРПОЛОСЕ В 

ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ А^ 

А.В. ЧАКМАЗЯН, Ереван 

1 . Нормализация поверхности Х^ , ваданной в аффин

ном пространстве! навивается аффинной [ 1 3 , если нормали вто

рого род» лежат в несобственной гиперплоскости -Л- этого 

пространства. Аффинная нормализация поверхности подчинена 

той нормализации пространства, которая относит всякой его 

точке плоскость -Л. и, следовательно, внутренняя свявность 

Хт , нормализованной аффивно, индуцируется направлением ее 

нормами первого рода [ 1 ] . 

Двумерная гиперполоса в аффинном пространстве А^ есть 

совокупность двумерной ( о п о р н о е поверхности X * X (мР^и?) 

и двупараметрического семейства е е главных касательных ги

перплоскостей | •» § (&>4\ М'*), т . е . гиперплоскостей, с о 

держащих е е касательную плоскость* Координаты гмперполосы 

X и | связаны условиями} 

X | ш 07 Х^ | т 0 ? отсюда X | ^ » 0 • 

Введем в рассмотрение симметричный тенвор 

и нааовем его главным тензором гиперполосы. 

> Гиперполоса навивается регулярно^ С23, если характеристика 

ее, главной касательной гиперплоскости имеет с касательной 

плоскостью опорш^ поверхности только одну общую Сточку. 
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Для того, чтобы гиперполоса была регулярной, необходимо и 

достаточно, чтобы тенвор А,/-; не вырождался [ 2 ] или 

ши^п Ф о. 
В дальнейшем мы будем рассматривать только регулярные 

гиперполосы. 

2» Допустим, что гиперполоса допускает двойственную 

нормализацию [ 3 ] , которая является такой нормализацией ее 

опорной поверхности в смысле А.П. Нордена Г13, при которой 

нормаль первого рода содержит характеристику главной каса

тельной гиперплоскости. 

Характеристика главной гиперплоскости прямая линия -

определяется тонкой «х и /у- ; удовлетворяющим условиям 

Нормаль первого рода, 2-мернаы плоскость, по условие 

должна содержать точки У^ Лф» , и для ее определения дос-

таторно эадать еще одну точку X , независимую от предыдуг-

щих, т.е. такую, что 
Л $ Ф 0 , Х ^ Ф 0 . 

Нормаль второго рода, прямая касательной плоскости 

опорной поверхности, эадается двумя опорными точками 

где Л^ -' нормализатор первого рода* 

Так как нормализация аффинная, то нормаль %го рода 

лежит в несобственной гиперплоскости етого пространства. 

Пусть вектор точки ппверхности х находится в де

картовом нормировании, так что 

(1) Х Л * 4 , 



где -Л. - ковектор несобственной гиперплоскости. 

Дифференцируя, находим Э+ X Л «* 0 , откуда следует, 

что точки Сф X определяют нормаль Это рода, которая по 

условию лежит в гиперплоскости -О. , а следовательно, норми

рование (1). каноническое. 

Таким образом, мы можем скаэать, что нормали Зго рода» 

гармоничны поверхности Л ^ -

Двойственным в полученной конфигурации является точка 

X и гиперплоскость ^ . Точка ОС будет двойственная * 

гиперплоскости Н , проходящей через точки х , У , ^9^х 9 

а точка У будет двойственна гиперплоскости -Г2. , проходя

щей череэ точки ОС, У, 'У*?'^,. Точкам /у.̂  двойственны 

гиперплоскости 

Ь ' & -
 Л
4 ? * 

Таким образом, с каждой точки двойственно нормализован

ной гиперполосы связывается два аффинных репера, вершинами 

первого и гранями второго 

х , у< , X , У , | , ^ . -=- . •--• • 

Взаимные следы векторов и ковекторов, определяющих зти 

реперы, записаны в следующей раблице: 

( 2 ) 

f 4 *" JL 

X 0 0 0 Л 

Њ 0 -ч- 0 0 

X Л 0 0 0 

У 0 0 1 0 



Разлагая производные векторов, определяющих реперы, по 

этим же векторам, мы получим системы основных дифференци

альных уравнений. 

^ х * ^ 4 - > 4 х , СА) Вг%ш71^Х4% СА') 

<« Ф ^ З . СЪО 

Х4тт*щ+т<х+п4Х+с4У9 СС) д4Ж. *р.*Ч*+&Л + 

•Аг+^хх со 
Выпишем теперь все скалярные произведения таблицы (2) 

и будем дифференцировать каждое и8 них, употребляя, если 

это нужно, ковариантное дифференцирование и принимая во 

внимание основные уравнения, подучим 

% -\* о, 4 - о, *1.+л4 ш0,я.. о, \-К1 ~ о, 

%Ыг\\> *%•«$*&- о>*ц^\- о> %*°, «\-о> 
*\* 0> *4* 0, Оу -р*\* 0, Ь+<Ч' О, с4+ ^шО. 

В силу втих равенств основные уравнения могут блть пе

реписаны в следующем виде 

Ц*4"Ь>^ Х+а<у У. Э4 % ш ^ ч- Л* § > 

х* - п! *г~ \ х+с4 у, цъо'Ъ'и+ч* 1+4*----*Л*Л' 

ш дополнены следухщими соотношениями 

- %*кс#' К*ъ , - -*,-"4^-0> 
и %,• -&4*\4' о, IV *к,- - ш!лг. - е . 

Условия (1) покавнвают, что связности первого и второ

го рода сопряжены относительно главного тензора ,М,4> . 

- ШђШ -



Условия интегрируемости основных дифференциальных 

уравнении гиперполосы следующие: 

^2^скш^1а<ск^!^ Ъы + Ъ****0* ^шш°Амж°$ 

М ^ Х з Л Ч + Л ^ %Лргс<^хЦ^а1п%^0^ 

*4Ли- 7 » V °> 7н *»С4Ж*+ХЧ Л«и ж0> 

*4 *ш- %и а*г+ Ъ* с« + е« **з* °> Ъ(%п+&*«1 т 

~сс< <-*>«<"*>• °> 

^и^ки* ° > <^а&*и -Ч* Зин ш ° > 

™>и **и + 1* 2-н - °> <и>и Ки - ° • 
Таким образом, мы можем формулировать следующую теорему. 

Двойственная нормали8ованная гиперполоса определяет

ся с точностью до аффинного преобразования заданием аффин

ной связности 1го или 2го рода беа кручения и тензоров 

К^^Ч^^&р а*> Ч ? М° а д е , г а ^Р я ЗД и ж уелсярщу (4). 

Теперь свернем скачала обе части равенства (3* 8 ) с 

^К ; а (З.В')е ^ я вводим тензор Я\?Ф

 $ взаимный тенво

ру Ж>44 * Получим для коэффициентов связности первого и 

второго рода, выражения 

(5) ***' * ** Ъчд+ъ***^ ^ЧфХк, 

Ес.ги заменим нормали первого рода, т .е. перейдем от точки 

X х точке X -= СС + С у + е *§>К , то нормали еатор 
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в»ро-о рода Л^- ваменяется на Х+ к | в- ОС в Я^ - ^ • 

Согласно (5), связности 1го и Его преобразуются так: 

Таким образом, еамена нормали первого рода гиперполо

сы сопровождается составным преобразованием С07%) ее 

внутренних свявностей) сопряженных относительно основно

го тензора -1г.-.Как известно [1,), при таком преобразова

нии чебышевский вектор главного тензора в геометрии вто-

рого рода преобразуется так "4̂  *• ^^ - % + • 
V 

Требуем чтобы 4. • О # Отсюда О • « #. . В этом слу-

чае нормаль первого рода определяется единственным обра

вом, и мы навовем ее аффинной нормалью гиперполосы по ана

логии с аффинными нормалями гиперповерхности* Отсюда сле

дует теорема. 

Если двумерная гиперболоса двойственно нормализована 

аффинной нормлаью. то пары его внутренних связиостей - экви-

аффинны и чебювевские. 

Как известно 

Чн-Ьщ' *%с*ьи* г д в К-•%**•**""***• 
N - норма тензора Лъ^ •. Так как в нашем случае ̂  « 09 

то последнее принимает вид Цк^^ * 2 Т^^уц, ,
 г

Д
е 

1Гк * **к Ф " градиент. Так как Я ^ - градиент, то мы 

можем ^ пронормировать гак, чтобы Я^ » 0 . Тогда мм 

получаем, что наша нормализация вполне гармоническая. 

^ и результате были доложен» на Прибалтийской Ли гео

метрической конференции в г. Тарту в 1965 году. 
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