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СоттеггЬэпопее Ма-Ьпета^сае Цп1тег»ЗДа1;18 СагоМпае 

3 , 1 (1967) 

О СВЯЗИ СИНГУЛЯРНЫХ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ И КОШИ 

М.Б. КАПШ1ЕВИЧ, Москва 

Рассмотрим в (т, •*• Л) -мерной области &1- оо < х < со , 

0 - - 5 < « ) , х * Сх1Р ..*) х^)] решение х (х, 5 ; си, Ь-) 

сингулярной эадачи Коши 

(1) ^ОСШХЬЬ^^Х^ЛУХХ, Х(Х,0)^Г(Х),Х^(Х,0)Ш а , 

полагая, что Ои ж Лг «* с^уп/Л , X - не аависяший от в ли­

нейный оператор, действующий по переменным :х , а т?(х) опре­

делена и принадлежит к классу С на всей гиперплоскости 

ЖьС-ЖХъ < °°ч А**" 192у')"ь). Ранее в работах [ 1 ] - [ 3 ] 

иэучались формулы, которые свявывают % (х, 5 ) <-Ц , Ж* ) с 

X (X, 5 ) <Хц , Л^ ) и характеризуют зависимость х (х% 5 $ сс,4г) 

от параметров а и Лг . В настоящей заметке подобные опера-

торн, преобразования строятся в смешанном случае, когда в част­

ности осуществляется переход от гиперболических и параболичес­

ких уравнений к эллиптическим. 

Теорема 1. Пусть оператор X наряду с вадачей ( 1 ) д о ­

пускает решение ЛА, (х, 5 / & - Л* ) сингулярной пробл.емы Ди­

рихле для полупространства Л . : 

(2) Х44,+АА„+% 4А,Ь-Л?41ш О, АА, (*, 0)*ЪСх),(Х€оЧ^, 8 * 0), 

причем X (X ) ограничена и непрерывна повсюду в Ж^ * Тогда 

при 

щ 
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а - а-,- сод , лА- 2/3*,, С^= 0,1), Р-А,-/*,,*. \/%-Яь, *ь> 
>0, 1гл > Лг0 

имеет место равенство 

(з) льС^вуа^ике^^ 

Таким образом, если для данного X решение х(Х В',а,Лг) 

известно, то по формуле (3) может быть определена и функция. 

ЛлСх^В^ а, Лг) . Пусть, например, си0»/гь^19 (^^1, 2г^)?^е « О, 

а X является оператором Лапласа X в ^ в ^ -̂  • л \ тогда 
4ЃГ* 3 1 ) 

%< (-Х,<Р> *1-19 0; "V ) обращается в среднее значение 

МС*,р} Г ) Функции тС*) на сфере радиуса р с центром 

в точке »Х , и поэтому (3) дает (о^« О,. ̂  = ̂ ) ; 

( 4 ) г б & , $ ) а ; ^ ) ^ 

г д е (%^Т )Г"(у-/3) « .2ГГ ^ ~~ Р> ) • В другом частном слу­

чав, когда X - одномерный дифференциальный оператор Бессе-

ля X ш 73 - к±' *+• —Зс— ЗьГ~ **х'"в С***^) > функция 

ъ(х9 5$ си9Лг ) имеет вид: 

45) х(х,5>а,Лг)*г/г(х+§$)С4-р)ДЪ+&ГЪ , 

где >бг П/»>Г- ГС/Х+1 > , * - $ ' , * а С*, в» р - рЯд 

Гумберта: 
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Подставляя (5) в (3), придем к эксплицитной интегральной фор­

муле для АД, («Х- 6 ь Си7 ЛУ ) . Заменим в (3) (а1 , <&% ) н а 

((Х/л ? - ^ ) , а затем исключим из двух равенств х (X, р 5 

^ ? ^ ) - Тогда, считая а^« 2/3^< 1, (А* 4,1 )7 /З-уЗ^-уЗ, > # , 

(6) ^ ť x , s , a,tìЛrt)шf Q,л(s ,ţ ) њCXtSţ-ybiЛiîdj , 
7 

(7)Гф)гcJ-/зг)a4-iгť|-/з,)^(f-^/"í4-/-^i^7). 

Наоборот, при Лг2& А^ &• ОуЯгтуЯ^-А^ и неизменном значе­

нии <2., » О- в с*, ; 

(8) ^ С Л , 5 ^ , ^ ^ = - 5 - А ^ - / 7 Л ^ ^ ^ ^ : , " - 6 ( ' ^ а ' ^ ^ ' 

Рассмотрим теперь конфлюэнтную начальную проблему, которая 

возникает из (1) при одновременном росте параметра о, и аргу­

мента 5 . А именно, заменим в (1) си и 5 на 2 б - 1 и 

2 V\ 5 7 (Е = 0лп& > 4- ) ? а затем перейдем к пределу при&->(Х>. 

Тогда (1) редуцируется к задаче Коши 

(9) Х*г='1% + А'г<иг9 14Г(Х,0)*.Ъ(ЭС), (шХ,3) е Л. , 

гдe 
<ur(x,s7Jb')» ^TTV x,(x7lVes % IE-4, &) 1 e-+co 

Сопоставляя 12) и (9), приходим к следующему результату: 

Теорема 2« Предположим, что для описанного выше операто­

ра X одновременно с (2) существует единственное решение 

'иг (х, 5 ) & ) проблемы Коши (9), причем 1ХГ непрерывна и 

ограничена; в области Л . Тогда при а, -< 1 
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{ioiм,(x,&iA,Лr)-fфfi) (łffi*'*£"*P ur(*,p}£r)dp • 

В частном случае >* * Л , подставляя в (10) эначение 

(11) ^Ь^Ю-З^^/р*'1^''* М (Х,р} гЫр , 

придем к равенству (4)» * наоборот (10) появляется при ис­

ключении средних М(»Х.Я> Т ) же (4) и ( 1 1 ) . Если X 

линейный дифференциальный оператор первого порядка 

у- э э 
Л 8хЛ+ — + ЗЗГ Л ' Т 0 

(12) игСх, 6 ) Аг)**АГ г Ц + 5 , , м ; ^ Л + 5 ) ; 

и едесь (10) дает решение *о,(\х, 5> о,, А>- ) : 

(13) ^ Ш

Г С 1 , ^ / 1 ) 1 У ^ ^ ^ " ^ ЪСЪ+Р'-'Чт+рМр ' 

формулы (3),(б) и (10) определяют операторы преобразования 

б^ , Т^ , &$ , аналогичные тем, которые рассматривались ранее 

в [1] - [ 3 ] . Их обращения (х Т " \ 5~1 можно получить, 

решив интегральные уравнения (3) , (б) , (10) относительно х. , 

4Х, п 11Г . Так, например, ив (в) прх Л/^ « Л)^ - Аг и усло­

вии Ат> [.5 *~ л>(х,5у а,Я9 А>-)] с* 0 следует 
6-yoø 

где сГГИ-^)Г({-Ц1У--Г({ - /32 ) . для 5 . 5 6 и лю­

бой -гСб)е С 1 ^ 0 * 5 « 0 0 ) имеют место тождества: 



(15) <^1*Ч(Г*)>^ 

в к с т о Р ! « ^ « ; г 5 5 + ^ 

Эти тождества доказываются путем непосредственной подстановки 

в (15) одномерных интегральных операторов Сонина-Гегенбауэва 

(ть и 5 9 # Опираясь на (15) и полагая, что X коммутирует 

с (т9 и 5 5 , устанавливаются теоремы 1 и 2 • С помощью свя­

зей (3) ,(4) и (10), зная поведение « и к г , можно получить 

соответствующие свойства функции АА, С«Х., 5 ) • Пусть, напри­

мер, Х « Д , а > < > г - - 4 , а <г(*#>е С% СН^ -суб­

гармоническая функция в области Ж^ (Аъ &• О, «X ^ 24^ ) • 

Тогда М(х,$}Ъ), X <\х,5) О,, 0 ) и гц-Сх, 5 > 0 ) возрастают 

с ростом 5 | причем М и х являются выпуклыми функциями 

от 5 "^ к Лп$ при /П* -«.-• 2 ъ пп, т 2 соответственно, а 
/игС^ 5} 0 ) выпукла относительно 5 "^-г , когда /п, Ф .2 , 

или относительно ^ ^ 5 , если/я,• 2. [4-2-I?0] - Иэ (3 ) , (4 ) 

(при - ^ - - ^ - 0 , ] ° в / 3 ') и (Ю) (при Л г - 0 , />*^ 5 2 ) 

заключаем, что аналогичными свойствами обладает и ч̂ С«Х, 5; О,, О)* 
А*. 

Подставим далее в (10) функцию/жСх,&)Яг)~X 1ж(х,3)Я$)) 

Щж уЛу — Лгс 9 а затем, испольэуя разложение &~ * » 

•г ^1 ^ / ( " " 5 ^ ) , применим (10) к каждому возникающему интег­

ралу. Это приводит к теореме сложения по параметру Лг : 

(16) м,(х,3}а,&)-^сАт(5>(&1-&?)^ 

где А^/т I (]Ь + \ )щ, я (\ ) "* • Аналогичный результат мо­

жет быть получен и для функции ?с Г«Х, 5 ; си, &" ) , если восполь­

зоваться формулой связи: 



ГУ/г 4 1 С+г*о А 

(17) х(х,5>ь&)ш!Шз1/ш Г*т*л*по>&,&>ШЬ(а,>0), 
13Г1, с-*«> ^ * ' 

где интегрирование ведется вдоль прямой Кееб 4 я,С на плос­

кости комплексной переменной й с произвольной абсциссой 

С > 0 . Соответствующую теорему сложения для АССХ, 5*> О,, Ь-) 

и а^бХ-З) а , ^ ) п о аргументу 5 обнаруживаем, исходя из 

(1*0)I (17) и равенства 

(18) * Г Г * , ^ 5 ; ^ % ^ 

2 2 

Подставим, например, (18) при $ 0 * 5^% 5 е ^ в формулу 

(17), заменив там 5 на У Вл +• 3^ , и сравним возникающие 

интегралы, с (17 )• В итоге получим 

(19) *См,\/**+ в\\с17^)^оАш(в1)(Х-^2)^(х,в2)а,+2*п,Л>), 

откуда при В1 ** В у Л -Л (\=с#пА>Ь), Въ,* В возникает тео-91 

рема умножения по 5 

(.Z0)x(yAs>}Ci}^)^AnCsHXz-^(K'J^rzC^,S}^2m,^). 

При фиксированных 5 (4) и (11) определяют интегральные 

трансформации типа свертки над функцией ъСх):и,* ^^^СтС^)1 , 

*№ ** ^ 4 Лг^-Ъ Сх ) 1 , которые мы будем навывать обобщенны­

ми преобразованиями Пуассона и Вейерштрасса [В]. Рассмотрим 

также соответствующее преобразование Сонина-Гегенбауэра х, = 

8 & в а &С тСх)3 и найдем обратные оператора ^,а,-6- » 

^ 4 ^ и (3^"Л ^ . Будем считать, что для данной функции 

г-С*) с ССЯе^) ряд ПицеттиМГ|Х,^г)*Гга./Я^^г^х) 
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сходится абсолютно и равномерно на полуоси 0 ** р -< со и 

внесем его в (4) и (11), а возникающие при этом интегралы вы­

числим пс известной формуле Сонина-Гегенбауэра. Положим так­

же в (19) $2. я ®1 5у « 5 и воспользуемся разложениями 

Ломмеля: 

где 5 » С5)- /-V .%...„ (Лг&\ Ъ0Сь)шК+(.Ъ&\ у>- | -/3 , «при 

"Ш «• 7, 2 , . . . 

В итоге придем к разрешающим операторам: 

(гз) и,- К,, Се 1/Кх)гСх ), г.- ^ С&^&НСх ^ ^ ^ ^ " ^ . х ) , 

которые остаются в силе не только когда X т Л , но также для 

любых описанных выше операторов X • Если X Ст(х)3~ О/ 

(М,- 4,17'..), то ряды (21), (23) обрываются на к-ом члене и 

их обращение при 5 » сспьь& равносильно решению неоднород­

ных линейных дифференциальных уравнений конечного порядка отно­

сительно Т:(&) • Обратив экспоненциальные операторы Р 0 д, г 

^1% ^ } и ааписав результат в форме Сноу и Уиддера I 8̂ ,СУ^> 

находим 

(24 *)Г(х)-%1^Шш2сю(5\/^ 

А «> {* л  

(24 Ъ)ъ(н)~Ц^№2*-1-тг/ Я~"съС$*!^№(х,9)Лг)с<14 

ПРИ о, > 0, ъСх) е С"(Ж„) Р;Х, * * <С~, * м о ж *о 
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построить, если исходить из (21),(23) и степенного ряда 

11,СХ,'>~й^Ст>+1у ^Г ' > которые дают: 

(25 . ) г М ш ^ Ы 1 я Л ^ С л ) К ^ С Х ^ а ' ' Л ' ) ' 

( 2 5 ь ) г С * > - ^ 0 » 3 ^ » > ^ > & Е ^ О С - ^ Г * . 

Здесь 3 ^ 2 ^ и Е ^ - определители /пг -го порядка, 

составленные ие В**,, 1-5», А,* и нулей, причем при X -

*Д №л.Сх,а-,г)*м(х,3)№), А"ъ(х,з>тУ-хСх,3) А^ъ) г 5д. 

С другой стороны, исполъвуя (14), (20) (при Я » 0 ) и (24а), 

приходим к операторам обращения иного характера: 

(26 а) Г б с ) « С 5 ^ ^ > 

(26 ь) тСх>Ё1(-1)шА^СвКХ-^)^Сх9^а^2^^), 

где С У̂ Г Г С4 -/4) в - Т у -/3 ) , С помощью равенств (24) -

(26) можно построить ряд обобщенных свявей, где претерпевают 

изменения не только коэффициенты уравнений (1) ,(2 ) , (9а) , но 

также аргумент 5 и краевая (начальная) функция ЪгСх). На­

пример, при гСЪО-КСх^Гл), К Сек) е С ° Т 2 4 Л в^>5х & О 

имеют место связи: 

"Сх9бк>а>,*$ъ)-^+№Ы , 

*СхА*Ь+**)-^*,*1*С*)^^ 

Эти формулы, также как и (3),(6) - (26) при подходящем выбо­

ре значений X Сх ) ? ЯС»х) дают функциональные соотношения 

для ряда высших трансцендентных функций, которые являются 



частными решениями проблем (1>,(2) ,(9) . Пусть, например, X * 
т А - * ТСХ) € С СУ€^ ) удовлетворяет уравнению Гельм-

гольца Ат +• сйгг т 07 (* € Ж^ ) • 

Тогда, используя теорему о среднем Вебера М Г*,р* ТС&)1 -

*Т(х) 5п.« Сер) и вычислив (4) и (11) по формулам Сонина-

Гегенбауэра, получим: € 

-ц, - ъЫ) К^ <>• *), -V ̂ ^ > 5-| ^ ' 5 ̂  ̂  ж г Г * и " ' * ' 

где Яг0* УЛГ* + С1 . Такие же значения возникают ие (21), (23) 

при любом X , если Х г + е Ч г - О, Г С * ) € С"СдС„, ) * 

Они сводят ( 3 ) , ( 6 ) , ( 8 ) и (10) к известным интегральным форму­

лам для функций Макдональда К^ Сх,) . В другом частном случае 

"1-1, Х в - & * ; Х1~Х,ТСХ)-%Щ*П,ХС-С0<Х< СО ) (4) и (11) 

дают решения Дюамеля % 1 1/, И/ задачи ( 1 ) , ( 2 ) , ( 9 ) : 

Здесь <«.|Яг ГСу-/ .0" Г(1-(Ь\ %№Г((Ъ) - ГГ/2̂ - 4 К *% ~ 

конфлю.ентная функция Горна, а 1^ определяется гипергеометри-' 

ческим рядом: 

, „ (ЦиГС(1) ,А-.1-а, 1-а& 1 ,0*4,?* л 3 4 X* л 
1 Г(1-(Ъ) 1 *•• 11-&\«*\ г *- х 

Наконец, при л * ^ X » Д ,̂ , Х^« X, ТгСх)» /х получим о$об~ 
^Г~* ..<-» 1тг*> 

щенные автомодельные интегралы и,^ » «2—^-ос.)- X " В^Г».), 
*• лА .2 

/V ЧУ***Г? /-5^ ^"^ /и.:! «..С ^ 5 > ,-/*- *,*•*-&*•& с г ос 4г.*:. 4-4% 

Йодставив эти выражения ^>*к1*% Г А » 1,2.) кУ,^,^ 

в найденные связи, придем к ряду функциональных соотношений 
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для перечисленных специальных функций, характеризующих их ЗА­

ВИСИМОСТЬ от В, &, &, С9 ей, . Аналогичные результаты можно по­

лучать, решая .з случае (2) сингулярную залечу Неймане для полу­

пространства 5 *-* 0 , и соответствующую вторую начальную про­

блему Ко ши для уравнения (1) : 

4^Сы,0)^^С^%^С^О)^0,^С^О)^Сх)7^С^)€. сЧж^) , 

где $ * * ^ т С*.'**' ) * • В заключение отметим, что най­

денные выше равенства допускают обобщение на решения <сс,Х,г1Г 

других уравнений трех рассмотренных типов с выделенной пере­

менной В и более сложных краевых и начальных задач, причем и 

здесь существование операторов преобразования обусловливает 

свазь целого ряда свойств функций АА> ., X , иг С их поведение 

при 5 —V 0 к в —У оо , классов корректности и единствен­

ности сопоставляемых проблем 1103, и т . д . ] . 
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