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Соттеп-Ьа-Ыопев КегЬЬева'Ыоае Штуегз.иа'Ыл СагоНпае 

8 , 1 (1967) 

ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЙ ВОЗМУЩЕННОГО ЛИШЕННОГО ОПЕРАТОРНОГО 

УРАВНЕНИЯ 

Л.И. ВАРКЛОН, Уфа 

1 . Важной для приложений задачей является исследование 

существования решений вида: 

-Я/р, 4/р, 2Д, 
( * ) /у. = А (у,0 + Л У4+Л «&+*-) 

где 4% > 0, % ^ 0 некоторые целые числа, для уравнений 

где Я малый числовой параметр, тп, -•> О, К > 0 заданные 

целые числа. Пусть Е^ и Е^ банаховы пространства. Неиз­

вестная вектор-функция /и. отнекивается в Е^ • Заданные 

функции г̂ - е Е^ • Р - нормально-разрешимый Ц2] ли­

нейный оператор, область определения которого плотна в Е^ , 

а область значений замкнута в Е 2 . г̂ , является у -

линейными операторами и удовлетворяют условиям работы 1 2 ] . 

Пусть нуль-линеалы операторов Р и Р имеют одина­

ковую конечную размерность >Ь 2> Л , у , 1|Г - матрицы 

собственных функций этих операторов. 

Если О + 0 ; ^ Ф $ > т о решение (Ж ) называется 

особым. В случае Н, « 4 для исследования, особых реше­

ний можно применить диаграмму Ньютона [ 2 ] , [ У ] . Для случая 

К & Л при М> & <%, известим некоторые условия сущеет-
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вовения особых решений для некоторых значений ^
?
 ^ . 

П],СЗ],[4]Д5]Д'^,[в]. 

Основным результатом настоящей работы является алгоритм 

определения всех допустимых значений ^ь1 % для решений 

( *•) уравнения (1)% Этот алгоритм получен на основе изуче­

ния свойств решений последовательности реккурентных урав­

нений, возникающих при использовании метода неопределенных 

коэффициентов и, следовательно, применим когда п, .*> Л • 

2* Пусть, для простоты, ть -» Л, -&. * 2. Преобразуем 

уравнение (1) подстановками А * € . /и. » ли С и будем 

искать решение в виде ль ш .21 е* хСл л « тогда >а, -» 

Обозначая черев 'С величиям ^ 4- Ф — С'Т - ^ ф *
 (
2,

+
" */^ 

получим 

г д в
 5^)1^

ш
 Е

 е с л
* ^~&>' &-*>-*• 5 если Г « 

ж
 &*"Я'* Чг-а)г1^ О П

Р
И
 ДРУГИХ значениях Ъ • Переменим в 

(1^) порядок суммирования. Учитывая, что ъ-{ъ + ($'-'1)%,'< О 

при ^ «*-р,-'1, 'У* ̂  и, полагая, по определению, АА>9 ^з О 

при >) < 0 окончательно получим следующую последователь­

ность реккурентных уравнений: 

ИЛИ, полагая, си * ^ - < ^ Тв-а-*-^ получим 

• 14 



В общем случае для подробной записи выкладок необходимо вос­

пользоваться полилинейными формами. Однако, для краткости, 

будем пользоваться обычной записью. 

3 . Рассмотрим случай, когда а, > О 

Найдем вид решений нескольких первых уравнений (2) ,(&^) при 

любом О/ -> 17 ^г, > <2, ^ 0 * Обозначим черев с^ (V « ;<Х)) 

произвольные постоянные. Пусть вначале о}г,*1, %- 07 О, -* -/2. -

-% 9 1 ш выполнено условие разрешимости [2] < у , .Р" > =• О 

дла уравнения. ( 2 ) при ъ =• 0 , Тогда >Ц, * С0#я-Г*/^ ; где 

Г - псевдорезольвента оператора р • Если ^ > % > О 

то при любых О/ -> */, ^ - с0 ср . Далее для всех ^ , '—Я- < 

< ^ < 0 уравнение ( 8 1 ) имеет вид Р"***^- ^ч-г):р и» е с "" 

ли выполнено условие разрешимости (у ^ащ-ц, ) в 0 ; то 
4и ' 

'"'съ+ч, - Са,+ П1 У +• Г /"^.цЕ-а, . 
Я' 

Б этом случае " ^ о , . ^ н е зависит от с о • При ?1 ** О > 

г > 0, Рм,д = %1^1+Га^= *а, • ПРИ Ч = 0, г = 

Если С0 найдено из условия разрешимости (цг ; К ^ - О 

этих уравнений, то *и а = с^ у + Гм,^ . При Ц =* 4 , 

Г^Ь+л в ^ Т иьик'*'^ /СС1-^4' ^л+1-Я< - ^а-м? • °ТСВД* с л е д у -
~1* 

ет, что при % = 0 , ^ в 4,<1>1, К л + ^н ^ ^ " ^ а - м > где 

# а , - «*> ^ ш^Л^й^ = 1 ^ Г ^ ^ Г й ^ ^ с л ж 

учесть, что ^ . 4 в 0 при е.; > 4 ; т .к. / 1-<^--- 0 -

Найдем с . ив условия разрешимости ^ 1 ^ 1^ъ,+1^ ж "• Тогда 

+2ио^2.)+%Щ-г+&+2-г):Р

ш Яь.+г -Отсюда следует, что при 
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Я- М,-.,*»-.,^. «Х+«,3>1 *5 ^ ^ _ , где 

учесть, что при д, =а» 2, &а+л

ш *(а+1-я,): & и поэтому 

-&'«,•.. * ° • 

Найдем С* из уравнения ^'ЦГ , ^о,*-2 ^ * ^ > тогда 

Очевидно ^а,+./ * ^а,«-2 являются частными случаями фор-

o) ^ - - ^ , - &a^y4ižctr^+ík*&fzn!t***ra« 

мулы 

где ^-г а» + 7 , Я ш л"д Мфу^Псь) некоторая конечная 

сумма произведений постоянных С̂ , таких, что индекс О) 

не больше 2~~4, ЛГт> - некоторое выражение подчинен­

ное ^х-ъ а т е м б о л е е ^ _г-а в т о м сныоле, что 

множество слагаемых, входящих в ^х-А является подмно­

жеством слагаемых, входящих в ***_.„? а» с л е Д ° в а т е л ь н о > 

и в ^х-я с т о ч и о с т ь » До степеней множителя с0 в каж­

дом слагаемом, 

Формулы (З).(З^) верны не только при V > 0 но и для 

всех "^ ** —, о, если положить суммы равными нулю, когда 

верхние пределы меньше нижних. Так как 4л,а.„ ш 0 при 

-<ъ < % < 0 , то й!Гш* ш 0 при ц+ 1 & 2-<ъ,чг*о.+7' 
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Поэтому формулу (2) можно записать в виде: 

(аи) ^ - . Е с. ГЛГ ,^% Е П с ^ Г ^ . + Пг? , 

где Г 1 ^ -» ^ 0 - 9 * Имеет место 

Теорема 1. Формулы ( 3 ) , ( 3 . ) даят решение уравнения и ) 

ИЛИ {2-) при любом си > 0, -V ^ 0 • 

Доказательство основано на методе математической ин­

дукции. Для 71 » 4, 2 справедливость формул (З).(З^) ус­

тановлена. 

Пусть формулы (3),(3^) верны для всех ^ *-* &~ ^, Т**а,+сГ~ 4 * 
л & 4 

Так как 1 ^ « I; ^ Щ^ы* % и>^+ г ^ ^ , р зависит 

только от таких м,^ для которых ~с & сГ & си+о- 7 > 

си «* 1 то, используя формулу (3«) после преобразований, 

получим: 

Если Су найдено из условия разрешимости (,лу , &а.+ег ^ в О 

т о -Ча+ог » Ьа,+<г&+ Г К«,+<Г ч т о совпадает е ( 3 ) | ( 3 1 ) 

При 7^ ш сГ • 

4. Перейдем к изучению формулы (3^). 

Пусть % * А1 1% » 2 , а» р - «2, а 1 , Так как и,6» С0 Н0 

где Ы0 а? у , тб из (3 1 ) получим: Л = сй Ы1 + Н° , . 

^ • ^ N ^ ^ 1 , где 

Очевидно АЛ0 ^лХЪ7 Д^? усе' являются частными случая­

ми формулы 
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[Стп>.й1 

(4) Д * = Ц с*"т**ЫГ"-** 

где С (Т + 4): 2] целая часть дроби, 

Здесь Г N1, а 1Ч0 » $0- ^ в 1 .зс 0 сумма берется по 

всем V.!, \>г, ^ , («х2 для которых ^ + >̂  а Г - 4, ( Ц , + ( ^ 3 

«-гг-Н- 2^- при этом Ыр ж 0 , еслтл(0,ф.т)+4-2ь при 

некотором * е С О Д - т ^ . ] ; Ё^ .з Р г . ^ , если^*» И~1 и 

т? + Л 

2 — является целым числом, г^ , ж 0 во всех других 

случаях. Доказательство формул (4), (4..) дается методом ма­

тематической индукции с использованием формулы (3-)• 

Теорема 2. При любых р, > %^ 0 таких, что >[Ь ж си -

-а 1% — О, взаимно прости 

(б) ^ %тъ св ^ у ^ + ^ а - ^ 

где числа ^ 7 3^ являются некоторым решением неопределен­

ного уравнения Си) - а,<и + Ль у выражения \\<^*/1" ** 

определяются формулой (4^) при т = 2у+(и+'0(а,-%)^ 

0, .с ^ + >> & • 

Доказательство. Формула (4) является частным случаем. 

Действительно уравнение си) = Л рс +* 2 у удовлетворяется 

при -у* 0, (и, ш а) # Для всех ^ъ > ^ 7 сь ^ 0 выражения 

для ^ найденные по формулам (5) и (3..) совпадают. 

Пусть, например, си & 2,ч<р, & 3 7 с^» 1 . в этом слу­

чае уравнение со* 4*(и>съ+2р^ * (&+эг)а,+ у%= ((Х,+#)а+2Г'4 
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удовлетворяется при ^и, + ^= 0, у=* 1 . Из (5) и (3.. ) сле­

дует, что чХ, = N° » г; . Пусть далее си & 2 , <р> & 5, 

% * 2 . Ив уравнения со « 7 -= (1са> + #~р следует, что в а-

том случае (Ос • «у < 0 . Так как при этом ^ь > а, то 7 > 

> 0) (СО < 0. Учитывая, что <р, > 5 получим, что (& .< 

^ — 2 . Так как при этом С^-*- 7,) ; <р, < О 7 то из (5) 

следует, что сс^ з 0 > Из (3^) так же следует, что 

М^ --? гы„2);<р, ~ & т.к. 1 - % < О . Допуская, что фор­

мула (5) верна для всех СО ^си + 'Ц-^ докажем, что (5) 

имеет место и при со =• Ъ -* &> + <г^ # Пусть ^ = а, + т^ -=• 

= аса, +/3-р^, & я <*у. л •* /3? р- , тогда ^ - -̂  - ^Ьс-7~ <х> )а + 

+ С/3 - (!>2 )<р,7 п-Я, = ̂ а, + ($-4) р, . 

Подставляя в (3^) правую часть формулы (5) при со = ф7 со -

в 2̂ ~<? ? ^ ~ ^ ~ 2 » - п о с л е преобразований получим 

где сумма берется по всем ^ ^ ^ 2 / >^ 7 .^ для которых 

((С1+(и>1=<к,+ 1->>{*,, >)1 + >>1 = <х,+ 2/3 -1+у>(&-% ). Полагая | -г 

-_•<*:-*-,2/3 + ^Са.-2^ I -/3 + >*а , получим ^ + (сс±^ §+ 7 -

-_2г7 ^ + У>г= ^ - А . Отметим, что если (сх, +/1):р - целое 

число, то и N(-2, + ч - ^ ) • -/ь целое рисло. Теорема дока­

зана. 

Дримечание. Если о, -=• а^и^^^и где с̂  > ^ ^ 7 у ^ 

взаимно просты, то решения уравнения (1) равны решениям е 

показателями ^ ; 'Х,* ж /*> "" ̂  * 

Следствие. Формулу (55 можно записать в виде 
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где /О^ ; 3^ являются допустимыми решениями уравнения со е= 

*(19а,+ ^ 1Ъ • Действительно, пусть <а, - у)>)ь * (Ц,у, #+-т>а,= 2Г,> 

тогда 

( И у а + ^ ^ г ((и,-^р,)а+(<г+у>а,)'(Ь'е(иа,+'2Г1Ьш °> * 

В декартовой системе координат ХОУ построим точки х -

ж (4,^+1, 'У~*(&,+2'2Г, , каждой иэ которых сопоставим выражения 

N2 или числа Ы* « < у * , Ы^ > . Имеем ( У г ^ а ^ ^ г 

е:(0<-/\)си + т:(<Ц,-Х+4)'11* Отсюда пол у чим уравнение "допусти­

мой " прямой 

1* (6) V* (x-lxf-V+% • 

Таким образом, доказана следующая 

Теорема 3. Точки ( Х9<у*) соответствующие при заданных 

СО 7 ^Ь, д^7 О, > 0 выражениям N входящим в (5^), рас­

положены на "допустимойи прямой (6). 

Следствие 1. При любом со ^ А и заданных ^7 <^7 о, > О 

каждой иэ формул (5. ) соответствует одна и только одна прямая 

(6) и8 множества параллельных прямых. 

Следствие 2. Угловые коэффициенты пучка "допустимых" пря­

мых не меньше - 1 и меньше 1 • Действительно, так как 

^ г > ^ > . 0 , чъ-4&-&-/\<'\. 

5. Рассмотрим алгоритм исследования решений. Пусть 

<1$г*; ^лф(СС>ш 0 для всех (Л, С (I ~ 4 ) где ро %. Л некото­

рое целое число. Это вначит, что Ы^ * <у , № > -» О 

для всех К? входящих в (5^) при всех со & а, +• <и - Л . 

Поэтому < у*, Л'ы^ > * 0, <1*г*, Ла+/и,>*0 при ^ ^ 

^ (Сс - 1 . Отсюда следует, что условия разрешимости уравнения 
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(2^) при ^ * Iй* - ^ > в СИЛУ Формулы ( 3 3 ) , выполняются тож­

дественно. Условна разрешимости уравнения (<-ч) при ^ * (М+о9 

сГ > 0 ; в силу (3«), принимает вид 

Отсюда следует, что С0 находитса из (?)при </*"«• О 

( V <У*, **+,<? > * <У*>Яф+<в. > - о . 

Затем С< , С̂  , • •» последовательно определяются иа (?) 

при с̂ ** 4, ^ ; " ' Яри э том получаются линейные, относительно 

искомых С^ СсУ-с А 1 °о) уравнения, в каждом иа которых 

коэффициент при С^> равен <Гу , А1'а,+<а У т .е . не зависит 

от / , Тем самым доказана "стабилиэациа" уравнений, в пред­

положении соществования которой доказана сходимость в работе 

[6].Иэ теоремы 3 следует, что для составления уравнения СЛ) 

необходимо Соединить допустимой прямой по крайней мере две 

такие точки, в которых N^ Ф 0 . При этом Ы^ * 0 во 

всех точках расположенных ниже этой прямой. Пусть (х ; щ* ) , 

^2.1п^0> *2 > •** координаты двух "соседних" точек, взя­

тых на построенной прямой. Иэ (6) следует, что о) * &+•(&' *" 

-гСЧ^^-Л^-^>^2^—га.Л2,«"-^^^-^^ -Г»-) так как Я^Х,» (и^"(ицт Я -

Если 4*9 % * &<> вычислены, то с^, с 2 ,--- находятся примене­

нием метода неопределенных коэффициентов. 

Из алгоритм» следует, что имеется конечное множество 

условий обеспечивающих существование решений (*• ) соответст­

вующих наперед заданному конечному множеству пар показателей 

7*Ь % таких, что -^ > <& *> 0, Множество этих множеств уело-

- 21 -



вий является счетным* Среди этих множеств условий существует 

минимальное, которое нетрудно найти. 

Пример 1. Пусть П* « ' 0 в точках (0, 4),СО; Ъ\ (4^2\(2,4), 

(.2; Ъ\ (Ъ<; 2)7 й) Ъ\ (5; -У, (6у 5). Ц* Ф О 

в точках (0>5),(4',Н(3;4),СЪ6) -

Из чертежа следует, что для 1-ой, 

2-ой, 3-ей прямой уравнение (7. ) 

имеет соответственно вид: 

сХ+ Щ=°> ч Л ' + ч , Ч а - ^ 

При ^ > 4 каждому из этих урав­

нений соответствует система. Дшлее ^ *= 4 - 0 * 4, 2у*т^-5"^-^-г 

- 0 ; Ъ*Ъ-1»2, ^-{СЧ- ->+2>- ^ ^ г 3 - У - 3 - ^ 2 , = | С6-Ч+ЬЪз. 

Из чертежа следует, что для этих показателей условия примера 

являются минимальными* 

б* Для случая а, *= 0 ( р* *= (%,) перечислим результаты, 

которые доказываются аналогично случаю а, >- О * 

Из (2^) получим 

<V Fu0= F2^l 
O 7 O 

U«) FXL * Ž ErU,„ 
•a-rX.T + fte (7l* 1) 

Пусть уравнение (2^) имеет, по крайней мере, одно реше­

ние и,0 Преобразуем уравнение ( 2 3 ) к виду 
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Теорема 4« Если единица не является характеристическим 

числом оператора ф то для каждого мл,0 существует единст­

венное особое решение, когда /**
 -
 &

 в 1 * 

Теорема б. Бели единица является характеристическим чис­

лом оператора ф то при любом ^ь Р '/ решение уравнения 

(&.) выражается формулой: 

(
8
) ^ - Д С, ГК-^% *Л °- ̂ М ^ Ч • <* * ' ) 

где 

УСС е---- 4Ь • „_., 9 Р — псевдоре воль вента оператора 
Ъ'*+1 ^а 1т}+1 1 

ф .51 П с ; &*.тл.+1 имеют тот же смысл, что и в форму­

ле (3), но подчиненность определяется с точность» до степе­

ней множителя е^ . В формулах (8),(8^) положено ГлХ,0ш и,0, 

Г Д , » Щ, Г/<2̂  в ^ г ^ , где 9* " матрица 

собственных функций оператора ф ^М^ШАС, ш О если$*<: О. 

Теорема 6. При любых. <{Ъ т & * 1 

(в) М. * % С Л 

где % » VI - * ^Я- - -2 ) 

Здесь ГЛ1° « хб„, ГМ*\т\Ж* ш <у , сумма беретса по всем 

Ч» Ч> <** *• ^ Л21* ко^Р** *} * Ч * ?> <«*« + <*** • ^ - 2 * ', 

А ^ 2 0 , если (и> Ф ^^2^ при некотором ф + СО^^ЗЗ , 

Р$4
 ш ^-/О;* *<«* ъ ЖЧ : 17* и *2 * ^ являетеа це­

лым числом. &4 ш 0 во всех других случаях. 
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В декартовой системе координат X О У построим точ­

ки X * § - И'т ц-ър,, Пф. ~ § * 71 - 4, (^Ь - 1) • 

Теорема 7» Точки ( X , 0 ^ ] соответствуидие при вадаи-

ных ?1 , <р, * Л выражениям Л ^ ? входящих в (9), распо­

ложены иа "допустимой" прямой 

Следствие» При ^г ~ "/ угловой коэффициент равен - 4 , 
* « - * > + £ 

пpм 
ft, г. 1, Q * Ą-

«Для случая а, -=г 0 справедливы все выводи пункта 5. Отме­

тим, что при исследовании подолжений решения используется 

тот же алгоритм, что и для случая си » 0 . 

Пример &. Пусть Ж * < у , М } ш 0 в точках 

в точках (0; 6), С1) 5), С4, 6\ 

СГ>Г). 

Ив чертежа следует, что с*, 

определяется ив уравнений 

%<**:- о, с,*, *• оЖ * 

соответствующим 1-ой и 2-ой 

прямым» При этом р1 ш 1-0-*4ш 

< ^ в 4 - 4 ш 3 . Дхя этих показателей условия примера не явля­

ются минимальными» Минимальные условия: Л* » 0 в точках 

СО? 2 ) , С2,2),СЭ} 3). 

Ҷ $ € Ѓ * •* 
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