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Соттеп1.а*1опе8 Ма1;Ьета"Ысае Ц*п17ег81-Ьа1;1з СагоНвае 

9,1 (1968) 

ПРИНЦИП ВЫБОРА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА РАЗРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

В.И. ШИРОКОВ ( V. 1. &ШК0У ),,Арзамас 

В классическом анализе принцип выбора доказывается для 

множества функций, определенных на некотором сегменте и рав

номерно ограниченных и равностепенно непрерывных на этом 

сегменте. Ниже доказывается принцип выбора для одного клас

са разрывных функций. 

Теорема.Для того чтобы ив любого бесконечного подмно

жества семейства равномерно ограниченных функций •[-^ О О ^ , 

определенных на [<ъ,Лг1 (которые не предполагаются непре

рывными) можно было выделить последовательность функций, рав

номерно сходящуюся к непрерывной предельной функции на Г о - , 

Лг 1 необходимо и достаточно чтобы для любого Ь > 0 и 

любого бесконечного подмножества А & \ $ Сх)1 существо

вали такие сГ > 0 и бесконечное подмножество А ь & А 

чтобы для любых -Р^СоО, -г̂  С*х) е А г и любых ^<1<7 Хг € 

6 Г О,, Лг 3 , для которых 

| ^ - ^ | ^ сГ 

выполнялось неравенство 

Доказательство. Условие достаточно. Ив произвольного 

бесконечного подмножества А семейства равноограниченных 

функций Ц-(0^)1 выделим последовательность С^ гС*Х>) Р 

сходящуюся к некоторой функции 4 (х) в рациональных точ

ках С а^1Лг1 . Пуст, далее 0 < Ъл > €^ > . . . > 6 > , . , м 
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В силу условия теоремы для €<? 
- < * > , существует такое сГ > 0 и последовательность С"̂ -, <оО)> 

выделенная ив Ст^ С* ) ) ? что для любых -г^оО, - ^ % ) ^ С-^60) 

1^)Со<1)-^Г4ха)1^б,при ^-х^ьсГ, х„Х**С<1,Л>3. 

Точно также для С»4 > 0 существует такое 0% > 0 и пос

ледовательность 4т^ а ,Лх) ? ? выделенная ив { т^ 6х )? ^ ч т о 

для любых ^ " Ь ), - ^ " ^ > • * * » < * > ? 

и/Ць-Г/'Ц)! ^ е,х при |^_сх г 1&<,^,^ « Со.,.* .7. 

Продолжая этот процесс неограниченно, получим счетное мно

жество последовательностей {4^ (х )]} М,= 4,2, *** ? таких, что 

\ ^ С.Х)? является подпоследовательностью {т^ (<*)} ш 

,ск)/ •f/ (*> ' Г ^ - т > Г о с А ) | ^ е*, 

для всех «т\(4 ,̂.х>, * ! * ' ( * ) е ^ - Г ^ и ) ? и всех ^9^€[а,Л-3 

для которых I ^ - *Ха 

рицу 

СА) 

* oC Построим бесконечную мат-

*»«.-. **>(*),-'* *™c*)>-

**(*>, 0*v->U*)0()''-

расположим функции этой матрицы ввиде некоторой простой пос-

(** (осп С*) ледовательности и покажем, что из пос-

ледовательности ( Ж ) , сходящейся на множестве рациональ

ных точек сегмента 1а,,Лг1 ; можно извлечь равномерно схо

дящуюся подпоследовательность. Действительно, для любого 



Ь > 0 существует такое натуральное число Ж С В ) ,что 

при ть > М (В ) будет 2 ^ < 6 • Более того в силу са

мого построения матрицы (А) при М* &> <т 

ÏГЫ. 

для всех рациональных точек *х^, 0<2 € ( Л , ^ 2 , для хото-

рюс и г ^ 1 ^ и всех 45*Ъх >, 4*><*) € { ***(*)} . 

В частности при х * ^ » ГХ последнее неравенство прини

мает вид 

Переходя в этом неравенстве к пределу при закрепленных -&> 

и \, и ^ —^ (X) , получим 

И ^ С * ) - « К * > 1 ^ е (ж ж ) 

Неравенство ( * * ) справедливо во всех рациональных точ

ках сегмента [*Я, -2г 3 для Ле »̂/#г и всех ^ , Выберем 

ив множества функций { •<*: (Г**)? ^ ^ =• "/, -2, . . . ) по одной 

прикаждом Л& причем так, чтобы большему М, отвечало 

большее -V , что всегда возможно* Пусть это будет, например: 

поел едоавтельно сть 

*?(*), ^сх),..., 4* С*),... 

Эта последовательность, как видно из неравенства (м * ) и 

будет равномерно сходящейся во всех рациональных точках [а,, 

Лг2 , Покажем, наконец, что последовательность { ^ (X) ? 

сходится равномерно всюду на [ л ? Лг} к некоторой конечной 

функции «Р С*х ) ч непрерывной на Гл*, Яг 1 , Действительно, 

по определению равномерной сходимости для любого ъ > 0 су

ществует такое ^Г ( Ь ) ? что 

(1) I С*с*>-"Сс-.х>.<. т 



ждя любых /гг, тг > ^Г( ъ> ) и всех .* с X ., где ЛЕ 

обовначает множество рациональных точек сегмента Со,,4гЗ* 

Пусть теперь о<' - произвольно фиксированная точка сегмен

та Си-, &1 • в силу условия теоремы и самого построения пос

ледовательности (4^ Сх)) для того же в > 0 сущест

вует такое »Ж* С в ) , что для любого гу% > *^*(& ) сущест

вует такое (?*** > 0 , что 

Ш I ^ * ) _ + ^ % с ' ) | . - : -§• при Ц с - Л ' ! * ^ ' 

Тогда для любых /Л, /»п- > ^ ( 6 ) - лж«*г-С.^*^ ),-** (&)\ 

(3) \***С*,)-4?'(Х)1< | 

С4) I Сс*')- СсЮК |-

при I * ' - » I .* сГ*п>'м>ш /тип.М'"*, аТ'"*).В силу плотности 

множества рациональных точек на {л^ЙгЗ существует точка; 

**>"* е 1 такая, что I ^ ' " Ч *•! < <Г ^'^ (В). 

ВвидуС1),(3),(4),(5) имеем 

+1 -г <Л,с лГ'ж)) - ^ 1̂"Vл!^*,,) | +1 С ^ * Г / т > ) - -С* <*' *' * е 

для любых /у̂ , МП* > «41 ^^ ) , а зто и значит, что числовая 

последовательность (4 (т" (я1)) сходится к конечному 

пределу* Т.к. о*' выбрано произвольно ие Га,->> Л м А Г $ ) 

не зависит от .х „ то последовательность (4<т,) (х)) схо-

дится равномерно на Гсц-1гЗ к некоторой предельной функции 

4* ОО • Теперь уже нетрудно доказать, что 4 (0() непрерыв

на на Гсг, -6- 3 • 

Условие необходимо. Пусть последовательность (4^(<Х) ) 7 

выделеннаы из произвольного подмножества А с А4> (&у $ у 
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сходится равномерно на Гсц-ФЗ к непрерывной на Га,-&--1 

предельной функции + С х ) . Можно доказать, что для того 

чтобы сходящаяся на ограниченном (не обязательно замкнутом) 

множестве X С Я!* последовательность функций (^(Я)) 

сходилась равномерно на X к равномерно непрерывной на X 

предельной функции, необходимо и достаточно, чтобы 

С1'> ^Ш» &СЪ\Х\сГ) ш О , 

<*1г--У Ой 

где с*С4^ ЗС5сГ)= лмр, < Н ^ Г ^ О - ^ С л " ) » } . 

Из (1*) следует, что для любого € > 0 существуют такие 

ЛГСе) и еАе ) > 0 , что при т > ЛЛс'е ) и ^ <гте) 

выполняется неравенство 

(21) I V * 1 * ""Ъ, <*">!< | для 1х'-.х"1-^ * , 

а и8 определения равномерной сходимости для того же Ь > О 

существует такое Ж С Ь ) ? что при >п<., ^г > Ж (В) 

( З 1 ) 1"^ ^ )--^Со<)1<: | для всех * € С си, Лг 1 -

Тогда ввиду (2*) и (3*) для IУ' - *Х " I -*= ^ и />г, /т. > 

>/?Се)*/УПО^ "ГУСе) ?Ж СЕ)? имеем 

Т.о. для произвольного Ъ, >• 0 и любого бесконечного под

множества Л е -С**1 (с* И существуют такие </".> О и 

бесконечное подмножество { "^п^**)}.*.> з^с) с ^ ? ч т о 

для любых -^ (ос), ^ ( » х ) е <*?,,, С*)? Л > ?><:*) и л ю б ы х 

*1» **2 € Са,Л 1 у лля которых I Х^ - * 2 I < сГ -, выполняется 

неравенство 

I ^ С*} - ^ О * ) | < 6 . 



Этим доказана необходимость условий. Для того чтобы пока

зать, что сформулированная теорема действительно обобщает 

принцип выбора, рассматриваемый в классическом анализе, сле

дует еще привести пример семейства (разрывных) функций, у-

довлетворяющих всем условиям этой теоремы. Построим пример 

такого семейства. 

Пусть {4(^)1 - семейство равномерных на Го,, &3 Ш 

функций и ^ Х^ 0 при 'П- —У Оо . Положим 

Г т^ Сое) •+• ̂  для рациональных точек [а} &1 -> 

1*РЛС»Х)-- 6 Для рациональных точек 1ои-4г} > 

где -$«(х) - любая функция из семейства {*^Со<)3 и рас

смотрим семейство функций *{"г>^С,Х)} , Для любого В >0 

существует такое сГСь) > 0 . что для всех *х ?ос € 10,,*г1 

для которых » 4 х ' - * " и сГСе) И ^ С ^ О - ^ С ^ " ) ! ^ | - -

Обозначим череэ «Х- - рационаллные торки сегмента [с^,^г1 

и череэ «Х̂  - иррациональные точки [о,7Ях1 7 тогда 

1 - ^ * > - ^ ^ 1 < ! + - ^ для 1 с ч г - ^ К с Г Г б > СП. 

Возьмем ^ С б - ) такое, чтобы при ль > *Л^С& ) выполня

лось неравенство: &^ < т! ^ ) . Ввиду (1) 

IV*.*-*/**>и Е д л я К - * * ! ^ ^ » ^>^*>-
Т.о. если ^ -= -С - ^ (*Ц (<Ъ « 4, 2 Г „ ) , то 

Для функций -^ Ссх) и ^ С х ) при I ф & вопрос исчер

пывается аналогично. Пусть теперь 0 < 6 ^ 6 » Для этого 

"5 > 0 существует такое с^Св ) -> 0 ? что 



\+л(*Ч-ЪС»*)\< \ пр« 1.Х'-Х"| .* СГСЬ ) . 

Тогда 

Существует такое Ж ( б ) 1 что при />г > ^Р(% ) е ^ < 

< -— ( # * 0 ; для этих /*г > Л*(Ь ) 

•(^(^)-т^(с^)1< е при 1У «̂ |ХЖ1< сГГе) и *г > 

> Ж (Ь ),и т.к. е < е и е ^ 4 ^ 0 при т> —'У (X? ?то беря 

наименьшие иа воэможных номеров Л*(.&) и ^^(Ь ) для о-

существления неравенств ( * 0 и (Ж * ) ? будем имет* ? 

ЛГс? 1 > Ж(€>) .Следовательно 

л; с л; . 
Для -Ь (ос) и т^ ( * ) при 1 ф ^ вопрос исчерпывает

ся аналогично. Этим все доказано. Заметим, что вторая часть 

теоремы - необходимость условия ииеет место и без предполо

жения равномерной ограниченности семейства. 

Докаваннаы теорема дает признак компактности в простран

стве .Д» С а , Лг1 -

Т.к . рассматриваемое в теореме множество «{+(ос) | со

держит в себе в качестве подмножества любое конечное число 

классов ЗС^ (-С*-1,2-.,,,40 равнонепрерьтных ма [ с ц ^ 1 функ

ций [ 1 ] и функции каждого из этих классов равномерно огра

ничены на 1сьу Лг 1 то доказанная теорема имеет место для 

множества Ж « . О ЛГ.; 

Доказанная теорема обобщается на случай отображений 

компактных множеств в компакты. 



Пусть {4(эО } * семейство отображений компактного 

множества X (компакта X * ) , л ежащего в произвольном мет

рическом пространстве X * , с метрикой с1т , в компактное 

пространство У с метрикой сСу • Имеет место 

Теорема» Для того чтобы ив любого бесконечного подмно

жества семейства отображений {4-(ос) } компактного множест

ва X Скомпакта X ) , лежащего в метрическом пространст

ве X , в компакт У (которые не предполагаются непрерыв

ными), можно было выделить последовательность отображений, 

равномерно сходящуюся к непрерывному отображению на X » не

обходимо и достаточно чтобы для любого <Ъ >• 0 и любого бес

конечного подмножества Л Яс {4 (X ) \ существовали та

кие (Г > 0 и бесконечное подмножество &ь .5 Л * что-

вы для любых т^ С**), - г ^ С о О е ^ А ' ^ и любых Хл> ^±€-

б X , для которых 

4хС#1,хх ) & сГ 

выполнялось неравенство 

Ль С4^(^)7 *}С*Х))4 е «, 

Доказательство» Достаточность» Пусть сформулированное 

в теореме условие выполнено. Возьмем €-- ^ О (%ъ —V оо ) и 

произвольное бесконечное подмножество Л Я. {4(*1$ , В си

лу условия теоремы для & > 0 существуют такие с^ •> О 

и бесконечное подмножество Л% -= Л , что для любых 

^ и ) < о О , *™СоП е Я'е , 

^ « ^ б х ) , *}"'С*1)) * е., при сСхСх 1 } х г ) * сС; и * , , * а е * • 

Точно также для €^ > 0 существуют такие с^ > О и беско

нечное подмножество *А
в
 с .А

в
 „что для любых 



^С^С^)^2)С^г))^е2 при о ( я с ^ , х х ) ^ с 5 ' к ^ , ^ € Х . 

Продолжая этот процесс не ограничена, получим счетно® множест

во подмножеств 

(1) А' 2 А' => ... 5 А' 2 . . . 

таких, что дл» любых ^^Сх), +.1*1>СХ) е ^ен 

НуС№^)^С^))& е^ при с1хСо(„осх)*с&, * , , * * € X , 

где сС > 0 . Возьмем, далее, произвольно & > 0 * Сущест

вует такое N С & *> , что при оъ > ЛГС& ) Ь < С 

Выберем теперь по одному отображению в каждом А\ С.1е« *1, .2,... ) ; 

причем так, чтобы эти отображения были попарно различны, что 

всегда возможно в силу бесконечности подмножеств (1), и рас

смотрим последовательность 

(**,С*Н ( 4 * 4 ,2, . . . ) , где \Сх)еА'в^ . 

При этом, если Аъ0 фиксировать, то в силу (1) и самого выбо-

Р а "^, ̂  ^ имеем 

^ ^ ) С ^ ' Ч / Л ) е ^ . , ' - Ч / ^ * Л'г< 
так что для любых ъ , ^ > Лг С в ) 

•ч ; 

^С^с:^), ^ СХЛ )1< & при е^С*.„*4}.ь сзг"'^ /т^гСсГ,^)>0. 

В частности для всех •&•, д. > *ЛГСб ) и любого X б X 

с ж) ^ "•<*>. V * * 1 -̂  е 
т.к. с* С # ? * > -= 0 <: с / ^ ' * ' (для любого г* 4, 2 , . . . , ^ > 0 ) . 

Т.о. последовательность 4 " ^ С** ) } - фундаментальная и в силу 



полоноты пространства У имеет предел •?(*)« У . Пере

ходя в (Ж ) к пределу при $ ~-У СО и фиксированном Ч , 

получим 

Жуемся), -Р (х)) ^ е при 4 > ЖСе ) . 
Т.к. ЬАГ СЬ ) не зависит от X » то сходимость ^ ( « х ) 

к $ С о< ) - равномерная. Теперь уже нетрудно доказать, что 

4 С |Х ) - непрерывна на X • Этим достаточность условия 

доказана. 

Условие необходимо. Пусть последовательность (%%, С<Х)} ; 

выведенная из произвольного подмножества Л с{4Со<)} се

мейства отображений (4 Сс<) } компактного множества X 

в компакт У , сходится равномерно на X к непрерывному 

на X отображению -г*С*), Можно доказать, что для того 

чтобы сходящаяся последовательность отображений {%^Сс^) I ; 

не обязательно непрерывных, относительно компактного множест

ва ./И, , лежащего в метрическом пространстве X , в метри

ческое пространство У , сходилась равномерно на М к рав

номерно непрерывному на М отображению •( Сс< ) у необходи

мо и достаточно, чтобы 

(ж * ) Лит, СО С4„>, Л усГ) ~ О , 
П-+О0 

где 

оСЪ) ^ ^ > ' ^ ^ > # ^ ^ ^ > 1 ^ с ^ ) 5 ' 

Ив ( * * ) следует, что для любого & > 0 существует та

кое *)ГСв>) и такое сГ С & ) 2> О 7 что при пгъ ^*АГ С%>) 

и ^ й.сГСь) выполняется неравенство: 



а из определения равномерной сходимости следует, что для того 

же Ъ* > 0 существует такое Ж Се ) ., что при лг$/т >-М.СЕ) 

( ж * * * ) с1у(4т,С*ЪЪп,Сх'П* \ для всех X « X . 

Тогда ввиду С* * * )> С # * * * ) для с1^(^^х)^=± и /?г.,/пг-> 

> :Р С С ) = / т л ^ < Ж ^ ) , - Ж е ) ? имеем 

Т.о. для любого €* > 0 и любого бесконечного подмножества 

•Л & {^Сх)? существует такое сГ > О и бесконечное под* 

множество *( **!п,С«Х) ?<п,>о>Ге) с ^ > что для любых 

>̂ с ^ \ *р С* ) €<Ъ(М ^ > ГСО и л ю б ы х * * > *** > д л я к о т о ~ 

рых сС ^Х^ »Х* ) < с^ ; выполняется неравенство 

а^с^сх,), *$ (*х)) < е * 

Этим доказана необходимость условия. 

Построим пример семейства отображений, удовлетворяющих всем 

условиям последней теоремы. 

Пусть { ^ С - О ? - семейство равномепрерывных [ 1 ] отображе

ний компактного множества X (компакта X * ) , лежащего в 

метрическом пространстве X * * в компакт У и 6 ^ ^ 0 при 

Ш —-V оо . Пусть, кроме того, X содержит в себе всюду плот

ное множество НЕ а У - линейное нормированное пространст

во. Положим 

V * ) * V* е ^ для х 6 Т 

где "рд С ,Х ) - любая функция иэ семейства {^С»Х)| и Ц,0 -не-

Ѓo ---тv MЯ Д Є Í C \ I , 

ï» 



который »лемент ив У 7 отличим* от 0 . 

Рассмотрим семейство отображений 

{ т * С * Н -

Для любого Ь > О существует такое &*($, > > О 7 что дяя 

всех *ху, ^ с Я- 7 ДДЯ котормх с1хС^17Хг ) < ст^Гв) 

Н Л С о ц ) - ^ С о < 1 > | * | . 

Обозначим черев »Х точки» принадлежащие X \ Х , а черев 

Х с Ж > - точки, принаддежащие 5- . Пусть <ъ фиксировано 
гш\ сх> 

" &т, —* -X , тогда 

1 ^ С о с ^ > - ^ С Л > | ^ 1 2 ^ Ы 1 - 1 < | ^ 0 - ^ С о < > | | (*) . 

Для ** ** Б ^ " ^ * ' существует такое сГСв ) > <?7 что для 

^Х^1С,| л) < ^ с е ) 

1т>Сос^)-т^СдОа <: е^Й1-ь! 

и в силу С*) 1т^С*<* , )-<^*>1 > **, Й / М *** всех 

* ! ^ " , дяя котормх <а̂  (*%\ & ) < сГС5 ) . Этим доказано, 

что при любом /П и любом «х отображение семейства {^СэС)} 

не является непрерывным* Пусть теперь & > 0 выбрано произ

вольно. Для етого $* > 0 существует такое сГСв > > 0 , что 

для всех «Х.-.,д<д е X , для которых с1^С0<17д(х) ^ сГС В) 

II т ^ С * , ) - ^ С * - ^ 1 1 * | -

Имеем 

(1 ) !1-^<:о<сж,)-т^{:^>н^ и-^ г.х^Ъ- т^с^ои-т-^е^ н^,« 

для *ЫХ С»хсж>

? х ) < сГСВ). Вовьмем ХСВ ) 1 такое, чтобы при 

/И/ > «ЖС5 ) выполнялось неравенство: 6.̂  -«с Тц .уГ Сж *> * 

Ввиду (1) 

И^Сос^-^С^ЯКь для с ^ С ^ х ) < с Л ^ > и /п.>Л*С«), 
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Т.о. если Л т < 4 ^ Сс* ) \(<ги*4717>» ) , то 

Л^А^С^Пъ+лГЛУ ' 

Для отображений 4^ ^ ) и т^ С* ) при ъ + & вопрос исчер-

пывается аналогично. Пусть тел ерь 0 < Е < Е « Для этого 

С > 0 существует такое ^ГЕ) , что 

И ^ * . * - * / | С # ж ) | | < " | п р * 4х(*„Хх'*<сГСг) . 

Тогда 

ЛйСх̂ Ь V*** < " ^ ^ О * " ПР* *хСхс*1* )^оГСъ) . 

Существует ЛгТ Е ) , такое, что при *п, > Ж(ГЕ ) будет 

^ < ^ д ^ С***) . Для етях т, > ЖС В ) 

II ЪСХ^-ЪС*)^ Е при АХС*СЯ?* ) * с>ГСе ) . 

Т.к. {Г < 5. и ^ ^ О ПРИ ^ —* ^ > т о б е Р* наименьшие 

ис воаможннх номеров -Ж(Е) я Л*"С% ) для осуществления 

неравенств 6* ж) и (Ж Ж ж ),будем иметь: ^Г(Ъ ) > Ж ^ е ) , 

следовательно «А1 с ^ , Для 4^(^)9 ту^эО при <, + 2-

вопрос исчерпывается аналогично. 

Л и т е р а т у р а 

Ш РЖМат, 1064, 9В82, Москва. 

(Несе1уеа Арг11 25, 1967) 
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