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Сошгаеп-Ьа-Ыопеэ Ма-ЬЬеша-Ысае 11п1Уегз11:а-Ыз СагоНпае 

9, 2 (1968) 

ОБ ИНТЕГРАЛАХ ТИПА ТЕМЛЯКОВА И НЕКОТОРЫХ ИХ СВОЙСТВАХ 

Г.Л. ЛУКАНКИН, Москва 

В последние годы сильно возрос интерес к теории функ­

ций нескольких комплексных переменных. Не имевшая до насто­

ящего времени больших приложений в естествовании, теория 

функций нескольких комплексных переменных в работах школы 

академика Н.Н. Боголюбова получила первые многочисленные и 

плодотворные приложения в квантовой теории поля, особенно в 

вопросах обоснования дисперсионных соотношений (см.191). 

В вышедшей в свет книге (см.152) академика Ю.В. Линни-

ка сделано новое важнейшее открытие: найдено применение тео­

рии голоморфных функций многих комплексных переменных к ма­

тематической статистике. 

Как известно, удобным аппаратом для исследования свой­

ств голоморфных функций многих комплексных переменных явля­

ются интегральные представления. 

В настоящее время известен (см.181,192) целый ряд ин­

тегральных представлений: Коши, Вейля, Мартинелли-Вохнера, 

Темлякова, Иоста-Леман-Дайсона и др . 

В данной работе будет рассмотрен интеграл типа Темляко­

ва с плотностью, заданной на некотором топологическом произ­

ведении, изучены некоторые его свойства и дано их приложение 

к решении краевой задачи (типа задачи линейного сопряжения). 

Работа носит характер обзора некоторых результатов учеников 

проф.А.А. Темлякова. 
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Рассмотрим область 3) в пространстве С* двух ком­

плексных переменных, будем говорить (см.С81,§ 23), что об­

ласть 3) принадлежит классу С Т ) , С 1 ) б С Т ) ) , если 3) 

есть полная, ограниченная, выпуклая двоякокруговая область 

с центром С 0 ч 0 ) б I) , граница которой дважды непре­

рывно дифференцируема и аналитически выпукла иввне. 

Советский математик проф. Темляков установил (см.С 1-4.1; 

[83,§ 23): область Ъ € С Т ) допускает следующее пара­

метрическое эадание: 

Ъ*{х„х%:Ы^)=*<Хт(ъ), !**!=-а^с^Ь 0 & ъ & Л \ 

и граница области Ъ имеет вид дЪ «• { я:^ , &г '• 

Хг*#1Съ)\,Х,г*/1гСЪ)%*~* 06* 6*1,06 Ът2*Г, ф * 4 } , 

где ^С'Г ) и /сг Стг) - неотрицательные непрерывные функ­

ции на сегменте I 0, 1 ] , дифференцируемые (0, 1 ] , удо­

влетворяющие условиям: 

(11 /С1СО)«0, 0 < ^С'Г>.^'гС^С'гг))-",г длж 

0 < ^ а ^ 1 9 ^ ) С 1 ) < с о , 

(21 КЛъ)» КЩъ1~/1^-~Ы,Л<п,* (ъ)]СК > 0) . 

При этом кривая, являющаяся границей обрава области 

]) в "абсолютной четвертьплоскости" есть огибающая семей­

ства прямых 

расположена под огибаемой в любой точке* 

Проф. Темляковым были даим следующие интегральные фор­

мулы (см.и-41;Св1.{ 23) 
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1°. Если $(х^ 1 ъ% ) - функция аналитическая в 

Ъ , непрерывная в Ъ , то ее значения в (2^,^)6 3> 

выражаются через значения функции на границе по формуле: 

(3), 

яд, * г С ^ С ^ ) Г ^ + С1-1г)С^Сг)гЧ2 е ^ -

2°. Если Я(Х^ч^С% ) - аналитическая в I) $ ^Са^,*^), 

^х. (^ч •»**)> ^г Съ^ч ъ1 ) - непрерывны в 2) , то 

ее значения внутри области выражаются через значения линей­

ного оператора 

и, т » р с ^ , ^ ^ * 1 > * ^ 
на границе дЪ по формуле 

« > ^ . . ^ A A / ^ > | , w « ч 

В научной литературе (см.173) интеграл (3) - назван интегра­

лом Темлякова П рода, а (4) - интегралом 1 рода» 

Повднее, ученик проф. Темлякова, Ваврин (см.Ц6-7Д) по­

лучил интегральное представление Темлякова Ш рода, а также 

установил общут интегральную формулу, объединяющую указан­

ные представления: 

*<*<^-л*со.о> + ±±-&/"**/** * 
(5) 

- «7І •* 



оС - число равное О, или 1 , оператор 

^ Г " ^ -Ч..-Ч..-- сч-узз-з -

Интеграл (5) был назван общим интегралом Темлякова. 

Другой ученик проф. Темлякова Айзенберг ( с м Л Щ ) , рас­

смотрев в качестве плотностей интегралов (3) и (4), соответ­

ственно, произвольные суммируемые по Лебегу на 83) облас­

ти 3) функции 

введ понятие интегралов типа Темлякова. 

Однако, как это следует из интегральных формул Темляко­

ва (3) и (4), при построении интегралов Темлякова использу­

ются лишь параметрические характеристики границы, а не сама 

граница, так как интегрирование в них фактически ведется не 

по Границе, а по параметрическим характеристикам границы, 

т.е. по <ъ$ *,$ ) е .М * {т,*,$ : О б г ' б т , ^ ^ ^ 2. *г , 

ф - 13 * 

Это позволило рассмотреть (см.[14-15]) интеграл типа 

Темлякова с плотностью заданной на топологическом произве­

дении М . А именно: рассмотрим функцию ф <1?, *Ё, Я , $**) 

( X и "Ь - действительные параметры, Л и /и. - комплекс­

ные), которая суммируема по Лебегу в прямоугольнике К = 

* \Х,± : 0 & х & 4 , 0 ёж <г & 2 я* ) при любых Я и 

^ С I Л\ < + со у I <ус\ ^ ч- оо ) . 
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Интегралом типа Темлякова назовем интеграл следующе­

го вида: 

й. 
где 1 ^ > ^ )« С

 ;
 16 - прежнее; ^(Ъ) и ^Сь) 

есть функции, определяемые соотношениями (1) и (2); при­

чем, если Ль « 1 , то интеграл (6) назовем интегралом ти­

па Темлякова 1 рода, а если же Жъ= .2 , то - П рода* Ин­

теграл типа Темлякова можно ввести и другим способом, а и-

менно (см.[15]): 

Общим интегралом типа Темлякова назовем следующий ин­

теграл 1 2Ж . Ц-к,~«> А , 

< 7 > . . * 

г д е о С - 0 м « 1 , ^ СО А ^ * Л ~ * ) , * - 4 *••••,("' 

Функции /& я- К^ СЪ) С** — ^ 7 2> ) заданы соотношения­

ми ( 1 ) и ( 2 ) , поэтому можно рассмотреть семейство гипер­

плоскостей 

Рассмотрев огибающую семейства гиперплоскостей ( 8 ) , мы по­

лучим неаналитическую гиперповерхность | :& | « К, С&) , 

I х 2 I -а /о С'гг) ( 0 -= ^ .6 4 ) , лежащую ниже любой ги­

перплоскости из семейства ( 8 ) , которую и примем за грани­

цу полной, выпуклой, двоякокруговой области 

3> в { * 1 , * к : >^1 , < с %<&), \ъг\ < /СхСъ), О** Г & 1} . 
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Очевидно, что полученнаж область I) € С X) ; так как 

*С> в Н*1 Оъ) (Ф& 412) у нас остались пре.ашие (см. 

[151). 

Рассмотрим теперь некоторые классы функций ас и /3 : 

Определение 1. Мы скажем, что $ (Ъ 9 Ь, р ; ^ > е оС > 

**1 * ^ е~* 7 если ф - суммируемая, функция на 

множестве К при любых $ и -̂  , П^ I « I ^ ' — 'О ,а 

по переменному ^ удовлетворяет условию Л.*/*' <*• 

( 0 < <*• -6 4 } независимому от ^ и ^ . 

Определение 2. Будем говорить, что ф (ъ 7 Ъ ,§ , 

% С ) & /3 если $ по ^ удовлетврояет условию; 

1~Ъ1Ь сС (0 & ос --* Л ) 7 независимому от ^ и "Ь , и 

ограничена по модулу для ( " е 7 ^ 7 $ ) € М . 

Поведение интеграла типа Темлякова характеризуется 

следующими теоремами: 

Теорема 1 (см.[14]). Пусть плотность интеграла типа 

Темлякова есть функция $ ( т , 1:, ? -, $ Ъ ) с оС, * 

0. Н,'± (Ъ) л §. н^Съ) 

Тогда, если Си Ф 0 и Агф-ОО (или СО Ф 0, Лг** ~оо ; 

или Си * 0,Ягф~оо ; или а, « 0, Лг т - о& ), то интег­

рал (6) является функцией аналитической в областях Э » Е^ ., 

Е. (или в В и Е<у , или ш 3 и Е2 , или в I) ) и, 

вообще говоря, неаналитической в области С*\]) и Ей Е^ 

(или C*чD u E^ j или C Ч î u E г • илx C S I ), 

гдe 

tf&л%*JiQ>\*л\+\*J+\W^ 
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Введем понятие порядка границы области 3 (см.,на­

пример , [ 1 4 ] ) , пусть кривая \х^ 1 -» Ж СI Х>^ I ) (или 

К «г Ж ( *>л Ст? )) ) есть изображение образа границы 33 

области Ъ в "абсолютной чет вертьшюс кости". 

Рудем обозначать через Са0^г /3- ^ ( ^ - 4? - 2 , " * , *ъ ) 

интегралы изменения параметра Ъ такие, что функция 

У С ^ ^ )) линейна на отрезках I п>^ Ссо^ ) ; ^ <"/3̂  >.! 

С-} ш 1, 1Г..7&), где П^СъУ **ЪС? С&г > 0 ) А л я 

г € С о ^ ^ ] С?* Л7 1,..., +ь) . 

ПОРЯДКОМ границы I х а I - ЦГ( I*,- I > 01г * У(% (*)) 

области I) называется число интегралов линейности 

С /Ц (<*<э > 7 /^ С/3̂  ) ] функции ЖС^ (г>)) ? принад­

лежащих отрезку С О, Н, ( 1 ) 3 . 

Теорема 2 ( с м . [ 1 4 ] ) . Пусть граница области имеет по­

рядок " и " и плотность интеграла (6) функция ф (Ъ, "I , 

Г ^ -е"*)€/5 .Тогда интеграл (4), непрерывен во всем про-

странстве С за исключением, быть может, окружностей 

\}*<Х1,Хх:1*1Ыс~/> \*2\~0, 1.>0,**~1 »™ 

\^\ш0, 1а^1» сС*, ^ >0, А>* + 1, 4 * 1,...,»*! > 

названных окружностями особенностей. 

Например, для случая областей типа А ( т . е . обла­

стей вида: С 1 ^ 1 +<*>\Х2\< Л, С > 0, сС > О) 

окружности особенностей имеют вид: 

& , < - { ' * . , - » О, 1:^1 « « * " ' , < * > 0 ? > 

причем для областей тпи А окружности особенностей по­

лучили название остова области. 
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Первые наши работы (см.[12-13]) были посвящены выяс­

нению поведения интеграла типа Темлякова в точках остова 

областех типа А • 

Оказалось, что в точках остова области типа А ин­

теграл типа Темлякова не имеет, вообще говоря, предела. 

Справедливость такого утверждения следует ив того, что 

при подходе к точкам остова по неаналитическим гиперплос­

костям \Х% I - АС\Х^ I - С"* ) (или 1x^1 ** А 1x^1 + 

+ сС~л ) предельные значения интеграла типа Темля­

кова с плотностью определенного класса, зависят от углово­

го коэффициента гиперплоскости пА » Следовательно, прида­

вая " А п различные значения, что соответствует тому, что 

приближение к точкам остова совершается по путям, принад­

лежащим различным неаналитическим гиперплоскостям, мы бу­

дем получать различные предельные значения.. 

Однако, если пути принадлежат гиперплоскостям, содер­

жащимся в областях аналитичности интеграла ( т . е . в 2), &>* ? 

Е, ), ТО предельные значения не зависят от углового коэ­

ффициента. 

В дальнейшем изучение поведения интеграла типа Темлякова 

при приближении точки к точке остова из области неанали­

тичности было продолжено аспирантом Богановым (см.116]), 

работой которого мы руководили совместно с проф. Темляко-

вым. Им предельные значения интеграла были рассмотрены по 

путям принадлежащим двумерным поверхностям: 

^€«<ев1я^1*-#-^1я^1*-»-:г с^м1^)/я^1--^.<. о, о о, а>о, 

\/т I -* 4, \И* 2тг7 а»у, хл- <Щ х>2 **Л, алу, о * аь%, х,®*- Л , 
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если СР&4 , 0) б В„^ 1 9 и амф>о *> о/оаэь+ Ж если 

При этом оказалось, что они также различны для разных по­

верхностей б^ ^ . Вогановым (см* Г 14,3) был также рас­

смотрен вопрос о предельных ^значениях интеграла в точках 

окружностей особенностей, а именно: 

Пусть граница области Ъ иаеет порядок *<тъ " и плот­

ность интеграла ф е /3 и периодична по Ъ . Тогда пре­

дельные аначения интеграла в точках окружностей особвннос-
т в ^ $/* А ) определяются формулами: 

1° % + <*?, *Г> = * <*?> <> + *< с<> <'> 

І- (Z< > * í 1 = fCXltZ,2 ) - f. LXҷ , ~2 

3° ^.(<^--^,<>-%^\^).^:х), 

где 4 (X 7 Х^ ) интеграл типа Темлякова в точке 

, (0) со) л ц , 

С X ^ % ) € Ол • (причем внутренний интеграл в 

точках, где I АС I « 1 , понимается в смысле главного ана­

чения по Коши): 

4, (<, хр - &*>% **4 Ф Ъ *» "ь ,"* *' >, 

а =• ала ель ть • 

Изученные свойства интеграла типа Темлякова позволили (см. 

[173 ) рассмотреть и решить в некотором классе функций, пред-

ставимых интегралом типа Темлякова 1 рода (класа X ), 

краевые задачи для случая двух комплексных переменных: за­

дача о скачке (предварительная краевая задача), однородная 



(краевая задача 1) и неоднородная с определенной правой 

частью (краевая задача П) задачи линейного сопряжения. Ука­

жем на одну иа них: 

Краевая задача П. Пусть в С^ эадама область 3) ти­

па А • Требуется найти функцию 4 Сх1, Х>г ) класса ( Т ) ; 

обращающуюся в бесконечно удаленных точках в заданное число 

Ъ0 поверхностные пределы которой в точках окружности о-
-'o i 

собенностей В . удовлетворяют соотношению: 

* «Л , ^,9Ц^2>9Ц> & С ? > Л > 9 Ц » Л > 0 ) > 

где О к & - заданные функции, принадлежащие определенно­

му классу, причем 

Решение. 

Решением краевой задачи П является функция, представи-

мая интегралом типа Темлякова 1 рода следупцего вида: 

««,, ̂ >-'**-кЛ}/ -Х;Ц%] « 

гд. 11^ С*, р , Г&<*,Р, Х ( р , ^ С * , ^ , ^ ) есть 

известные функции. 
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