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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

9, 3 (1968)

LES METHODES APPROXIMATIVES DE LA SOLUTION DES EQUATIONS
ELLIPTIQUES NON LINEAIRES
Alexander KRATOCHVIL, Praha

Introductjon. Les méthodes approximatives sont évi-
demment une partie indivisible de la théorie des équations
de la physique des mathématiques. Elles n ont pas été éla-
boré d une maniere satisfaisante pour les équations aux
dérivées partielles Juaqu'é présent; cet article concevoit
nouvellement le questionnaire concernat la convergence des
solutions approximatives, dont 1 existence nous est connue
d’une asutre théorie. La méthode utilisée représente une
méthode de la descente la plus rapide qui promet beaucoup
pour le calcul numérique en son caractere algorithmique.

Ce travail est divisé a trois paragraphes: dans le
premier, on expose une généralisation d une méthode varia-
tionelle - de la méthode de la descente la plus rapide.

L 1dée principale de méthode et aussi les renvois riches
a la bibliographie figurent dans (5]. La méthode mentionée
était développée par M.M. Vajnberg (cf.[(51) pour le cas
a’un opérateur F: X—*X° , X étant un espace de Banach.
Dans cet article, M.M. Vajnberg considere le proces

x,,, =X -t AF(x,) ,
o A: X" X est un opérateur non-linéaire qui réalise

ces deux conditions

= 455 =



Ay,y) > | y1*, WAyl =« a iyl «

Au paragraphe 2 on définit le probléme aux limites et
on expose les théoremes principaux de 1’existence de leurs
solutions. -

Le paragraph 3 - c est 1la base de cet article; on ap~
plique ici la méthode de la descente la plus rapide ala
solution des équations elliptiques non linéaires aux déri-
vées partielles, ce qui forme de méme le but principal
de ce travail. La généralisation des théoremes de Vajnberg
[5], éxécutée mmr le présent auteur, a été nécessaire en
raison de cette aplication.

Je me serve de cette occasion pour exprimer mes re-
merciments & M.Jind¥ich NeZas, dont les comseils précieux
ont beaucoup contribué a la réalisation de 1 article que
voici. »

§ 1. Méthode de la descente la plus rapide

Désignons par X 1 espace de Banach réel. On écrit
les normes des divers espaces simplement | ... |l 3
1'on ne risque pas d smbiguité.

La boule fermée du centre x_ € X et du rayon R
sera indiquée par D_X"R » Au lieu de Do,n on écrira
brievement D, .

Soionf; M et N deux ensembles non vides. Le¢ symbo-
le F : M— N signifie que T est une application de
M dans K . On désigne par R (F) 1°ensemble de tou-
tes les valeurs F(x) .
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Pour simplifier 1'6cr1ture, on va désigner la dua-

1ité entre x,x', un espace de Banach et son adjoint par
(x,£) , xe X, £e X . La convergence faible est notée
par le symbole X —~ X, .

Proposition l.1. Soit F: X — X’ un opérateur po-
tentiel, hemicontinu sur X , Soit f une fonctionnelle
telle que F(x) = grad £(x) , xe X . Alors quels que

soient =2, x € X on a

1
(1,1) $(x)= 4(0(0)*-‘{(;(-)(‘, Flx,+t (X=X, Nt .

Démopptration. Il suit de la hypothése que
(1,2) (v, #(x)) =lh, F(x)) ,

Quels que soient h, xe X ., Soient x, x, € X . Posons

@(t)=Ff(x,+t(x-X)), teco,17) . Donc
, _ ; 1_ - -X,)) -
GUt) = fom 2 Lo+ E(X-x,)+ T (X=X, )
£+ £ (X=X, N = (X=X, (Ko + E(X =K D))
Il en suit en vertu de (1.2) gue
PUE) = (X=Xoy F( X+ 1 (X = Xo N .

D aprés la hypothdse de la hemicontinuité de 1 opé-
rateur F , cette fonction de la variable t est inté-
grable. Alors

A1
f(.x-at,, F(Xo+ t(x-X, )t =/4gp’(f)df =
0 (4

= (?(4)“q(0)='¢(.x) -f(‘xo ) P °‘q’f¢d.



Théoreme l.l. Soient X un espace vectoriel normé
réel, réflexif, F: X — X’ un opérateur potentiel hemi-
continu sur X tel que:

1° quel que soit he X,

(1.3) (»%,F'(h))z:.l(“lmll) ,

. A(H)
ou )

Qquel que soit R > 0O et

est une fonction intégrable sur (O,R)

R
A .
(1.4) L g 2 ds = 400 ;

2° quels que sodient x € X et £ > O, il existe
une fonction réelle ¥ ¢ de la variable réelle t ,
croissante, continue,définie sur < 0, £ > telle que
fx’t(o) = 0 et

(1.5) (o, F(x+B)-Fx ) 2 W, CIlg)

quel que soit Il A2 ll; = £ = ol B est un espace de
Banach tel que X c B algébriquement et topologiquemernt;
cela signifie que chaque élément de X appartient a B

et que pour xe X : lIxllyg £ c lxh, ;

3% 11 existe €> O tel que quels que soient R>O
et x, x+he DR ’

1+&

(1.6) (b, Fix+h)- F(x)) £ M(R) LA Il s

o M(t) est une fonction réelle, positive, définie sur

{ 0,+0c0 ), bornée sur chaque < o, >c <0,+00);

4° 11 existe un opérateur injectif A: X'— X jouie-
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sant des propriétés suivantes:
a) 1 opérateur AF est borné,

b) 1 opérateur reciproqué A~' est continu au
point 0 € R(A)
c) 11 existe €’> O et c, > O tel que quel

que soit z e X’ ,
(1.7) (Az,z) 2 ¢, Az I,
Alors 1°équation F(x) = O a une solution x € X,
cette solution est unique et la suite
(1.8) Kpag = Xp = €, AF(X,, )

converge vers x, selon la norme de B, ou x, est

quelconque élément de X ,
(1.9) R,= hx, M+ BAF(x, )N

les ¢, satisfaisant aux conditions suivantes:

3 Co ey g & P
Wh'm.((‘;j)", (FMRL NAF(x IEE)e) £ g =
(1.10) .
2 Min (1, (grsa WAF (X, ) 15780% D

Démonatratiop. La hypothese 2° entralne 1 inégalité:

(1.11) (I, F(x+ )= F(x)) >0

quelques soient x, he X, h*+ 0,

On va montrer que la solution de 1 équation Fix) = 0
est unique. Soit £ une fonctionnelle telle que F(x) =
= grad £(x) (cf.[61). Il suit de la proposition 1.l en
vertu de (1.11) que
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? dt
F(x)-F(x,)= [ (X=X, F(X+t (x=3, W= F(o, ) G +
4 (X=Xpy F(Xo N2 (X=Xo 7 F(X,))= (X=-X,, ¥ (X%, ) ,

donc la fonctionnelle f est continue faiblement, infé-

rieurement (cela veut dire: v, — v =

= 2 $(v) = f () ), car £ satisfait & 1°1-

négalité (8.5) de [6]. L espace X étant réfléxif, alors

la boule unitée, fermée est faiblement compacte d apres
le théoreme de Gantmacher, Eberlein, Smuljan (cf.[1]).
Du théoreme 9.2 de [6] i1l suit que la fonctionnelle f
est bornée inférieurement sur chague boule Dx,, R et
qu’elle atteint son minimum dans D‘,,”R ‘

On obtient de (1,1) et (1.3)

Fx) = #C0) + [Ttx, Ftan St 2 £(0) +

Posons llx ll= R ; alors

4 RA)
(1.12) £() 2 £(0)+ [ if;t‘il dt= f(o)f_o/ 2B
(4

Il en suit en vertu de (1.4) 1 existence de R > 0
tel que f£(x) > £(0) sur la sphere D, .0Ona a apres
le théoreme 9.3 de [6]: 1l existe un élément x,6 & X
tel que (X, £ R et

0 = grad £(x, ) = F(x,) .

Cette solution est unique, car si 1 on suppose 1 e-
xistence de la solution x,+ x, , on obtient de (1.11):

0=(x -x, Fx,) -F(x,)) >0,
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ce qui n’est pas possible.
D apres (5.8) de [6] on a:

.F(X”)— 'F(.X,n_'_,,):' (.)(,”—X,,,,,,, F(.x,n"‘o-’C’(X,n_- ‘x”l41 )))=
== Kgq = X s PO M- A (120 x,, - x ),
F(.)(w+1-’U‘X,,,,+4“ X, DES F(‘xrn ) >

ow 0=< 7T < 1.
I1 suit de (1.8),(1.9) et (1.10) que

Iy £ WXy 4 € NAF £ X, N+ TAF(X, =R,
1%, + (1= ) (Xpyg = Xy = UKy =T (Xpppg = Xp M &

£ (1-2)x,, IrTlx, I £ 1-vIR,+TR, =R, .

Alors d aprés la hypothese 3° et (1.7),(1.8),(1.9),
(1.10) on a:
$(k )= € (Xag) 2 B (AF (), F (X)) = 7= M(R,, )

)”4+£'

—

N A=) (mag = X W= ¢y €0 IAF (X

MR ) (1= N Xy g= X 178 € € NAF () I171* €7
“M(R, )U-T )€, JAF (x, ) I7"% >
>c, €, IAF(xa WS- MRIEL IAF (X )17 o

= IAF (X ™ e = MR, ) Em IAF (X )15%7 >

2 €, IAF(x, W e~ Fi= F ElAFCRII™ > 0
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Pendant la démonstration et aussi dans la formulation
de ce théoreme on suppose AF(xm )+ 0 quel que soit n en-
tier naturel. Si AF(x, ) = 0, puis F(x, ) =0 en vertu de
4c). I1 suit de 1 unicité de la solution que x, = x .0n

peut aussi supposer x, + X . Si X s ™ Xn, puis d apres
(1.8) et (1.10) AF(x,) = 0 et on démontre de la néme fa-
gon que X, =X, .

Alors on supposera X + x 4+ x,. Posons r, =

= £(x,, ) = £(x,) . En vertu de ces dernieres inegalités on
obtient

. « Co 4+£‘> 0
(113) -1, = F (X )-F Xy ) > £ NAF (X, N .

I1 suit de (5.8) de (61,(1.11) et de la relation F(x,)=

= 0 que
1= 0%, )~ (%)= o (T (xz %) P+ B, X, D =F(,0) > 0.

Donc la suite /4,2 % | formée a’éléments positifs,dé-

croissante, converge vers un élément r 2 O . Alors en vertu
de (1.13) 11 existe nﬁhg_} En IAF (X, ™= 0.

D apres de (1.12) et (1.4) on a JJim £(x) =+ et
on sait d apres (1.13) que la suite { #(x, )i, est décrois-
sante, donc la suite {Xn }so-s est bornée, donc
{AF(x,n)3.22, est bornée en vertu de 4a). D apres la défini-
tion des nombres positifs R, la suite {R, 7., est aussi
bornée, ¢ est-a-dire il existe R,> O tel que pour chaque
n:O0<R_<= R, Il en suit en vertu de la hypothsse 3°
1'existence de M,>0 tel que O < M(R_)= M, quel que
soit n entier naturel.

llaintenant, on va construire deux sous-suites: {m&_f:4
et vi,n? f; p Cee n %, pour lesquels °n5,'

0 2 TM( nAF(«X,‘ )] ] 2
on énumera ng . Les autres’'n , ¢ est-a~-dire pour lesquels
on a dans (1.10)
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on énumera n; .

Alors

€ e Co £-£
€. —W—HAF(X.\,“)H a,r—-;IMF(X“h)ﬂ ’

done

% £
8%2( —_—) IIAF(.x " .

Produissons eette inégalité par le nombre
JAF (X, OI™F

1* % £+
8%11AF(.><,%) 2(‘1M°) NAF (X )M .

’

L)

Alors k}yi: AF(xn,) = 0, donc 4 apres la hypothese
4b):&1.‘,1: F(x,,,“) =0,

1
On sait que £W?. :c% )€ quel que soit J en-
tier naturel., Il suit de la convergence de la suite
{Itﬂ.i.‘: en vertu de (1.13) _ lin AF(x,) =0, done

;_1);@ F(x,,‘, ) =0, donc M}yigo F(x ) =

Pour finir la démonstration on utilisera la hypothe-

se 2°. On a démontré que la suite { X, } est bornée.

=4
Alors il existe un nombre R, > O tel que x € D et
o

x € DR° quel que soit n . Alors on a: I[X, Iy £ ¢ llx, £

£¢ R, U.xnlsé- e, R, pour tout n . De la hypothe-
se 2%, 11 suit 1 inégalité
B, 2€,R, X=X Mg ) & (Xp= KXoy F(X, )= F(x, ) =

= (X~ X, , F(Xn)) €1, =X N IF(x I £2R, | F(X, .
Done “_1,1‘: hx, - x.lls =0, ear‘]_._%: PF(x)=0.
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Reperque 1,1. On a démontré

B2, (1Xn=1lg) £ 2R, IF (x )1
oi R, est le rayon quelconque de la boule D; telle
que tous les points x € DR" et x € DR, .

La condition (1.5) du théoreme 1.1 soit remplacée

par
(1.14) (h, F(x+ h)=F(x)= %, (ah-lhl,

alors
Fep 2R, (%= X 1) & NF (X )0
En effet,
U X = Xo I+ Ao, 2k, N Xn= Ko 1) £ (X=X, F(x,)-F(x,)) =

= (X = Xy, F (X, 0) £ %= X, 1 I F (X, 00

La condition (1.14) est mieux que (1.5),car la fonc~
tion 1 , est habituellement définie sur ¢ 0,+ co)
et ne dépend ni sur x ni £/ , donc nous ne devons pas
énumerer R, .

Remarque 1,2. La condition (1.5) du théoreme 1.1 soit
remplacée par (1.11). Alors il existe la solution unique
x, e X de 1°équation F(x) = 0 , la suite § Ky aé-

.,
finie par la relation de récurrence (1.8) est bornée et
lim I F(x )l =0, c’est-a-dire c’est la suite minimisan-
te pour la fonctionnelle ¢ (x) =1 P(x)I .

En effet, on a utilisé la hypothese 22 dans la aé-
monstration du théoreme 1.1 seulement pour vérifier que
la suite { X, ¥m ., converge vers x, selon la norme
de B . Auparavant on a utilisé seulement la condition

(1.11) qui est une conséquence de (1.5).
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Repargque l.,3. Pour démontrer 1 existence et 1 unici-~
té de la solution de 1 équation F(x) = O , on utilise
seulement la hypothése 1°, la condition (1.11) et la hypo-
thése de la hemicontinuité de 1 opérateur F . Pour démont-
rer la convergence de la suite { X, J,,., définie par
(1.8) vers x, on n’a pas utilisé la condition 1°, mais

une conséquence, comme suit: 1lim f(x) =+o0c0
Ix oo

Reparque 1,4. L assertion du théoreme 1.1 ne change
pas si 1 on remplacera la hypoth?ase 1° par la suivante:

I1 existe y, € X tel que pour tout he X

(1.15) (%, F(%i-h)—f-_(%))z.l(ll%ﬂ) ;
ou —L,(f) est une fonction intégrable sur (O,R)

quel que soit R > 0 et

R
. 1 A (o)
PN ds = o
(1.16) ng.[ 2 ds ;

o¢ quelconque de (I F(y; )l ,+ cO > -

Démonstration. D apres la remarque 1.3 on sait qu’il
suffit de démontrer 1 existence et 1 unicité de la solu-
tion de 1'équation F(x) = 0 et l'asaertion"xkhﬁzzf(x) =
=+ 00 .

De la méme fagon que dans le théoreme 1.1 on montre
que la fonctionnelle f est continue faiblement, inféri-
eurement, bornée inférieurement sur chaque boule D, g
et elle atteint son minimum dans D, . .+ De la condi-

tion (1,15) et (1.1) 4l suit que
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-1
£() = Fg) " (x-apy, Flyggrt (=g, M)t =
1
=)+ )/ ooy ), Flaprt(x-ap - Flaf DEL +

+<°"%7F%”*\°(%)+(x—%,f=(ry, ))+f'a (tlx-24 1) %?—

Posom® fx -yl = R | donc

£0x) 2 i)~ RYF gy M+ /A tR) LE =

= £(p) - RIF@y I+ [FAD oy = £ ) +
(4

R
AW)
+R(-IlF'(a“)||+.'1R.-£‘ ~%d¢) .

I1 en suit en vertu de (1.16) que ““1_11:’ £(x) =
=+ 00 et aussi que f(x) > £(y, ) sur la sphere
D,,« POUr R> O assez grand, donc d’apres le théore-
me 9.3 de (6] 11 existe x,e€ X tel que Ix -4 <R
et

0= grad £(x, ) =F(x, ) .

Cette solution est unique en vertu de la condition
(1.11).

Remarque 1.,5. Si 1 opérateur F est borné, 1 opé-

rateur AF est sussi borné.

En effet, d apres la hypothese 4c) on a:

1Az 7 = %; (Az,z) £ é—; tAzll-llzl ,

alors 4 ,
1Azl £ (¥ T

done 1 opérateur A est borné.
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Raparque 1.6. Supposons que pour tout he X

(1,17) (M, FR)) 2 [l (lanl) ,

il existe ¥, € X tel que quel que soit he X

(1,18) (M, Flys+ m)-Fly N2 Ialle 7 (hdall)

respectivement, ou 0 g (Rt) est une fonction intégrab-

le sur (0,1) quel que soit R > O et telle que
(L19)  fim R [ (RYdt = + 00

(1200 _fim [y (4RYdt =, o € (IF@yl,+0>,

R-’
respectivement. Alors les conditions (1.17) et (1.19) sont
équivalentes aux conditions (1.3) et (1.4), (1.18) et (1.20)
a (1.15) et (1.16),respectivement.

En effet, posons A(t)=ty(t), n=1t-R ,

alors
Alp) ) = co
R-bnw -["%L‘d' TR+ Rf’x(fk at=+ ’
4
4 R acs) tm at = &«

of el Fly, )l ,+ co > , Tespectivement.

Dans le théoreme l.1 on n'a supposé ni la continuité
de 1 opérateur P ni 1 existence de la différentielle de
GAteaux de cet opérateur. Si 1 opérateur F a la différen-
tielle de Giteaux, alors 1 assertion du théoreme 1.l est
valable en changeant ses hypotheses par les autres que

nous pouvons vérifier plus facilement. Cela sera montré
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au théoreme prochain:

Théoreme 1.2. Soient X un espace vectoriel normé
réel, réflexif, F: X— X  un opérateur potentiel, ayant
une différentielle de Gateaux au chaque point x de X
tel que

1° 11 existe y, € X tel que quels que soient
heX et 2 € (0,1) ,

(1.21) (4, Flag+Th)h) = 2RI,

ou '?L,(f) est une fonction intégrable sur (O,R)
Quel que soit R > 0 et
R

oc quelconque de (Il F (g dll,+ 20 > 3

2° quels que soient x e X et £ > O, il existe
une fonction réelle 5 , de la variable réelle t ,
?
croissante et continue sur < 0, £ > telle que
Fue (0) =0 et
(1,22) (,Fix+Th) ) = Yxe i llg ?

quels que soient O0< T < 1 et Iy £ 2 | ob
B est un espace de Banach tel que X c B algébriquement
et topologiquement;

3° quels que soient R> 0, x € D, eth ,h e X,
Jouissant de la condition h = h ou h = T x, ou

0< v < 1 on a

?

(1.23)  Cdy, FPCx)) & MR I IR, Iy
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ou M(t) est une fonction réelle, positive, définie sur
<0,+co0), bornée sur chaque <o, > c < 0,+a0";
4° 11 existe un opérateur injectif A: X'— X jouis-

sant des propriétés suivantes:
a) 1 opérateur reciproqué A""  est continu au point
De R(A)Y.

b) i1 existe E£°> O et ¢, > O tel que quel que
soit ze X,

(1.7) (Az,z) 2 ¢ Az I™ .

Alors 1°équation F(x) = O a une solution x, € X ;
cette solution est unique et la suite

(1.8) Hpeg = K= Ep AF (X))

converge vers x, selon la norme de B, ou x, est un
élément quelconque de X ,
(1.9) R, = I, I+ IAF(x,)]

et ces £, satisfont aux conditions suivantes:

£

20 Mim (5, haR 1A F(xn)ll' £,
£ Min 1, 2M(R,,) JAFCx OIS ) .
Démonstration. On utilise la proposition (3.2) de
[6] pour vérifier les hypotheses du théoreme l.l.
D apres une proposition de [6] (cf.page 63) on & que
1 opérateur F est hemicontinu sur X .
Vérifions 1 1négalité (1.15) de la remarque l.4.
Pour tout he' X on a:
U, Flagy +40)-F s )= C, Fringp + T ) 0) = Al )
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ou la fonction A(%) satisfait a la condition (1.16).
Quels que soient xe X et £ > 0, il existe, a4’

aprés la hypothése 2°, la fonction ¥, ¢  croissante,

continue sur < 0, £ >  telle que Y 01 =0 et

quel que soit I flly € £ ona

h, F(x M)~ FIX N=Ch, F(X+Th) ) 2 Y (N2 llg ) -

Donc 1 opérateur F satisfait a la hypothése 2° du théo~-

réme l.1.
Soient x, x+he D, ., Pour tout 0< T < 1 on

a
Ix+Thll=1U-2IX+T(X+L)l & (1= lIx I+

+2lx+ll& (1-TIR+TR =R -

Alors de la hypotheése 3° il suit que
U, F(x+4)-F(% W= (h, FAx+Th)h)e MR A I .

Donc 1 inégalité (1.6) est vérifide et la fonction M(t)
satisf&it aux condiiiona du théoreme 1.1.

Il y reste & démontrer que 1 opérateur AF est bor-
né. D aprés la remarque 1.5 il suffit de montrer que 1 opé-
ratewr F est borﬁé.

I1 existe he X, llh/ =1 tel que

LIF)-Fom £ (h, F(x)- FON ,
car
- = (b, F(x)-F@0)) -
IF(x)-F(ll = 2ty (b, F(x)
D’aprés la proposition 3.2 de [6] 11 existe 0 < <

< 1 tel que
(Jr, F(Xx)-F(0)) = (h, F/cex)X)-

De ces deux relations il suit 1 inégalité
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TF(X)=F(O)N £ 2 (h,F/(2x)x).
Alors

NFEO £ BFCX) = Feo)ll+ KFl £ NFOM +

+ 9 (0, F/(2x )£ IF0) | +2M(R)IX] V=

=l FOM+2M(RY I x I .

On regoit 1 assertion de ce théoréme en vertu du théo-
reme 1.1 et de la remarque l.4. ‘

Remargue 1,7. Si la fonction 7y , de la hypothe-
se 2° du théorsme 1.1 ou 1.2 est définie sur < 0, +c0)
et ne dépend ni sur x ni £ , alors il suffit de suppo-

ger que XC B seulement algébriquement.

\

§ 2. Probleme gux limites
On utilisera souvent le lemme suivant:
Lemme 2,1, Soit 8 un entier naturel. Pour tout 1 =

= 1,2y.00, 8 80it a. le nombre réel positif, Alore

» 1 V-l
1° (2 a, Wes”Z ol quel que soitf2>17;
vz ac4 1

» sl
2° :»% af; < M~ (4.'% a; quel que soit 12 > 0.
Démonstration. 1° cf.[2], Théoreme 65; 2° 1 inégali-
»
té a) < (5.2,, ay w entraine la relation demandée.
On désigne par E, 1 espace euclidien réel de di-
mension N avee le point générique x = (x1 » Xypeoey x,);

N
on pose le:(tg_q \X,-f')
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Par (). nous désignons un domaine borné de 1 es-
pace E, , & fronticre J.N lipschitzienne (et
[4)). Le symbole 11 signifie la fermeture de (L .

€ ((1) signifie 1 espace des fonctions réelles
indéfiniment continfiment différentiables dans ) et
continiment prolongeables ainsi que toutes leurs déri-
vées sur (L .

On désigne par D (L)) 1le sous-espace de &(I(L)
des fonctions a support compact dans (L .

Soit 4 =(i,1,, ...y 1y ) un vecteur dont les

composantes sont des entiers nonnégatifs. On pose
. N h
111 = M§1 1, -

Lempe 2,2, Soient k un entier naturel, 3¢ le
nombre des multiindices |2 | £ 4 ., Alors

&
(2.1) % =a"§'° (N + o 1) .

En effet, 1 assertion est une facile conséquence
du théoreme 4.2 de [4 bisl, chap. 1,5 4.
On introduit comme d habitude 1 espace W*®(n.),

avec la norme

: oy EN
““”w‘:.m(a, = !lullw#, = (;{,g“m (XA x) ’
ou la notation usuelle
N &li!
D= 4 N
: ox™... Ox,
est utilisée.
On désigne encore par Wﬂi” (n) la fermetu-

re de D(Q) dams W™ ()
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Nous avons, cf. par exemple J. NeXas [4]:

€ = W®), 144m < + oo . S1 Im <
<¥, w¥w) e Ly a) algébriquement
et topologiquement avec —;—: = 0-'1-1 - {‘-i’ . Pour
%; > ,'% - -{5’— la trasformation identique de W;f)(ﬂ.)
dans L, est compacte. S1 km =N , 1 assertion est vraie

pour ch:'que jé._, > 0O et la transformation identique
est compacte. S1 km > N, W® (o) c c®cm)
(Cc?m) est 1 espace des fonctions continues dans
a ) algébriquement et topologiquement et la transforma-
tion identique est compacte.

Une conséquence facile de ces théoremes d immersion
de Sobolev sera 1 assertion suivante:

La transformation identique de W»f“"" )
W;‘"'"( ) est compacte.

-

Voici un théoreme sur les normes équivalentes:
Théoreme 2.1. Soient m= 1 et Xk entier naturel.
Quel que soit w € Ww‘:’” Q) on a
, 1
(2.2) Bl oo £ ¢ (X LD Cordx)™

.

ou
fo-1 -Fm %\r
(2.3) g-(1+Z(N+j—’-')(2a,)(“;’ ) ’
=0 7

a est une longueur d une ardte de quelconque cube conte-
nant le domaine JfL .,

Démonatration. Soit ¢ € D() . Le domaine 12

étant borné, on peut placer {L dans un cube Ix;l< a,
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i= 1,2,..;, N.Ona
(2.4) o (X, Kgyee ,J() / (fﬂ TRaERa™ )df"

Si m>1, donc par 1 inégalité de Holder on ob-
tient
1P (X gy Xy ore .x,‘)l""z (2@)"'“'fl 5%, (€5 Xgyeey X1y
En intégrant cette derniere inégalité en x, dans 1 in-

tervalle ( - a,a > , on obtient
flsv( 4 Xy 5oy Xy WTELX, 1-(20)"':/!3;2(3(,,, e WO,

Par intégration de cette inégalité en variables x,,
Xygoeey Xy , dans chacun des intervalles ¢ - a,a >,
on obtient

) jm
{Ig(x)lmdxé(i?a,)‘"‘_/a'l—%x-l ax .

De cette inégalité on déduit:
m < e (0 myx £
:{lcy(\x)l dx £ (2a) 41?311-1
< (2a)":'f'§‘; {l.Diq:(o()l'”d.x .

En appliqusnt la derniere inégalité a D*g  pour
4l £ k , on obtient (2.2).
Si m=1, donc d apres (2.4) nous avons
1 (g Xgyerry Xy )] é_f’[ g_%_ (§,, Xgyrs Xy I IAE,
d’ou suit de la mdme fagon 1 inégalité (2.2),
I1 faut rappeler que dans les paragraphes 2 et 3 le
symbole 6e signifie le nombre du lemme 2.2, k entier

nonnégatif, = > 1 réel et m = Zo .
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Soit 3 un multiindex. On définit un vecteur
§e E, par §={§5_; I3 1%« ff. Le vecteur
§C(u) signifie £(4c) ={Déu;, 171 = R I -

On suppose
1° les fonctions réelles a(x ,§) sont définies sur
0N = E, pour li| £ &R , continues pour presque
tous x de () en § » mesurables en x pour §f fi-
xé;

2% 41 existe ¢ >0 s m >1 tels que pour preaque tous
x de () et § quelconque de E, ona
(2.5)  lay (x,f)1 & ¢ +ﬂ¢%h‘§9‘ (=15 .

Legme 2,3 (cf.[3],lemme 1.1). Pour Ilil& & 1 opé=
rateur = (x, £ ) résulte continue de Wq:"’ (n) dans
L., ().

On se donne:

a) Un ensemble linéaire %) tel que D (N)c P c

C £(f1) et désignons par V = %) , la fermeture dans
wﬂff‘" (n) . Morsona W*c Ve wd)

b) Soit Q wun espace de Banach, contenant 2 (.2),
avec D (f1) dense. Supposons que W, * (0) c &
algébriquement et topologiquement.

¢) On se donne encore 4L, € W,,.‘,“ (L) et une
fonctionnelle g e V' (espace dual) telle que g(v) =0
pour 4 € \r:/mf"" (1) et encore £€ Q°. Désignons

f(v) =< £5, , )= <% gV -

Le probleme aux limites: on cherche L € Wm(:"’ )

de sorte que
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I) u=-u € V,
D) [ = Drar(x)a;x,fw)dx = < £ *%3 0
/o lale

quel que soit ve V.
Formellement, on obtient une équation non-linéaire

dans fL :

Zbc-ﬂ’”])"“ (@; (X, () = £Cx)
(A7)

dans la forme divergentielle.
Exemple 2.1, Soit m > 1 ; prenons powr |i] £ A

-

m_1
x fi

2.6) @y (E) = (v Z £5)
Soient Q et V les espaces quelconques satisfaisant
sux conditions a),b). Solent < v,g ‘>9A-=— 0,u, =0 et
£ quelconque de Q° ,

Résoudre ce probleme signifie de trouver une fonc-

tion u € V telle que quel que soit veV,
. . . m_q
2.7) [ Z D (0D () U+ 3 (Do (x)*) Fdx =<3 £,
g bk 13144
Exemple 2,2. Soit m > 1 ; prenons pour (i| £ k

(2.8) a; (X, §)= 1§, 1" sign §, .

Soient Q et V les espaces quelconques satisfaisant
aux conditions a),b). Soient < v, g 5=¢ 1u, =0
et £ quelconque de Q° .

Résqudre ce problzma signifie de trouver une fonc-

tion u e V telle que quel que soit ve V ,

3 Y m-1 <
(2.931/"%‘3 2 (VD COI™ Joigm (DY (x Ndx =<5 £, .
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Définition 2.1, Soient V 1 espace satisfaisant &
la condition a), a; (x, § ) satisfaisant (2.5) et la
condition 2° , On définit 1 opérateur T: V— V° par

(2.10) (v, Twe) = /2 Torxda; (x, § (wvae, N x5

oi v, ue V quelconques et u, est un élément de la
définition du probl‘eme.

Définition 2,2, Nous dirons que 1 opérateur T est
totalement momotone strictement, si poﬁr chaque Vv, ¥ €

€ V , v+ w, la condition
(2.11) (wey ,Tw=-Tv)>0,

¢ est~a=dire
(2.11) [ 5 Déwr(x)-v(xNLa; (x§ ity + W) -
o' hick

_a,i(\x,g(,u,‘,+qr))3d‘x > 0

est satisfaite.

Définition 2,3. Nous dirons que la condition de la
coercitivité faible pour 1'opérateur T est satisfaite,
8i pour chaque ve V on a:

(2.12) (v, Tr) 2 AU ),

¢ est-a-dire

(2.12) [ = Dir(x) ;i (X, § Wt v N = XU )
Y kb

ou —‘?—%—@ : est sommable sur chaque imt ervalle (O,R),
R> 0 ot s
R
: 1 A
(2.13) Lm 5 —75-2 ds = + co .
15 Rar+e0 R '[
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Définition 2.4. Nous dirons que la condition de sym-

métrie pour les fonctions a; est satisfaite, si presque

partout dans {2 pour chaque fonction g€ b7} (Eae )

(-1 >‘9'/%‘£Fﬁﬁ’—a (x,)df =
:(-4)'*‘/ J ) oy (x, relf -
Lemme 2.4 (cf. (31,Remarque 2.1). Si pour §, ’zeE ;
§+7,

(219 = (f; -7 ;€ )~a; cx, )1 > 0
T est totalement stric-

on a

(2.14)

presque partout dans J. , alors
tement monotone.

Lemme 2,5 (cf. [3],Remarque 2.1). Si a;
niiment différentiables en § , la condition
Oaj; (x,7)

(2.16) l—il,lg‘:l'aa. —-—?’-?;—’—72— fi 5 >0
quels que soient §, 7€ E, , §+ 0
x de f) , entraine la condition (2.15), alors T

sont conti-

pour presque tout
est to-

talement strictement monotone.
Legme 2,6 (cf. [3] ,Remarque 2,1). La condition

(2.1%) "vgu('_',m” "w o, To) = + 0o
¢ est-a-dire

e A % ~
(2. 17) vl oo Tl éw%ab YOO (X,§ urvr Ndx = + 00

entraine la coercitivité faible de T . Nous dirors que
pour 1 opérateur T , la condition de coercitivité est

satisfaite, si 1 on a (2.1%).
Lenpe 2.7 (cf.[3],Remarque 2.1). Soient c, >0,
c,>0 et e, > O tels que quel que soit § e E,
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presque partout dans (L
(2.18) H‘qu’& (\X,?)f& 2 c‘Y l%g'fﬁ ™ ‘?(p,p,..,,ol 'm" c_g ’

Alors la condition de coercitivité, donc la condition de la
coercitivité faible est satisfaite pour 1 opérateuwr T .
Pour le probléeme, o V= W*'(0) | 1l suffit
e, 2 0.
Lemme 2,8 (cf.[3],Remarque 2.1), Si les coefficients
sont continiiment différentiables en f pour presque }out

x de L , la condition (2.14) équivaut a la condition

da; (x, €) Jag (x, £)
(2.19) = ;

presque partout dans () .
Théoreme 2,2 (cf.[3],Théoreme 2.1). Si (2.5) et (2.14)
sont valables, la fonctionnelle
1 )
@W):,ofdtéz Dyix)a;(x, §fu,+trNdx -

(2.20) iied

~<v $y - <@ %a
est continue sur V , ayant la différentielle de Gateaux au

chaque point v de V et
(2.21) @, 8w = -.r/z. wzuepiﬁ(y)aai(“f(“v*v Nax -
— P F 5y ~ <V, @20
Théoreme 2.3 (cf.[3],Théoreme 2.2). Les conditions
(2.5),(2.11) = (2,14) solent satisfaites. Alors il existe
un minimum de la fonctionnelle & (v) de (2.20) dans V ,

soit v, . La fonction u, + v, est une solution du pro-

bleme. Cette solution est unique.
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Lepme 2,9. Le probleme aux limites de 1 exemple 2.1
a une solution unique pour chaque f¢ Q7.

Démopstratiop. Il suffit de vérifier les hypotheses
du théoreme 2.3:

a) Quels que solent [1i] < k et fekE, ona

la; (x, §)l = IM+WZ% EOB1IIf ) £ (e vd) -
. (ﬁjangén”""uﬁ}%b I 1) & e R (14 Z 1L ™),
(3) Symmétrie: pour i+ J on a

—J——a“a;“ B g6 g (- z gFT =

- Faixf)
of: ?
3@;(& 2\~
—F.F-:Lf— Z(m_/’)f (14 13 urb f ) +
+ <1+“h§.‘)

Y) Pour §,7 €E,, f+0

(X
) .
W%Tﬂzfe G e L E

2\ F-2 2 21 2,24
“ +/¢/§u’l¢) *uga & “'ﬂ%\ﬂt} > M*,’%,ﬂz )

2 g
‘Z K -('1+u7§.~"l’) 2:-1 LS i fi %%

2
=(4+“g‘q¢) [Mﬂ 7 l mﬁg fm ull;lé&f f"’l‘- "Z;-J =

-2 2 29 _
2+ Z AL i S - = e

= -2 2
"’*,%—,,e) m%;.? >0 .

D'aprao le lemme 2.5 T est totalement strictement
monotone.
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d) soit feE, ;
Zw 6§ == (1+ 5 ¢2 e (> gz)T" .

Tk ik r;;g. Qe °F

LS ERs (T EHE >

mu. 136 & 2 39 - tn.

alors pour m = 2

(E 1™ .

Si 1< m<2, alors

2\ -1 2_ 4y z
> a,(x, §>§._<4+|%hg?_,r (t Z i == £20% —

Vilths

—(1+Z§2>? ‘>(Z§>T-4ziz g ™1 .

g1k € Jiza

Donc 4 apres le lemme 2.7 la condition de la coerci-
tivité faible pour 1 opérateur T est satisfaite.

Lemme 2,10. Le probleme aux limites de 1 exemple 2.2
a une solution unique pour chaque f e Q° .

Démonstration. Vérifions les hypotheses du théoreme
2,3:

®)  la ()= g M le (e Z I T

quels que solent |1l < k, §f e Egp
f3) Symmétrie: Pour i + J on a

aa«i (-x;f) = 0
of;
Pour |1/« k on a

..._g.-—f-a"'éf‘ L o (m-DIEI™E

Y) Sotent £, 7€ E,, £+ 0, alors
s GailXal) g S (me)g ™t EE > 0

iggice  9OF; 1ilste ?
done d° apru le lemme 2.5 T est totalement strictement
monotone.

d) Soit § € E, , alors

H
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Za (X, g)ft —ul%'hfi I§; I"""ét'gn £ =l;-l..lf': s

i1=0e
donc d apres le lemme 2.7 la condition de la coercitivi-
té faible pour 1 opérateur T est satisfaite.

Remarque 2,1. Si 1 on résout les probleémes aux limi-
tes des exemples 2,1 et 2.2 pour V = W ®(n) , 11 suffit
de définir les coefficients a; (x,§ ) par (2.6),(2.8) ,
respectivement, seulement pour [i|{ =k . Pour (1|l £ k =~ 1
posons a (x,g } = 0. Alors tous les deux problémes ont
des solutions et ces solutions sont uniques pour chaque
fonctionnelle £ de Q° .

En effet, il suffit d utiliser le lemme 2.7 avec c,=
= 0 pour vérifier la condition de la coercitivité faible
et le lemme 2.5 pour vérifier que l'opérateur T est tota-
lement strictement monotone, car si 1 on résout un problé-
me aux limites pour V = W, %’ (n) il suffit de suppo-
ser dans le lemme 2.5 au lieu de (2.16) seulement

da

Vil ig 16k t(.x’,)Z) gf >0 pour g* 0.

Lenme 2,11.(La méme idée de la démonstration comme chez
J. Ne¥as - ¢f.[3], lemme 3.2.) Supposons les fonctions ré-
elles a_ (x,f) définies sur ) > E, pour |1l £ k ,
continues pour presque tous x de 42 en § , mesurab-
les en x pour § fixé, satisfaisant aux conditions (2.5),
(2,15), telles que pour chaque § € E, ,

(2 22) b Z i‘lm-»f Z ,gl |’~a,.(‘x,§)§‘:)=+oo

Iilzts f‘

presque partout dans ) .



Sofent u, w, € W), fu 1% c W M)

tel que u — u. Soit presque partout dans ()

(2.23) S £, () =0,
ou

(2.24) £, (x)= =

La; (% E(Uy+ 44, )) =@y (X, § (w+ 44,00 -

(D, (3) =Dt (X)) *

Alors il existe une suite partielle { u,,,,éf."

#=1
telle que '
lim D% u, . (x) = D*ulx)
3 Yoo F
presque partout dans . pour (il = k .
Démonatration. Dans cette démonstration on signifi-

era chaque sous-suite par le méme symbole comme l'original.

La suite {« 3~  converge faiblement vers u ,
alors elle est bornée dans Woff’(-ﬁ-) , donc elle est
compacte dans W *-"(n) | c’est-a-aire, il existe
une sous-suite {4¢, 7Y et un élément v de wﬂ;“"’m)
tels que limu_ =v selon la norme de W"‘:""(.Q) , done
u, — v dans W*"(0) . L'inclusion

w® (n) = W) entralne (W*-7(0n))" c
mn "

c(w & ()’ alors de la convergence faible 4,7,

vers u dans W% () 1l suit que u_— u dans

w”ff"’(.ﬂ.) , alors u =v dans w,,‘}"’(.a) . On a dé-
R-D

montrém_l;i: u, = v selon la norme de W"L “(Q) , done

lim u =u selon la norme de wﬂ;"”(n) . Il en suit

m -y oo
en vertu de la relation

ID (i =aa )l & Hatp -t ll, ca-n

qu’il existe une sous-suite { 4, ?2., telle Que

- 483 =



1im D¥u, (x) = D* ulx)
m -~y oo
presque partout dans () powr |i| € k-1,
Maintenant on va montrer pour une certaine socus—suite
o0
fw, 3.,
lim D*wu,(x) = D% ulx)
mS oo
presque partout dans {1 gussi pour (1| =k .
Soit x un point tel que
Mar ID*w(x)| < + co, Mae [Du,(x)I<+ 0o ,

Hle & Y 1ile be

Jm D, (x)=D*u(x) quel que soit li/£k -1
et encore tel que chaque fonction a;(x,f) (lil<Xk )
est contime en f .

On peut trouver une sous-suite des u, telle qu'il
existe une limite de la suite { D« (x)}.., Ppour cha-

que (1| =1k . Soit Lm DV, (x) = %, - 11 = & .
I1 suit de (2.5) que

.0 =I.I£u(D“uﬂ(.x Y+ Dian, (X)) @ (X, § (i, + iy ) =

- %CD‘@,(.x)*—D“u XNy (% § (U + 445 ) =
(107

-‘Z‘(D"uﬂm Y=Drak (X)) @y (X, § (u + 4o » =

141&.

2 S (D, (X)+ Diakg(x N @ (X, § Uyt 44 » -
1+1&h

‘ " < m-1 vl O+D e (x)| -
~-c (1 *.;%,.'D d, (X )+ D 4y (X1 ‘glam %

~c1+ 3 lD“"qu)fD“"u,(o()l'”") .
lile&
-H?k;“‘D“"u,M(x)-O-D“',u,o(x)-p‘:%(.x)_p"u,(x)l 2
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2,_;,%,‘(-3':%,.,(»(%1)‘%, (xNa;(x,§u, +u,)) ~

-~ c’(.x)m+H;~ID"AL,,,(.><)+D‘°4L,(.x)l”"" +
i | Dot () + DV, (XD
En divisant cette inégalité par
S I§rI™T e SOt

=k % il "%
ou . ;
£ = DY, (x) + D¥ g, (XD 5
on obtient
1 f, (x)2 !
m " - el e g
A A W TR
a; (x, ™) = e'(x)( 1 ~ 1)
lnkh ?,, f uzkl?* l malf’
Si Ig;l=+o00 , alors Lm |§7 |= +ao , done

1 expression & droite converge vers + co d aprés (2.22)
et l'expression a gauche converge vers zéro, ce qui n’est
pas ﬁouible. Alors |7 .l<+ co quel que soit |1/ =
=2k .

Posons X ={f; ;1il< 4}, on Ji=DWx)
pour {1l <€ k=1 ot ¥, = 7, pour (1| =Xk .

De la continuité a.(x,§) en § et de (2,23)il suit

que )
0 = &nn#,,,(x)=m$2~6},;~])*w(.><)) .

m ~¥ oo

cLay (X, F+§u,)xXN=-a; (X, § (e + 44,)(x)) ]

$°11 existe (1] =k tel que ¥, +Du(x) alors
en vertu de (2.15) on a



0=,2, (F-DiwlxVLa; (X, F+§U)(x) -
—~a; (X, § (u+ 4, (xN] >0 ,
ce qui n’est pas possible. Alors
lim D% u, (x) = D* ulx)
ny oo
presque partout dans () pouwr (il £ k .
Lemme 2,)2. Soient 2<p<m , u € W("’(_(L) Alors

fallyn & o€ le * muww ,

Lig 'm-
ou
= 9 m-fr
a = 2 m-2 ,
Démopatration. Posons 5 = ;‘2-5 et Q,,= r:f%_—»,
Alors Cam=2 o 4 g ———2—"”-2 = - .
’rb On-'fl 9'— ru' 47'— a

L inégalité de Holder entraine

"“’"E;__" f"u (Ol (X)) [Fdx £
éqlm(xn"““’ *‘dx)%(flu(o()l“zdx yE o um; * e n

Il en suit que

Wlfe F 0w I 2 Z D% I Il

liicte 2

&

sl

£ I = (7l E e e (5 1D

m 12
i1k on

e (Z IDFl, E = setlullin lulyw -

§ 3. Application de la méthode de la descente la
plus rapide

On résout un probléme aux limites pour 1 équation

SN DY, G E () = £ (X))

lilck
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et on cherche la solution faible dans W'*(2), Sous cer-
taines conditions sur les coefficients a  (x, § ) on
peut asppliquer la méthode de la descente la plus rapide
& la solution de cette équation:

Définition 3,1. Sous les conditions de la défini-
tion 2.1 on aéfinit 1 opérateur F : V—> V° par

(3.1) (v, Fw) = T ) =< f, 2a = <, @ 25,

Quels que soient v, ueV , ou T esat défini par (2,10),
Lemme J.)l. Soient les conditions de la définition

2.1 satisfaites. Soit a;(x,§) continiment différenti-

able en g pour presque tout x de (1L et chague (i<

%< k. Soit ¢, > O tel que quel que soit 7 e E, >

da; (X,7) [ ym=-2
(3.2) | 15?5, | £ e, 1+ 17, 1)
presque partout dans f) ,

Alors pour u, ve V on a

2 1+ 2m-1
m -1

(3.3) (v, Flu+v)~Flu)<c e flar 117

pour l<m<2 ;

Ged) (v, Flw+ ) -Flu N4 ¢, 2e Il - 1% pour m =2 ;

-4 4
(3.5) (v, F (s +v)- Fw)) & ¢, (oe+1)0e" ™(oe e (22)™ +

+lag l+ a4 a2 ™2 ) )2 pour m>2 ,

Démonatration. Il suit des hypotheses que
(v, F(u+ )= Fu ) = 0, T +2) = T()) =

=/ 2 Do () [a, (X, f(ut, + b 422 D=2y (X, § (chy+ £ NI X =
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3 s 92yt fi, +ut+2) s .
=[ ZDr 0 [ F T 35, Do (x)drdxs

1 0 < , -
£ C1 ’[dt'-/ll ngkl.D dr(.x).g%h(”-l-lD"(ao.‘.M.,_@,v,)(‘x)') 2.

- Draycxdrldx .

Si m =2, 11 en suit d apres 1 inégalité de Holder
1 <
(v, Flw+17)- F(a)) = c.,_[d z“.{,%,. 1D x| -

« S DT (xldx = ¢ [(Z 1D arcx)Nidx £
13144 1% itk

< 2
ce, eeu/;”%‘lb v (x)’dx = ¢ oe llv |l

S1i m>2 , de 1'inégalité de Holder généralisée avec

P, =p, =nm, p3 = 'o_nzn——i on obtient
4
1 Py mH
(v, Flw+ v) = Fan)) -‘-c,,jo'dz (4(H§ulb r(x)|)™)

; W y m F3
;ﬂzm(éﬁ-o-lDf(uo+u+fv>(x)l)defw31 %’D"Iffx)’ Ux )™ <
=1 .7 . 1
£ e, “%‘a/df(é,ﬁzull)wu»”dxﬁ‘. (1+0€) -
) (—[z ';%.(1*’D"(M,+u+e’¢r)(.x)l)’"’da)% .
(= [IDvi) " )® 1h (e 5 Il A -
‘ ,,‘Z,,, o | VX X)7 = ¢ e + v
% » -2 -
- [t (AN ™4 N+ + T )™ < c (e + o -

1
C (ot CANFa a4+ lanll+ )™ Har I* .
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Soit 1l<m<2 . On a démontré 1 inégalité
(v, Flu+r)-F(w)) £

l I dx
£0,2 e L4 47 (1+lD7w'(.x e TR 0l eoldx 5

oW w=u_ +u. Onestimera 1 intégrale interne

/’ dz '
5 (A4 1DFawr (x)+ =D ()2 ™

Jix) =

pour x Quelconque.
I) 0 £ Diwr(x), 0<D¥er(x);

a) DIv(x) & 1+ D¥ar (x) ; alors

/" _ adzr
v (1+ D¥w(x)+ = DFv(x)) 2-™

J(x)=

P4 m-2 =
’/ (D’rzf(.x)-o-’c'D"zr&x )y 2-m (D?’VGX» f “1+ 2‘)’ -

. m-1 m~1 . -2
= IDreo L=t < E2T pEy o) .

b} 4+ Drwrcx) < D¥wrax) ;

= ’ 44 =
-a/ 1+ D%w (x) + =D ix))2™

Jx)

1 1 11 =
m=1 m5(1+1)?w(.x)+7:17 rxy™ 'l =

m-1 __
P e m (1+ D%ur (x)+ DF2r (x )

- _4__ 4 # m-1
w7 Dargn (T Pwr ™ <

A1 i -t -4*—2—-- 2™ 2
< poryar il 7 2727 (2D?% a4y (X)) |1D

- 489 =~



I DPawr(x) £ 0, DPar(x) < 0

a) -Diyp(x) £ 1-Déar(x) ;

1 ar £
RV 7 po v ovrer v Wy Py
</ Lz =

D?yr(x) - D2 (x)) 2~
Do (x ™2 =275 pr oo™
= v (X) /(1+2,)2-m m -1

142™7 ¥ m-2
L = 7 [ D¥Far(x)l .
b) 1- DFawr (XY < = D% (X) 5
1 dz _

J('X)zf (1-DZawr (x) - T D?yr(x ))2-™

(4

1
e m[(’f :DV'ZU'(‘X) ’KD’U(‘X)) J

-1 - D# -7 ™1 4
—m,'l—)—éj,‘—,?"x‘;('ll)w(x)ﬁflr(x)
1 1 1 .
tm-1 D”arﬁx) (1- D’w&x)) Sim- 1 (-DFr (X))

-(-2]35’4!(0())""'10-#;,-5-,117(—“—)(-D"fu'(«x))'"‘ <

2m-f _ m-2
< —W—L—'I—— ( D (X))

+2™" # m-2
< Jn_n'TT' | DT 2 (x ) .

III) Do (o < 0 < D% v (X) ;

a) 0 < DFar(X) + D% v (x) ;
D dz

- Dav(x) : -

Jx) = .[ e (1- D7y (x)~2 D22 (x))3-™
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+ [ __ar
L T+ D%y + T DI (XN
70

Désignons la premiere intégrale par J (x) , 1a
deuxitme par J, (x) .

Y, (x): o) DIar(x) < 4= DFaur(x) ;

P " DFV 0 ar —
€0 ‘o/ (DFr(xX) - D (N>

_ DFar)
ar fIzoN dz -

_ y m PR
= (Daﬂf(\x)) 1-v )2-4'\«

DFw (x) m-1 +

-1 |D? m-a
o VDF (O™ (1 DF o (x)

+m ID*nr(.x)!""‘“<,—,—n——,,— ID%ar cx N™*

B A-Duwr(x) £ DFar(x)

4 D"«r(.x)
J0=-—r Dhr(-x) C(1-D%ur(x)- ’I:D‘*qf(.x))'""_'l L2

'1 1 4 m-1

_._L. 4 __'_1___ m-1
i Tewon tm -7———-]) o0 (DFar (X)) <

N

A prxn™? .

N
3|~
&N

T,y : DFar(x) £ 4+DFawr(x);

1 =
< z
% () -éﬂ (DFU(x) + TD? x> ™
Davio

b
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dz

4
Jix) = ~[ (1+ D7 w (X)) + TDFv (XN 2-™

oo ) m-2
‘/ - D‘ru—(.x) T DT = (DT (x) .

1 :
" (4-61:'?;""” = g DFrcoi™? <

m -1 '
i) L I C 2

<
b)  DPur(x)+ DPwix) < 0,
Dérr(x)

_ [ DFvix dr
(7(00_.0/ (1 +D%w(x)+ 2 D2yrcx))2-™ +

1 azc
+ . ,
,fz‘.mo (1-D?wr(x)~2TD?ur(x N> ™ .
Dov(x)

Désignons la premiere intégrale par J 3 (x) , 1a
deuxisme par J, (x) .

T (X): ) A+ DPwrcx) & - DFx)

1 :D?':urc-v)

d K)x e =—=—— [(1+ D (X)) + 'C'D"'V(X y)ym-1 Y Doy (0 _
/m 4 Druix) Jo =

o1 4 _ 4 _1 ) et
mA DIvix)  mA D) (14 DPar(x )) <

A o g
5#7 Do) T m (-ﬁw.x»[ Drvcx))™ 7 <

< g 1DFarcxy (2

B -D¥uixr< 1+ DParcxy

- ; )
Y x0< f S dz

D3 (x) + TDPar(x DT ™
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’W[X) a2 1

_( D?'V(X))""'z_/ (1-7 )2-~ - m-1

. I D7 m-2 D?wix) _ymt 1 ng m-2
O™ (14 Dy VT e 1D O™ <

< g I DFarto) 1™

U"(\x): ) q-])é,w.(‘x)é-_-pf‘fzr(‘x) 5

- I - D3 -
7‘}(00- ,;n-"—_q o0 L= DParcx)

1

“m=1 D=

. 1

=D ar(x))™ "] =
SRy T T m
. (4‘D5w(o<)-D"ar(x>)“'4 5?1“

——W( 2D v(x))'"" ‘:L., Do)

20'\.-4
m -1

I‘

< [ DFarcxn™"%

fB)  -DPu(x)< 1-DFawr(x);

1 dr
Jp 0 ﬁ'.f 'Mf” (-D?wr(x) -~ T DFy (X )™

1
(-DZ 0™ Sz Tﬁ%m =

DF¥ ()

2m™m-1
m -4

7 ) - m-1 .
- FPLE I LT Drwcaorn

7, m-2 1 7 m-2
[ D?v(x)| -WILD v (x)| .
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On a démontré 1 inégalité
Yex) £ L2201 pdarcool™

pour chaque x e 0 tel que |DIw (X))l < + <0 7

IDFy(x) < + co, I51% K .

Alors

m-1 2 .
(v, Fl+v)-Fun < e, 4/7;21 iz 1eh /I:D a0

. m-1 1 2“‘4 "l)'” “D nm-’
D% (X)) dx & (’.1 /;7,-’1 |4'I,Zt;uk"D

2.:'_1_2_:_",,1,n~» )

£ ¢, 0’ =

Théoreme 3.1. Soient m > 2 , les fonctions

a, (x,§f) pour |1| £ k satisfaisant aux conditions

(2.5),(2.14)'(3o2), telle. que

da, (X, %) >ec, S £F
(3.6) lil,lzjlék d?? E‘!— ?; 2 i itk g‘l«

quels gque soient §, 7 € E,,c presque partout dans (. .
Supposons que 1 opérateur T défini par (2,10) satisfait
a la condition de la coercitivité faible.

Alors le probléme aux limites & une solution u, +
+ v, ; cette solution est unique et la suite
(3.7 Voo =¥, = €. W,
converge vers V, Selon la norme de wf;“’md (quel-
conque 2 € < 1,m ) pour m>2 , queleconque pe<1,2>
pour m=2), od v, est un élément quelconque de V ,

€n satisfont aux conditions suivantes:
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. IS R S— P imreE ) o
(3.8) ’”Zm((z),(q.nm(gﬂ) n A =

1 m-1-& | £
ce, £ Mm (h (TaemiRy 4 ™00,

e d

1 m-1-€ i-) <
(3.9) Min ((F, TR 14 1T

1
N 1™ "75HE ),

1
£ g < Min (1) 2ZM(R,)

respectivement, ou
R = 1% I+ Nz I,

LR
MR, )= ¢, (oe+ )oe?# 27F (o @ ()™ Ity I+ 3R )™ 2R
m
pour m>2 ,
M(R,_ ) = c,,ac?."eR::e pour m =2,
0< ¢ £ 1 Qquelconque
et la fonction w, de V est telle que quel que soit v

de V ,

(3.20) /2 Dwrx0D*u (X 1+ 3, D, (x N et =
='“th 41)‘4;(,)( ya; (X, £ (wu,+ U, VX<V L, 20 -<;@ 290 >

(3-11-)m/'“‘Z‘m'I>"ar(.x)II)‘W,"(.x)l""'1 sigm (DY (X)) X =

=[S Diarixya; %, Ut VAX-U L %= (%@ %a
o ik

respectivement.

Déponstration. V est un espace de Banach réflexif
comme un sousespace fermé d un espace réflexif W, *’(n)
(cf. Lemme 2.3 de [4]).
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Les fonctions a. (x, § ) satisfont aux conditions
(2.5) et (2.14 ), alors 1 opérateur F ,défini par (3.1),
est potentiel d'aprés le théoréme 2.2.

Du lemme 2.3 suit facilement que 1 opérateur F est
hemicontinu sur V : Soient u, v, w € V, dorcde (3.1) et
de 1°inégalité de Holder suit que

Lim (wry Flaw + 1) - Fw ) = bom (awr, T + tv) =~
Tt~y o0 t oo
—T(u))=tigx»‘%k.{;b w (X)) [y (X, (ttyt e+ T )) =

~ i (X (1w, +aa Nd x étlfr”: llwr I{%.‘lla,__. (%, § Wy tae +tV-)-

-, (% § Cagp+ae ) IILW =0,

car c&_’fm«(%+u+tv) = U +
de V.

selon la norme

On démontrera que l'opérateur P satisfait aux cor-
ditions du théoréme 1.1,

1° On suppose que 1 opérateur T satisfait & la
éondition de la coercitivité faible, c'eat-?a-dire, il e-
xiste la fonction 1}, (s) aéfinie sur ¢ 0,+co) telle
que quel que soit veV, (v, Tv) = Ayl 0),

R )
f-&%:——-d'b<+oa quel que soit R >0 et
0

R
jﬁf —1——‘9\/2"’)d6=+oo

R~y oo 0

En vertu de (3.1) on a pour veV:

W, Fr) = (v, Tr)-<v; § K -<v;9 X,y =2
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22, (o= (e I+ g 1) o f

Posons A (s) = A, (A)~—c.ph,c=If I+ gt .
Alors la fonction A (s) satisfait aux conditions de
la hypothése 1° du théoreme 1.1:

R A(») R A 8) -
_/———E—d/b=_/—-—1-—-d¢ ¢cR< + 00 ,

(4

R
[ RB o fin () 2a) gy R =

R-y+00 0 R~y +r0
R
= Um R(3 /Mdé—C)::'f-w-
Rqop »

2° Les conditions (3.1) et (3.6) entralnent pour u ,
veV:
v, F(w+r)-FuN = (1 T(w+)-T(w)) =

£y dx=
H“’ _{;Dv(.x)[a, (X, (g, + b+ ) - a; (X, §(u+u))J X=

_./‘ /' day (X, § Mo+ 4+ TV vy () Doy (x)dix 2
n 110,151k

of;

1 . .
z% ,{d’t‘élé*(lﬂy(,‘))ﬁd‘x = q, ”V”\yzlh’

La fonction Yy (») = cszz satisfait aux con-
ditions de la hypothese 2° du théoréme l.1. On a posé
B =w™wm,

3° En vertu du lemme 3.1 la condition (3,2) garantia-
8se (106)
4° Le problime aux limites de 1 exemple 2.1, 2.2 res-

pectivement, définit, pour f e v’ , une fonction ue V ,
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représentée d une maniére unique, en vertu du lemme 2.9,
2.10 respectivement, par la solution de ce probleme.

On a défini ainsi A : V'— V, A, : V'— V , respec-
tivement.

On montrera que 1 opérateur A, , A, , respective-
ment, est injectif, Soient f, , f, € V', Posons A f, =
= A,, fz 2w , AJ f1 = Aa fz = w , respectivement. Alors
a’apres (2.7),(29) respectivement, on a quel gue soit v
Ge V,

N : ; Tl =
vy 8 dpe ) 2 DF o (x) D (x) (1 té‘zﬁ-‘(li'w(‘x nHE dx

= <"U‘, 'Fz >_Q H
v 4,95 = { P ‘_D"ar(.x)l,‘v"w(.x)l’”"4 migm (Dw (x Nl =
= v £ 2%

respectivement ,

Alors 0 =<y f, = f, > quel que soit v eV ,
donc f, =2f, .

On démontrera que 1 opératewr A, , A, respective=-
ment satisfait sux conditions du théoreme 1.1.

2) Démontrons que 1 opérateur AF est borné. D a-
pres la remarque 1.5 il suffit de montrer que 1 opérateur
P est borné.

Soit ue V 3 il existe v, eV tel que v /=1
et I(w, ,F())| = I Fae ll . De 1 'inégalité de HOX-
der et (2.10) il suit que
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IFw =iy, , Fudl=ICy, Tu)=<y, 52 =<, 92, | =

=lja' 2D, (X)a, (x f g ruNdx - <Y, £ 00 <Y, 92,15

ce> [

' ’_ m-"
R QID’%(.XHM-';}%“ID (%+u)(x)l adx +

il LU I+ g ) £ clﬁ‘;‘t(,gm*q‘cmr’”dx)* .

, - -
(e Z 1D e (0 ™) A )F 4 N

CCU I+ g Y& ey, U1+ fag, U™ law ¥ 1, 1+ (g D&

&

£ e Ul 1™ L™ % 140+ g i) .

b) Soit {aw; ., © R(A)), R(A,) , res-
pectivement. Alors les fonctions £, € V' existent tel-
les que w, est la solution de 1 exemple 2.1,2.2 respec-
tivement pour f, , c’est-a~-dire f, = Af Wy , Tm =
= A ;4 Wy respectivement. Soit
(3.12) l4n llw, | =0,

m —y co

On va démontrer que
(3.13) lim (£ Il = 0.
m ~¥ oo
Soit ._:(x,g) défini par (2.6),(2.8) respective~
ment,
Il existe v, € V tels que I vnll =1 et

1<, fadal=li4, 0.

De 1 inégalité de Holder st
de (2.7) 11 suit que
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4, 1=1 U0 1= 1.2, fb* 5(X)a; (x,§(up Ndx | =

« = LD, O™k )™ Cfala, (x, § Cuy, NI™dx ™ &

£ llag, M“{.” e, (x,§Cuy ) = L (x, § (w; ) Il‘_”L

Du lemme 2.3 et de(3.12),(2.6) il suit que
”_"oﬂa (x4 € (wy ) I - = 0
|41 € k » La relation démontréo

e, I & 2 lay x, §(w, DA,
entralne done (3.13).

quel que soit

c) Solent fe V' et A, fT=wecV.,Posons vsaw
dans (2.7). I1 en suit que

(A, #,4) = Cwy 25 = [ = ID w0l -

.<4+Z(J>fw(xn1)'f dx 2 (X (D (x)12)

. m-
(S (Do (x W) F dx = /(Z 1D (x)12)Fdx >
17164 kizk

256 [ B\ Dw GOy = Elwri™= L 1A ¢ 1™

Posons A,f =we V. La relation (2.9), utilisé
pour v = w , entraine

Aty #) = un 2 = [ = Do O ID ur cx )™,

. ’ - . m m
.W(D‘w(x))d.x-éé*lbw(x)l Ax=llurl -HA 1™ .

On a vérifié toutes les hypotheses du théorems 1.1,
Si f.e L , () (il & 4 )
tionnelle f définie par

, dors la fonc-
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Wty =/ T DGOt (0)dx - <v % % = <58 don
n liltk

quel que soit v € V , appartient & V' . Alors pour obte-
nir les fonctions w, , il suffit de poser f (x) =
=2, (X, §y+ vy )) et la fonction w, est la solu-
tion d'un problime aux limites de l'exemple 2.1, 2.2, res-
pectivement pour f défini par

<v,¢;L=J[M%kD‘v(x)q(x,§ (kv NAX=<vy f, % - <V G %n
Du théoréme l.1 suit que la suite (3.7) converge vers
v, (v, est un élément de V tel que réalise le minimum

(4
de la fonctionnelle & de (2.20)) selon la norme de

Wzlh) () . D’aprés la remarque 1.2 la suite {1 7.7,

est bornée dans W"‘L’" (L1 ) . Il en suit en vertu du

lemme 2.12 que pour 2< p<m

lim llv  =v | =0,
m —¥ oo i ,wf:"‘-’

Cette relation est vrai auasi pour 1< p<£2 , car
N, -5 "W,i"" £ ally -1y "W;M .

Remarque 3.1. Si 1 on résout un probleme aux limites
pour V = \r:/m“f’ () sous les hypothéses du théoreme 3.1,
alors la suite de (3.7) converge vers ; & Wm"‘) )
(o u, + v, est la solution unique de ce probléme) selon
la norme de W‘r:“(.ﬂ.) ( p est le méme comme dans le

théoreme 3.1), o v, est quelconque de V , £, satisfad-

sant sux conditions suivantes:
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1
. = 1 me1-€ \ &
Mimy ((-15_7" ) (_—_-_—‘fC'"‘MM(Rm) lw, 4™ ")) e €, =

o 1 m-1-E i- )
£ Mim 4,(2@”%’\4(2%) llwr, I ) ’

. P! 1 m-t-et) g g £
Min (3%, (TomprrR) | Wn h =)

1

m-1-£ %

£ Mim (1, (

respectivement, ou
R, = Ml I+ g I,
0< £ £ 1 quelconque,
les fonctions M(R, ) sont les mémes comme dans le théo-
reme 3.1, la constante ¢ est définie par (2.3) et la fonc-

tion w, de V est telle que quel que soit v de V ,
< < : 21 -
(3.14) [ 5 D (x)D W, QO (14, 2 (DFa, Cx ) * el x

=J/,'Z Do lx)a; (X, §(u,+v,0dx ~ (v, £, 5n

111¢4

(3.15) / 3 Do) (D wy, O™ “nigm (D, (x Nl x =

n ldi=h

=£(§:_%D"‘nr(x)a.; (%) f (ot v NAX -V, ¥, 20 5

respectivement,
En effet, il suffit d utiliser la remarque 2.1, le
théoreme 2.1 et la démonstration du théoreme 3.l.
Reparque 3,2. Si m =2 , alors d apres la remarque
l.1 on a:

1
ﬂq};»-ﬂ{,’ﬂ%m £ 'C;"F(vf;w)” ,

s8i m>2 ona:
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o= 25 o £ V&ikur-'w,,)a ,

.
ou

IFup )= aup 1[5 Dircx)a; (x,§ Wrv))dx -

weV;livisa
~<vy3n - <% @ %a |

R est le rayon de la boule quelconque Dy » Qqui con-
tient les éléments v, et v, .

Remarque 3.3. On a supposé m =2 dans le théorsme
3.1 & cause de la condition (3.6). Le reste dans la dé-
monstration du théoreme 3.1 était valable pour m > 1
(sauve la démonstration de 1 inégalité (A,,+,+) =
=L A 0™

Si 17on suppose 1 opérateur T strictement totale-
ment monotone au lieu de (3.6) dans le théoreme 3.1, alors
de la remarque l.1 il suit que pour m > 1 1la suite

{2, 3x -4 définie par (3.7) et vornée, 1im /| F(v, )=
=0 ( 1 opérateur F : V— V' est défini par (3.1)); le
probleme a une solution unique u, + Vv, .

Théoreps 3.2. Soit m > 1 . La condition de la coer-
citivité faible pour 1 opérateur T (défini par (2.10))
et les conditions (2.5),(2.14),(2,15),(2.22),(3,2) soient
satisfaites,

Alors le probleme aux limites a une solution u, +
+ v, ; cette golution est unique. Si m=2 , alors la sui-

te (3.7) définie dans le théoreme 3.1 converge faiblement
vera v, e WR (),
m
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Si l<m<2 , alors la suite
(3.7 Voes 2V, = £, W,
converge faiblement vers v, , ou v, est un élément
quelconque de V , €, satisfont aux conditions (3.9),
ou
R =1l I+ llag, I,
0< € £m - 1 quelconqus,

m-1
MR, = C_,'acz——-——";nz_,, gm-g-agm-€ct

et la fonction w,, de V est telle que quel que soit v
de V , la relation (3.11) est valable.

Démonstration. D apres le lemme 2.4 1 opérateur T
est strictement totalement monotone, alors de la remarque
3.3 11 suit qu il existe la solution unique u_ + v, et
la suite {v_ 73 est bornée. Alors un élément 1w, €
e W™ ) et 12 sous-suite {u; 7% | exis-
tent tels que
(3.16) vﬂé — w, .

C’est une conséquence du théoreme de Gantmacher-Eberlein-
Sﬁuljan.
Posons
1'—1(“):'“2&“(1)‘4;‘?(”_1:%@ NLa;:(x, f(u,?, +a4,)) =
—a (X, fws + x4, N . .
En vertu de (2.15) les fonctions 4 (x) sont non-négati-

ves quel que soit J entier naturel. Alors d apres (3.1)

on a:
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Llfé(x)ld.x =4+} (X x = (v,;",.. w, T(-w,;,')- Tw;)) =

=W, PO ) - Far, N = (v - w5, FOvn D) -

= (Vg - ws, Flw; ) £ |l v,,j-w; i F(w..?-)ll -

- (Vg =, Fw;)) .

L'expression dernisre converge vers zéro, car

v”?, —  w_ , la suite { Vng ];’” est bornée et
(3.17) im || B( Il 0
3.17 a'.lqm i Y, w =

d apres la remarque 3.3.
Alors ?,J_._:,lrga ‘é I#; (x)ldx =0, donc il existe
une sous-suite, encore notée par f, , telle que

}_1_’1130 f;; (x) =0

presque partout dans JfL . Alars d apres le lemme 2,11 1l
existe une suite partielle, encore notée par v,n?. y telle

que

1im D' v, . (x) = D%w, (x)
A td

preaque partout dans () pour il £ k .

Les fonctions s (x,§) sont continues en §{ pour
presque tout x de ). , alors

?% Q; (X, § My + U N = Ay (X, § ity + W )3-

presque partout dans . pour |i|l < k . Soit ve Ecn),
On obtient facilemert de 1 inégalité de HOlder et de (2,5)
que les fonctions D"v(u)a-__-(x,f(u, t Vng )) sont
absolumert uniformément continues (les constantes positi-

ves seront désignées par le meme ~vmhole ¢ )@
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Soient £ > 0, o> 0 Qquelconque pour 1 imstant,
1 ensemble M mésurable, M < . , @ (M)=<0~, alors

L'tD*—k,r(x)a._;(o(, §upt s, Nidx £

2 m -1
ec{tai (X, § Ctty+ Vs, N At & chmﬁz.?;*tn (gt 2 N0 ™ Dl

™

1
2 e (MM (1+ lu, + Vo g ,

)f""v

done il suffit de poser o = ( £
P e A+l 42 17

Alors 4 apres le théoreme de Tonneli on a pour v-e & (ML) :

Lim 42‘ D"'qr(o()a.i(x,ffuoa-ma._))dx =

g-re0 (=12 )

=/ Drar(xray(x, i, + W, Ndx
0 lilcse
¢ est-a-dire

(v,Pv,, . (v,Fw .
}__J_.’ig:' v, vwa_)= v,Fw_ )

I1 en suit en vertu de (3.17) que (v,Fw, ) = O quel
que soit v de E£(I1) , alors Pw, = O et de 1 uni-
cité de la solution suit que w, =v . Alors d apres (3.16)

nous avons
2R A
On démontrera que la suite originale {1, 7., con-

verge faiblement vers v, . Supposons que { v, $.50 , ne

converge pas faiblement vers v, . Alors €, > 0, f, e V’

(-
et la sous-suite { v, " [ . = 4 existent tels que quel
que soit k
(3.18) | - v, )l 2 g .
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La suite {7;, 3 est bornée, car {15, 300, est
bornée, alors en vertu du théoreme de Gantmacher-Eberlein-
3muljan on peut trouver la suite partielle { 25 f;ﬂ
telle que v,,,&?,-—) w ,ou weV , De nouveau, on mont -
rera que w = v, , alors 11m (v,,bh?, -V,, £, ) =0, ce
qui n’est pss possible, car { ﬂkaf: satisfait (3.18).

Théoreme 3.3. Soit m >1 . Les conditions (2.5),
(2.14),(2.15),(2,18),(3.2) soient satisfaites. Alors 1 asser-
tion du théoreme 3.2 est valable.

Démonstration. Du lemme 2.7 suit que 1 opérateur T
satisfsit & la condition de la coercitivité faible.

Il suffit de montrer que la condition (2.18) entraine

(2.22).

/’
(S a;(x,§1E,) >
11;-A91!—-:w Z lg_»’"‘ |4;,,.| §i| 1A12 4
4 -
i : (e, S VE:IMhe)lf,, ,I™c)
7.,,2_'6.!-’«: TS If e 6000 G,
= + CO -

Alors, les hypotheses du théoreme 3.2 sont satisfai-
tes.

Remarqu + S1 1 0on résoat un probleme sux limi-
tes pour V=W, (0 ) sous les hypothises du théoreme
3.2 ou 3.3, alors la suite de la remarque 3.l converge
faiblement vers v; e Wk cny, oi u, + v, est
la solution unique de ce probleme.

C’était vrai pour m = 2 ,

S1 1< m<2 , alors la suite (3.7) converge faible-

ment vers v, , ou v, est quelconque de V E,,L satis-

- 508 =



font les condiitiona 1
. 1 [N
M((-i)ﬁ, Fom MR "’“{,’,,"""w-i)ir)
.éimém}n('l,(m l(%llh-v-s)%)

2

u R_=1 I+ g I
ou " 'U:y\, " ) 0 < € 5m._ /’ quelcon-
que,

HAewm-~1
M(Rﬂ): C1aez_1tf‘_....—..

prwy 4 2m-£~1Rm-5-4

” ?

¢ est défini par (2.3) et la fonction w;, e Ra;chjl)

est telle que quel que soit v de V , la relation (3.11)

est valable.
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