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Commentationes Mathematicae Universltatis Carolinae 

9, 3 (1968) 

LES MÉTHODES APPROXIMATIVES DE LA SOLUTION DES .ÉQUATIONS 

ELLIPTIQUES NON LINÉAIRES 

Alexander KRATOCHViL, Praha 

Introduction. Les méthodes approximatives sont évi

demment une partie indivisible de la théorie des équations 

de la physique des mathématiques. Elles n'ont pas été éla

boré d une manière satisfaisante pour les équations aux 

dérivées partielles Jusqu'à présent; cet article concevoit 

nouvellement le questionnaire concernât la convergence des 

solutions approximatives» dont l'existence nous est connue 

d'une autre théorie» La méthode utilisée représente une 

méthode de la descente la plus rapide qui promet beaucoup 

pour le calcul numérique en son caractère algorithmique* 

Ce travail est divisé à trois paragraphes; dans le 

premier, on expose une généralisation d'une méthode varia-

tionelle - de la méthode de la descente la plus rapide* 

L'idée principale de méthode et aussi les renvois riches 

à la bibliographie figurent dans [5]. La méthode mentlonée 

était développée par M.M. Vajnberg (cf.151) pour le cas 

d'un opérateur F: X—»x' 9 X étant un espace de Banaclu 

Dans cet article• M.M. Vajnberg considère le procès 

x_^ » x - t AF(x_ ) § 

où A: x'—> X est un opérateur non-linéaire qui réalise 

ces deux conditions 
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<Àyfy> *• Il y II2 » l A y | é a II y || . 

Au paragraphe 2 on définit le problème aux limitée et 

on expose les théorèmes principaux de l'existence de leurs 

solutions* 

Le paragraph 3 - c'est la base de cet article; on ap

plique ici la méthode de la descente la plus rapide à la 

solution des équations elliptiques non linéaires aux déri

vées partielles» ce qui forme de même le but principal 

de ce travail. La généralisation des théorèmes de Vajnberg 

[H]f exécutée par le présent auteur, a été nécessaire en 

raison de cette aplication. 

Je me serve de cette occasion pour exprimer mes re

nier ciment s m M.Jindrich NeCae, dont les conseils précieux 

ont beaucoup contribué à la réalisation de l'article que 

voici* 

§ ! • »Hft94f fltt l<* flf ggfilrtg Ifl Vlm îTTOMt 

Désignons par X l'espace de Banach réel* On écrit 

les normes des divers espaces simplement il - * - Il si 

l'on ne risqua pas d'ambiguïté* 

La boule fermée du centre x 0 e X et du rayon R 

sera Indiquée par D v 0 * Au lieu de Dn 0 on écrira 

brièvement B R * 

Soient M et H deux ensembles non vides* La symbo

le F : M — » H signifie que F est une application de 

M dans N * On désigne par SI (F) l'ensemble de tou

tes les valeurs F(x) * 
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BOUT simplifier 1 écriture, on va désigner la dua

lité entre XfX
#
f un espace de Banach et son adjoint par 

(xff) f x e X f f e X' . La convergence faible est notée 

par le symbole ac^-—^ x0 • 

PropoglUon Itl* Soit F: X -* X' un opérateur po

tentiel, hemicontinu sur X • Soit f une fonctionnelle 

telle que F(x) » grad f (x) f x e X • Alors quels que 

soient xt xo e X on a 

(l9l)i(^*i(*0)+$H~X0iFtec + t(o<~xc)))at . 

Démonstration. Il suit de la hypothèse que 

( i#2) (M,,-rr* )) « fo, FCX)) , 

quels que soient hf x e X • Soient x, x0 e X • Posons 

OpCi) **f(ô<0+i (oc - Xe )) , te (0,1) • ^°tto 

g'(t)~ £m LMCXe+tCX-X^+vCX-X*)) ~ 
f~v0 ^ 0 

- - fC* , * tC* - .« \ ,> )3» C o ^ x ^ V * , + t 6 x - i * e ^ * 

Il en suit en vertu de (1*2) que 

Cf>'(t)~ C x - * 0 ? F<*. + ± (X-Xo »> * 

D'après la hypothèse de la hemicontinuité de l'opé

rateur F f cette fonction de la variable t est inté-

grable* Alors 

f(M~XC} F(x,+ tU-X0 )))ctt ~/*<p'(t)dt = 

<f (4)-Cf(0)~4(x) -4CX„ ) f o.q.f.d. 
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Théorème 1.1. Soient X un espace vectoriel norme 

réel, réflexif, F: X—* X' un opérateur potentiel hemi-

contlnu sur X tel que: 

1° quel que soit h e X , 

(1.3) C^v, F(H)) £ A C/l^vH ) , 

Di(fo) 
o u _ _ - . %Bi UQg f o n c t i o n intégrable sur (0,R) 

quel que s o i t R > 0 et 

(1.4) Mm ^ ^ ç 1 d*~ +°0 ; 

2° quels que soient x e X et <l > 0 , il existe 

uns fonction réelle ^ ^ de la variable réelle t , 

croissante, continue,définie sur < 07 Jt > telle que 

-f*ft«»- 0 et 

(1.5) (Jh,F(x + Jh,)-F(*)) * t*,i C/I^l!& ) 

quel que soit II M, HB — Z f où B est un espace de 

Banach tel que X c B algébriquement et topologiquemerrt ; 

cela signifie que chaque élément de X appartient à B 

et que pour x e X : // x tB -* c^ Il x HA ; 

3° 11 existe t > 0 tel que quels que soient R> 0 

et x, x • h e DR , 

(1.6) (h,, F(x + Jh,)- F(x )) * M'CR) ll^ 11'** , 

où M(t) est une fonction réelle, positive, définie sur 

< 0 ,+ ôo ) } bornée sur chaque < ot ? (i > c < 0, + oo ) ; 

4° il existe un opérateur injectif A: x'—» X jouis* 
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sant des propriétés suivantes: 

a) l'opérateur AF est borné, 

b) l'opérateur réciproque A*"1 est continu au 

point 0 c A (A) ; 

c) il existe g/> 0 et c0 > 0 tel que quel 

que soit z e X' , 

(1.7) iAz,,x) * C0WA* V+*' . 

Alors l'équation P(x) » 0 a une solution x o e X̂  

cette solution est unique et la suite 

(1.8) *„„ *X^~ ^^FCx^) 

converge vers x0 selon la norme de B, où x est 

quelconque élément de X , 

(1.9) R ^ « « x ^ l l + I IAFCcX^)!! 7 

l e s 6^ satisfaisant aux conditions suivantes: 

í ^ f c ( . . . ° t . MAFr-x ..).!*"*) «• ) * 4.. -£ 

(1.10) 

á fcн, (2ivî7iг ) IMF<ГJf<«-)Г c„ „ . — ч „É'-t )Ł ) . 

Démonstration. La hypothèse 2° entraîne l ' inéga l i t é : 

(1.11) (Jh,, FC* + JV>- FCx ) ) > 0 

quelques soient x, h e X , h -fc 0 . 

On va montrer que la solution de l'équation FCx) ~ 0 

est unique. Soit f une fonctionnelle t e l l e que F(x) » 

* grad f (x) (cf.E6l)# I l suit de la proposition 1.1 en 

vertu de ( l . l l ) que 
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f <x )-f <x0 )=ft<*-*o ), F(xe+ t cot- ̂  ))- Fc*. ))-!-• + 

+ <x-xc, FCx0 )) ̂  (*-*., FCx0 »- CX-^,rr .ye )) , 

donc la fonctionnelle f est continue faiblement, infé

rieure ment (cela veut dire: -IA^ ir .=^ 

-* i^ô f ̂ } ^fCv-} )» car f satisfait à l'i

négalité (8.5) dt £6J. L'espace X étant réfléxif, alors 

la boule unitée, fermée est faiblement compacte d'après 

le théorème de Gantmacher, Eberlein, Smuljan (cf.IU). 

Du théorème 9.2 de 16] il suit que la fonctionnelle f 

est bornée inférieurement sur chaque boule VM R et 

qu elle atteint son minimum dans D* R * 

On obtient de (1.1) et (1.3) 

f foO- 4C0)-h^CtO(9 F C t ^ x » ^ * *(0) + 
+ fiXCt(xl) d t . 

t 
Posons IltX H - R. s a l o r s 

,* 
(1.12) f(x)*f(0)+f-S&&dt.fC<»+{*-&*d + 

Il en suit en vertu de (1.4) l'existence de R > 0 

tel que f (x) > f (0) sur la sphère D R . On a d'après 

le théorème 9.3 de C6J: il existe un élément x0 e X 

tel que H Xa l( à R. et 

0 • grad f (x0 ) » F(x0 ) . 

Cette solution est unique, car si l'on suppose l'e

xistence de la solution x^ 4= x0 y on obtient de (1.11): 

0 * CxA - x0t F(x/t) -F(x 0)) > 0 f 
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ce Qui n est pas possible. 

D'après (5.8) de £6J on a: 

où 0 *• t < 1 -

II sui t de (1 .8 ) , (1 .9 ) et (1.10) que 

I ^ J é l ^ l + e ^ l A F ^ W ^ M ^ I + I A F ^ ) » - ^ . , 

|x< t+(l - i?)(x .»*1 -X . .>J- BvX„M - r ( .x«.^--x«. )ll A 

ч < » t 

Alors d'après la hypothèse 3° et ( 1 . 7 ) , ( l . 8 ) f ( 1 , 9 ) 

(1.10) on a: 

U*«>)-<Ç<*+«)* €*<*?<*»), F C X - * ) ) ~ ^ MCR^) . 

/**••€/ • Il « - r ) i ^ , - *„ )H1^ cvenÍAFUn)ť 

- M ( ^ K 4 - r / l x ^ , - ^ r * * - c0£« //AFCx,Bj/j-'+-''_ 

-M(R^)C1-r)6e„*+£/|AFfxJfl''+É: > 

>c.e*iArc*w>r<. M i R ^ e ^ ' ^ f 7 ^ - ^ ' ^ » 

-• £* fl A FCX* ) ť+ 6 ' í c„- M(R„. > & * A Pcx* > I *-*'/ > 
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Pendant la démonstration et aussi dans la formulation 

de ce théorème on suppose AF(xm)# 0 quel que aoit n en

t i e r naturel. Si AF(x^ ) » 0, puia F(>-^ ) ** 0 en vertu de 

4c)* I l suit de l 'unic i té de la solution que i - =» x̂  • On 
o * 

peut auaai auppoaer x^^ 4* x^. Si x ^ » x , puia d'aprèa 

(1.8) et (1.10) AF(x/î,v ) * 0 et on démontre de la même fa 

çon que x^=» x, . 

Alora on supposera x^ 4» x^ 4» xtf. Poaons r^ » 
--- f (x^ ) - f (x 0 ) • En vertu de ces dernières inégalités on 
obtient 
( 1 . 1 3 > ^ - * ^ - * ^ ^ °' 

I l auit de (5.8) de 1611,(1.11) et de la relation F(x0)» 

= 0 que 

Donc la auite i ^ n ? £ ^ , formée d'élémenta pos i t i fa ,dé-
croissante, converge vers un élément r -*-- 0 . Alora en vertu 
de (1.13) i l exiate &»rv £^ H A F te*. )flf*£'--- (7 -

D'aprèa de (1.12) et (1.4) on a lim f(x) * + ao et 
on aait d'aprea (1.13) que la auite HLx^lZn ••* décrois-
santé, donc la auite {**. l£*i eat bornée, donc 
iAFCx*,)}^^ eat bornée en vertu de 4a). D'après l a défini
t ion des nombres pos i t i f s R̂  la auite 4. R** i^.-,* *«t aussi 
bornée, c*eat-à-dire i l exiate R̂  > 0 t e l que pour chaque 
n : 0 -* R^ -£ R0. I l en auit en vertu de la hypothèae 3° 
l 'exietenee de »V>0 t e l que 0 < M(R^).^ Ma quel que 
aoit n entier naturel* 

Maintenant, on va construire deux sous-suites: ^nrLaJJh^ 
et i/vi+lTl* G e 8 n t pour lesquels on m 

£~ * W R T T " A F / * * « 2"*'-* » 
on énumera n^« Les autres'1 n , c est-à-dire pour lesquels 

on a dans (1.10) 

- 462 -

aO 



£Ê 2. 1 

on énumera n^ 

Alors 

< ž 7FM7Ř^^Pf«^>'"*ffeMFfiSt,, i 

dono 

Produissons cette inégalité par le nombre 

DAFO^) |-f-<-£ "k, 
'••'•v " C* v£ 

e^«AFc^>iw*fá5:>T w * * * > ' 
.«vf g 

"ÜЬ" 

Alors, lim AF(x^. ) » 0
 f
 donc d'après la hypothèse 

4c, -y 00 *** 

4b): „ lim F ( x ^ ) » 0 • 
Jyt--y«*> # * 

On s ai t que S,*,. ^CJE ) w quel que s o i t J en-
•7 

t l e r naturel» I l suit de la convergence de la suite 

f l^.l? an vertu de (1.13) . lim AF(xft>.) ** 0 f donc 

lim F t x ^ J * 0 f donc lim F(x ) » 0 . 
/-»<*> > >*-->-<*> **-

Pour f in i r la démonstration on ut i l i sera la hypothè

se 2° . On a démontré que la suite i X+fX-i eat bornée* 

Alors 11 existe un nombre Rp > 0 t e l que i 0 e 1 et 

x e D_ quel que so i t n • Alors on a: Wc<0 flô -£ Ĉ  fl^l/-* 

~ c-r ̂  > ' x * ' f t - e i ^* P013^ t o u t n • ^ l a hypothè
se 2°9 11 suit l ' i n é g a l i t é 

tx,,**,^***-** h ) * (X*,- «X#, F û ^ ) - FC«x0 >) « 

* C ^ - * , , FOc*» M . V - M « F ^ ) I ^ 2 R ^ / IFC^> I . 

Donc l ia H x - x IL « 0 f car 11m F* (x ) » 0 • 
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Remarque 1.1. On a démontré 

T k . â c ^ C « * * , - ^ B B > * 2- ^ « F" ^ > « > 

où RD est l e rayon quelconque de la boule DR t e l l e 

que tous les points x^£ DR et xo € Dft • 

La condition (1.5) du théorème 1.1 so i t remplacée 

par 

(1.14) (Jh,,F(x+Jb)-F(x))Z <&9tCt<til)'llA>t, 

alors 

**.,%%. CI**-*.!)* HFcx„)!l . 
En effet, 

La condition (1.14) est mieux que (1.5),car la fonc

t ion ^ t est habituellement définie sur < 0,+ oo) 

et ne dépend ni sur x ni £ , donc nous ne devons pas 

énumerer R0 • 

Remarque 1.2. La condition (1.5) du théorème 1*1 soit 

remplacée par ( l . l l ) . Alors 11 existe la solution unique 

x0 e X de l'équation F(x) =- 0 , la suite k X^?^ c f dé

f in ie par l a relation de récurrence (1«8) est bornée et 

lim II F(x )ll « 0 . c 'est-à-dire c'est la suite mi ni mi a an-

te pour la fonctionnelle çf> (x) * R F(x) Il • 

En e f f e t , on a u t i l i s é la hypothèse 2° dams la dé

monstration du théorème 1.1 seulement pour vér i f ier que 

la aulte { c*^ \°^ts^ converge vera x 0 selon la norme 

de B • Auparavant on a u t i l i s é seulement la condition 

(1.11) qui est une conséquence de (1.5)* 
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Remarque 1.3» Pour démontrer l 'existence et 1 unic i 

té de la solution de l'équation F(x) * 0 , on u t i l i s e 

seulement la hypothèse 1°, la condition (1.11) et la hypo

thèse de la hemicontinuité de l'opérateur F • Pour démont

rer la convergence de la suite j c</r^^STi définie par 

(1.8) vers x0 on n'a pas u t i l i s é la condition 1° , mais 

une conséquencet comme suit: lim f(x) » «*- oo • 
l*x li~-*<x? 

Remarque 154# L'assertion du théorème 1*1 ne change 

pas si l'on remplacera la hypothèse 1° par la suivante: 

Il existe y e X tel que pour tout h e X 

(1.15) (Jh,,FCy*+<ti)-F(<ys »**<**,''> > 

ou — _ . e8.|. yjjg fonction intégrable sur (0fB) 

quel que soit R > 0 et 

(1.16) '" 
R-t + oo 

oo quelconque de C II FC'tys ) Il 7 + oo > • 

Démonatration. D'après la remarque 1«3 on sai t qu' i l 

suf f i t de démontrer l 'existence et l 'un ic i t é de la solu

t ion de l'équation F(x) - 0 et l 'assert ion lim f (x) » 
llxfl~y«*> 

a • ÛO . 

De la même façon que dans le théorème 1.1 on montre 

que la fonctionnelle f est continue faiblement, ixxféri-

eurement, bornée inférleurement sur chaque boule D ^ R 

et elle atteint son minimum dans D v c «De la condi-

_?"Li -C -^r- ** " 

tion (1*15) et (1.1) il suit que 
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f(x) = -fO^,)i-^(x-yg,F(/yti-t(^~^>)))cit -
4 

= M'y*)^'t <*-<&), F(yi + t(x-<yf))-F(t&))^- + 

4 r4~t 

•^^-%7^))è-f(^)^(n-y6,F(aé6 ))+f*(t(lx-yg "> T " ' 
o 

Poso» | oc - <ty9 II *- R donc 

4 ; C x ) ^ - f C ^ ) ^ R | | F ^ ) l l 4 / a C t R ) 4 è =* 

* * ( ^ > - R » F ( ^ ) l l + / R - ^ < £ * - * C<y*) -«-

+ R(-IFC^)fl +J / * - 2 ^ et* ) • 

Il en suit en vertu de (1.16) que 11m f (x) » 
llxl ~v«? 

* • oo et aussi que f (x) > f (y0 ) sur la sphère 
D1te** pour R > 0 assez grand, donc d'après le théorè

me 9.3 de 163 il existe x0 e X tel que l^-'Vfc !<* R 

et 

0 » grad f (x0 ) -* F(x0 ) . 

Cette solution est unique en vertu de la condition 

(1 .11) . 

Remarque 1.5. Si l'opérateur F est borné, l 'opé

rateur AF est aussi borné. 

En e f fe t , d'après la hypothèse 4c) on a: 

| A * | M / * £ ( A * , * ) é £ HA* IL H* « , 
« l o r s 4 ± 

HAxIl -* (i0 )r' IUII , 
donc l'opérateur A est borné. 
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Remarque 1*6. Supposons que pour tout h e X 

(1.17) CH, FCJh,)) > || Ail r n-ftll) , 

il existe y^ e X tel que quel que soit h e X 

( L i s ) C ^ , F % + J I O - F C < V * ) > - * / i - M i - r ( l A U ) ; 

respectivement, où qf (Rt) est une fonction intégrab-

l e sur (0,1) quel que so i t R > 0 et t e l l e que 

(1.20) J^rrv Jo\(±R*)d-t * OL, oC 6 Cil F ( ^ )/|,+ OO > , 

respectivement. Alors l e s conditions (1.17) et (1.19) sont 

équivalentes aux conditions (1.3) et (1 .4 ) , (1*18) et (1.20) 

à (1.15) et (1.16),respectivement. 

fin e f fe t , posons J\ Ci > -= t y Ci )., * = t • R ;> 

oC eCffFC^ )H,+ CO > ? respectivement. 

Dans le théorème 1*1 on n'a supposé ni la continuité 

de l'opérateur F ni l 'existence de la d i f férent ie l le de 

Gâteaux de cet opérateur. Si l'opérateur F a la différen

t i e l l e de Gâteaux, alors l 'assert ion du théorème 1*1 est 

valable en changeant ses hypothèses par l e s autres que 

nous pouvons vérif ier plus facilement. Cela aéra montré 
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au théorème prochain: 

Théorème 1.2. Soient X un eapace vectoriel norme 

réel, réfléxif, F: X—» x' un opérateur potentiel, ayant 

une différentielle de Gâteaux au chaque point x de X 

tel que 

1° 11 exiate yo e X tel que quels que soient 

h e X et t e (0, 1) , 

(1.21) (M,, F'(«fr + l?Jh,)M,) ^ %CWJh,\\) , 

ou —__. e 8 . t u n e fonction intégrable sur (0,R) 

quel que soit R > 0 et 

<-•--> *%% 1 / ^ d* ' * ' 
oc quelconque de (\\F(n^ ) \ \ ,^ °° > ^ 

2° quels que soient x e X et / > 0 , il exiate 

une fonction réelle 'fat de la variable réelle t , 

croissante et continue sur < 07 £ > telle que 

-r*,* (0) « 0 et 

(1.22) (Jh,,F'<x+fJh,)*v) ^ r*9* dl^h > 

quels que soient 0 < f < A et II **, ll& -£ Z ; où 

B est un espace de Banach t e l que X c B algébriquement 

et topologiquement; 

3 quels que soient R > 0, x € D̂  et h1 , î*a € X 

jouissant de la condition h,. * h^ ou ht » t x , où 

0 < t < 1 , on a 

(1.23) C ^ a 7 F Ï X ) ^ ) -* M f R ) » ^ " l l A i " ? 
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où M(t) est une fonction réelle, positive, définie sur 

< 09 + oo ) ; bornée sur chaque < aç 7 /3 > c < 07 +- où %); 

4° il existe un opérateur injectif A: X#—» X jouis

sant des propriétés suivantes: 

a) l'opérateur réciproque A~f est continu au point 
0 e (FL(A) . 

b) il existe £' > 0 et cc > 0 tel que quel que 

soit z e X' , 

(1.7) ( A ^ z ) > c0 H A * If'**' * 

Alors l'équation F(x) » 0 a une solution xc e X ; 

cette solution est unique et la suite 

(1.8) X ^ f - X^ - £ n A F ( ^ ) 

converge vers xc selon la norme de B , où x^ est un 

élément quelconque de X , 

(1.9) R^.- I« n I* I A F ^ ) 0 

et ces 6^ satisfont aux conditions suivantes: 

(1.24) * M f R* } 

é W ^ (1, J&^-J WAFC^)t'-1 ) . 

Démonstration. On u t i l i s e la proposition (3.2) de 

[6] pour vérif ier l e s hypothèses du théorème 1»1* 

D'après une proposition de 16] (cf.page 63) on m que 

l'opérateur F est hemicontinu sur X • 

Vérifions l ' inéga l i t é (1.15) de la remarque 1.4. 

Pour tout h e X on m : 
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où la fonction X(/*) satisfait à la condition (1*16). 

Quels que soient x e X et Z > 0f i l existe, d' 

après la hypothèse 2°, la fonction *#£ ^ croissante, 

continue sur < 0, £ > tel le que ifi ê (0) = 0 et 

quel que so i t II -&> ll& *£ Z on a 

(rjH,Fr^^^)-Frx))»c^;Fr^^r^)^)^ ?&,* (t*inB) . 

Donc l'opérateur F satisfait à la hypothèse 2° du théo

rème !•!• 

Soient x, x + h e 2)̂  • Pour tout 0 < t < 1 on 

a 
lx + *Jhïlmll4-v)x + ?(x+<hn*C1-'*)llxl + 

Alors de la hypothèse 3° 11 suit que 

(\F(^+Jh)-F(^))^(HfF(^+^A)Jh)é,M(R)n^\^ -

Donc l'inégalité (1.6) est vérifiée et la fonction M(t) 

satisfait aux conditions du théorème 1.1. 

Il y reste à démontrer que l'opérateur AF est bor

né* D'après la remarque 1.5 11 suffit de montrer que l'opé

rateur F est borné* 

I l existe h e X , l l h l = 1 t e l que 

^IF(X)-Fl0n té (H, F(X)~ F(0)) , 

car 
|FCx)-Ftt?)|l * ***& (Jh,F(x)~- F(0)) • 

\\h\\*4 

D'après la proposition 3.2 de C6J i l existe 0 < T < 

< 1 tel que 

(M,, F(x)~ F(0)) - (H, F'(VX) X ) • 

De ces deux relations i l suit l'inégalité 
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I F t a ) - F(0)1 & 2(Jh,F'(irx)x) . 

Alors 

|FCx)I^IFCx)-FW)||+IFfO)ll * «F<ï»« + 

4- 2 C-H, F'(<*x )x )-é I F(0)\\ + 2 M W I * il l -M-

- Il Frt»ll + 2M(R)l lxf l . 

On reçoit 1 assertion de ce théorème en vertu du théo

rème 1*1 et de la remarque 1.4» 

Bemaroue 1.7« Si la fonction ^ t de la hypothè

se 2° du théorème 1*1 ou 1.2 est définie sur ^ 0, + co ) 

et ne dépend ni sur x ni & , alors i l suff i t de suppo

ser que X c B seulement algébriquement. 

On ut i l i s era souvent l e lemme suivant: 

Lemme 2 . 1 . Soit s un entier naturel. Pour tout i «-

* l f 2 f . . # t s soi t a^ le nombre réel pos i t i f . Alors 

* f /> 
1° ( .Za^ )^«-:^<S â T quel que s o i t f i M j 

2° 2L eu, «z. A> C.2L a 4 ) ^ quel que *oiX<fi>0. 

Démonstration. 1° cf .£23, Théorème 65; 2° l ' i n é g a l i 

té <£ < C.-E Q,j )** entraîne la relat ion demandée. 

On désigne par Sj. l'espace euclidien réel de d i 

mension N avec l e point générique x » (» t * „ , . . . , xJ; 

on роев I х 1 - С, Í - vX l ) 
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Par SL nous désignons un domaine borné de l ' e s 

pace EN t à frontière cP.Il. lipschitzienne (et* 

[43 ) • Le symbole SL s ignif ie la fermeture de i l . 

£ ( i l ) s igni f ie l'espace des fonctions rée l les 

indéfiniment continûment différentiables dans SL et 

continûment prolongeâmes ainsi que toutes leurs déri

vées sur SL • 

On désigne par SO(SL) le sous-espace de t(SL) 

des fonctions à support compact dans SL . 

Soit i 3 ( l 1 t i 2 , * . . ) i N ) un vecteur dont lea 

composantes sont des entiers nonnégatlfs* On pose 

IV 

m, s -f 

Lfimme 2 f 2 . Soient k un entier naturel, de le 

nombre des multiindices K l h. Jk, . Alors 

(2#i) ae - . X (N + i . - 4) . 

En effet, l'assertion est une facile conséquence 

du théorème 4-2 de [4 blsj» chap. 1»§ 4* 

On introduit comme d'habitude l'espace Wj^(XL)9 

avec l a nome 

*» V«-> s lu^f= './•S*'p'^<*>r**)*' ' 
où la notation usuelle 

<\til 

j)is — £ , — 

est utilisée* 

On désigne encore par Vv£ (IL) la fermetu

re de QCIL) dans Wjf* (IL) 
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Noua avona, cf. par exemple J . NeSae UJ: 

t(ÎL) s Wj£°(lL) , 4 é* mt < + oo . SI k ^ 

< N t W^ (IL) c L% (IL ) algébriquement 

et topologiquement avec F ~ i# "~ N ' P o u r 

h > m ~ jt lm t r « 1 8 f o r - D a t i on identique de Vv^Cil) 

dana La est compacte. Si km * N , l 'assert ion eat vraie 

pour chaque -jr > 0 et la tran8formation identique 

eat compacte* Si km > N f Wi$t) CIL) c CCo) (H ) 

( Clo) (IL ) eat l'espace des fonctlona continues dana 

IL ) algébriquement et topologiquement et la transforma

t ion identique eat compacte. 

Une conséquence fac i le de ces théorèmes d'immersion 

de Sobolev sera l 'assert ion suivante: 

La transformation identique de W(M)(IL) à 

Wckmi)(-0~) est compacte. 

Voici un théorème sur les normes équivalentes: 

Théorème 2 , 1 . Soient i > 1 et k entier naturel. 

Quel que aoit AJU e $/ i$9-} C IL ) on a 

(2.2) Il AJL «w^, ± C C 2 ^ .£ I .D\lA CX )\™dx ) ~ , 

OU 

*-* - -•* -1 
(2.3) C - CI + "X (N**? )C2o.) f*"* W >- » 

eu eat une longueur d une arête de quelconque cube conte

nant le domaine SL . 

Démonatration. Soit Cf e 3>(H) . Le domaine SL 

étant borné, on peut placer SL dana un cube 1 x . 1 <- a , 
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1 » 1,2,..., N . On a 

(2.4) <*<*,,*^-vV*/*^^ • 

Si m > 1 , donc par l'inégalité de Hôlder on ob

tient 

En Intégrant cette dernière inégalité en x^ dans l'in

tervalle < • afa > f on obtient 

—il/ 

Par intégration de cette inégalité en variables x2, 

x3t..., x^ , dans chacun des intervalles < - a,a > , 

on obtient 

/lc,C*>l~ctx*C2a,>~£\^rdx • 

Se cette inégalité on déduit: 

flctCHtr-d» * C2a,fmf\ ffiffU~dx é 

4 tta)**.£ £\2>l<yC*)\m' dx • 

En appliquant la dernière inégal i té à D* ç> pour 

lil é k , on obtient (2 .2 ) . 

Si a = 1 f donc d'après (3*4) noua avona 

i<ft*i,*i,-, *N )i * /i ff-rf„ **,.„, *N )Mf, , 
d'où suit de la même façon l'inégalité (2.2), 

Il faut rappeler que dans les paragraphes 2 et 3 le 

symbole ee signifie le nombre du lemme 2.2, k entier 

nonnégatif, m > 1 réel et m' » ~j . 
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Soit fi un multiindex. On définit un vecteur 

f B E ^ par £*-C ^ -, \# I é* ft } . Le vecteur 

£ C u ) s ignif ie f Cu, ) - {3>*a > !*• I -* -fe 1 ' 

On suppose 

1° l e s fonctions rée l l e s m^ (x f f ) sont définies sur 

SI x E ^ pour l-i I -̂ -te , continues pour presque 

tous x de i l en £ f mesurables en x pour f f i 

xé; 

2° i l existe c > 0 f m > 1 t e l s que pour presque tous 

x de SI et £ quelconque de E ^ on a 

(2 . 5 ) l a * U . p l - - C H + E j f c l - M . 

Lemme 2>3 (cf•[3Jflemme 1.1)» Pour U I ^ Jk, l 'opé

rateur m± (x f F ) résulte continue de W^ (SI ) dans 

--«->. < A > • 

On se donne: 

a) Un ensemble l inéaire 00 t e l que S Cil) c 7Q c 

c l(JÏ) et désignons par V * 70 , la fermeture dans 

W£* ( A ) . Alors on m V&* c V c V Y ^ O L ) . 

b) Soit Q un espace de Banachf contenant SD(^ y 

avec 2) ( i l ) dense. Supposons que Yv̂ *J Cil) c: # 

algébriquement et topologiquement. 

c) On se donne encore u>0 e VV£ (SL ) et uns 

fonctionnelle g e v ' (espace dual) t e l l e que g(v) » o 

pour or- e Wj£° (SX ) et encore f e Q# • Désignons 

4 (v) * <% -f >A , ç ( i r ) ~ < i>ï ^ > d A ' 

Le problème aux l imites : on cherche AA, e W^(SL) 

de sorte que 
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I) u - u e Y f 

u ) / £ TrvCxteiCxiÇCuiïcLx * <v, *>*.+<*; 9-><2* 
Ja »fe* 

quel que soit v e V • 

Formellementf on obtient une équation non-linéaire 

dans i l : 
£ C-.1)K/P^Ca4Cx,fC^))> -= -PCx) 

dans la forme divergentielle. 

Exemple 2.1, Soit i ? l ; prenons pour I i I ** ^ 

(2.6) a 4 c * , f ) - ( / i \ ^ U )lr~ fi ' 

Soient Q et V les espaces quelconques satisfaisant 

aux conditions a) fb). Soient < v fg> s 0 f u * 0 et 

f quelconque de Q' • 

Résoudre ce problème signifie de trouver une fonc

tion u c V telle que quel que soit v e V f 

Exemple 2.2. Soit m > 1 ; prenons pour f il £* k 

(2.8) a* C*, f ) - I U ^ *&"< fi ' 

Soient Q et V les espaces quelconques satisfaisant 

aux conditions a) fb). Soient ^ ̂  9* i> — 0 f u o « 0 

et f quelconque de Q* • 

BésQudre ce problème signifie de trouver une fonc

tion u € Y tel le que quel que soit v £ V , 

( 2 . 9 ) / Ç - D V C * > l l ) ^ 6 x ^ 
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Définition 2#1. Soient V 1'espace satisfaisant à 

la condition a ) , aT- (x t f ) satisfaisant (2.5) et la 

condition 2° . On définit l'opérateur T: V-» V' par 

(2.10) (v'7TAX,) = /{^l^nrCx)aiCù<7^(^'i'AM0))dx , 

où v t u e V quelconques et u 0 eat un élément de la 

définition du problème* 

Définition 2 .2 t Noua dirons que l'opérateur T est 

totalement monotone strictement, s i pour chaque v- « € 

e V , v 4- w t la condition 

(2.11) ( w - v , ITw - Tv ) > 0 f 

c'est-à-dire 

( 2 . i i ) f 2 P V W C X ) - I > - 0 < ) > Ca^ Cx?§ C4A,0 + <w))~ 

^cui(sX7fCAA>-hnr))3cLc< > 0 

est satisfaite. 

Définition 2.3» Nous dirons que la condition de la 

coerci t iv i té faible pour l'opérateur T e s t s a t i s f a i t e , 

s i pour chaque t e V on a: 

( 2 . U ) Cor- T V ) ^ A, Cff tr II > > 

c'est-à-dire 

(2.1D/Z D V C ^ ) a i ^ ^ C ^ t v ) ) d ^ -* X(i\nr\l) , 
#\ f JK) 

0 Î J — _ . e 8 t aommable sur chaque intervalle (OfR)9 

R > 0 et a i 
(2.13) Jiïm, £ f £& d* * + oo . 
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«.и> .....ŞĽ^Г^ >° 

Définition 2.4. Nous dirons que la condition de sym-

métrie pour les fonctions at' est satisfaite, si presque 

partout dans -il pour chaque fonctionne SJCE^ ) on a 

(2.14) e* h 

Lemme 2»4 (cf. £3J ,Remarque 2 .1 ) . Si pour f, ^e E 7 

(2.15) . . S f f i - 7 < > - * < - * » / ^ - * i ^ i î ) - ' •* -» 

presque partout dans -il , alors T e s t totalement s t r i c 

tement monotone* 

Lemme 2.5 (cf. f3J ,Remarque 2 # l ) # Si at' sont conti

nûment différentiables en f , la condition 

l<il1fjf*h 

quels que soient f, ̂  e H ^ ; ^ 4- 0 pour presque tout 

x de il , entraîne la condition (2.15), alors T est to

talement strictement monotone. 

Lemme 2*6 (cf.131,Remarque 2.1). La condition 

(2.1?) tùm> X- (v Tv) = -*- oo , 

c'est-à-dire 

entraine la coercitlvité faible de T . Nous dirons que 

pour l'opérateur T f la condition de coercitivité est 

satisfaite, si l'on a (2.1?). 

Lemme 2.7 (cf. £3J ,Remarque 2,1). Soient ĉ  >• 0 , 

c2> 0 et c £ 0 tels que quel que soit f e £<*, 
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(2.19) ~Җ Җ. 

presque partout dans il 

<2.ia>
 (
.2*i<"*.f>fc àS l JU^h> „ , . . . , *> r - c 3 • 

Alors la condition de coerc i t iv i té , donc la condition de l a 

coerc i t iv i té faible est sa t i s fa i t e pour l'opérateur T • 

Pour le problème, où V = VV^Vil) , i l suff i t 

c^ Z 0 • 

LftpMj» 2Tfi (cf. 13] fRemarque 2 .1 ) . Si l e s coeff ic ients 

sont continûment différent labiés en f pour presque tout 

x de i l 9 la condition (2.1-i) équivaut à la condition 

âcti te, f) ^ dœ^Uj) 

h 
presque partout dans i l • 

Théorème 2.2 (cf.[3j.Théorème 2 .1 ) . Si (2.5) et (2.14) 

sont valables, la fonctionnelle 
§(v) = f dt f %_J>*v(cx)ciA(x,Uu,û + tv'))dô( -

(2. 20 ) ° VLI***' t, ?s c 

~ <V, «f \ ~ <^,&>ÔIL 

est continue sur V f ayant la différentielle de Gâteaux au 

chaque point v de V et 

(2.ai) -&HI** * >* 

~<&,f>j2 - <&>9'>^ ' 

Théorème 2.3 (cf.13J,Théorème 2.2). Les conditions 

(2.5),(2.11) - (2.14) soient satisfaites* Alors il existe 

un minimum de la fonctionnelle $ (v) de (2.20) dans ? , 

soit v0 . La fonction u0 • vp est une solution du pro

blème* Cette solution est unique* 
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Lemme 2 .9 . Le problème aux l imi tes de l'exemple 2.1 

a une so lu t ion unique pour chaque te Q'« 

Démonstration. I l su f f i t de vé r i f i e r l e s hypothèses 

du théorème 2*3: 

ce ) Quels que soient 11 ! .é k et f e E^ on a 

l a i f * , f > U K 4 + 2 f j > * - ' l l f c l -6 (de+4) • 

fi) Symmétrie: pour i #= j on a 

â%%*fK - 2<*-i)&«+,fa n >*" + 

* « * & & * > * - * . 

X> Pour f,ye E „ , f 4- 0 

»l£-«+&$>*'t*&» t* h % V = 

D'après l e lemme 2.5 T es t totalement strictement 

•onotone. 
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et) Soit f e E ,̂ ; alors pour m >. 2 

. Z tf-CZ g > * > $g 51 . ^ r * . 

Si 1 <- m <- 2 f alors 

Za*f* fpfc««4.Z Ê £ > * " Y / + Z f j - ^ - r t + z tf >*-

-rt*Z£f>*^>c.s £>*-< * à , £ J & r - ' * 
Donc d'après le lemme 2.7 la condition de la coerci-

tivité faible pour l'opérateur T est satisfaite. 

Lemme 2.10. Le problème aux limites de l'exemple 2.2 

a une solution unique pour chaque f e Q' • 

Démonstration. Vérifions les hypothèses du théorème 

2.3: 

*C> la.^fM-lf.r-^f^f^l^) 

quels que soient I i I .é k , £ e E ^ * 

/3) Symmétrie: Pour i 4= j on a 

Pour lij .é k on a 

T> Soient f, ^ e E^ , f * 0 } alors 

Z ^ f f i ? * h k« £ t™~<mi^'* fî > 0 , 
wj**h °n * Ulh*> 

donc d'après le lemme 2.5 T est totalement strictement 

monotone« 

cf) Soit f e E^ f alors 
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donc d après le lemme 2.7 la condition de la coerc i t iv i 

te faible pour l'opérateur T est sat is fa i te* 

Remarque 2»!.. Si l 'on résout l es problèmes aux l imi

tes des exemples 2.1 et 2.2 pour V » V v ^ m ) , i l suff i t 

de définir l e s coefficients a^ (x, f ) par (2 .6 ) , (2 .8 ) , 

respectivement, seulement pour ( i l * k . Pour ! i l ^ k - 1 

posons mi (x, f ) s 0 • Alors tous l es deux problèmes ont 

des solutions et ces solutions sont uniques pour chaque 

fonctionnelle f de Q' « 

En ef fet , i l suff i t d 'ut i l i ser le lemme 2.7 avec ĉ 3* 

= 0 pour vérif ier la condition de la coerc i t iv i té faible 

et le lemme 2.5 pour vérif ier que l'opérateur T est to ta 

lement strictement monotone, car s i l 'on résout un problè

me aux l imites pour V * Vv^fr> (Jl ) i l suff i t de suppo

ser dans le lemme 2.5 au l ieu de (2.16) seulement 

i£mjae__2xii# (La même idée de la démonstration comme chez 

J. NeCas - cf»[3Jy lemme 3*2.) Supposons l e s fonctions ré 

e l l e s m^ (x, f ) définies sur i l x E^ pour ) i l -£ k , 

continues pour presque tous x de J l en £ , mesurab

les en x pour £ f i x é , satisfaisant aux conditions (2 .5 ) , 

(2 .1?) , t e l l e s que pour chaque f € £ ^ , 

presque partout dans Jl • 
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Soient u , *xc e Wjf'cn.), -f^ ?~Y c K?'(A > 

t e l que u —- u * Soit presque partout dans j l 

( 2 . 2 3 ) ^ r v -f^Cx; « 0 , 
m,-*roo " 

OÙ 

(2.24 ) f„Cx) ={^(V'iAim,(x)--J)'i'AM(x )) ' 

Alors i l exis te une su i te p a r t i e l l e { *^n,. / -^ ... 

t e l l e que 

lini D* u^ . (x) = D*u(x) 

presque partout dans Si pour I i ( é=, k • 

Démonstration* Dans ce t te démonstration on s i g n i f i 

era chaque sous-aui te par le même symbole comme l ' o r i g i n a l . 

La su i te {u, }** A converge faiblement vers u t 
/n, /n x i w 9 

alors e l l e est bornée dans W(*t)(SL y donc e l l e est 

compacte dans W^-'4)(S1) , c ' e s t -à -d i re» i l existe 

une sous-sui te {u*Jl~4 et un élément v de W(*-'f)(Ji) 

t e l s que lim u a v selon la norme de W(4t"i)(Sl) , donc 
m. ~*oo *l> tn> } 

u ^ —-- v dans Wj^"i)(Jl ) . L ' inclus ion 
Wi0û (SI) G W(4l"f)(Jl) entraîne (W&-4)(Sh))' c 

«tn» »*n. <*»*• 

c (wc*}(SI))' a lors de l a convergence f a ib l e i^i^Zi 

vers u dans Wj^}(SL) i l s u i t que u —* u dans 

W'*~fY-fi> a l o r s u a v d a i i a W(*-i)(SL ) . On a dé-

montré l i a um * v selon l a norme de Wc*mi>(SL) , donc 
/n -+ oo ^ "f^ * 

lim u » u selon la norme de W<A"4> (SI ) . I l en su i t 
•n-yo* " * ""-

en vertu de l a r e l a t i o n 

** l» "m> 

q u ' i l existe une sous-sn^te { <tt^'}%si t e H e Que 
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l i a D^u m (x) « 2T u(x) 

presque partout dans JX pour I i l sér k - 1 • 

Maintenant on va montrer pour une certaine sous-suite 

l i a D* « ^ (x) « D* u(x) 

presque partout dans i l aussi pour l i I * k • 

Soit x un point t e l que 

Tflœo \T>+<ULCX)\ <c + oo , Tflax, ID+u^Coc) I < + <» , 

£&> P V Cx ) * J>ra,C-X ) quel que soi t l i l é k - 1 

et encore t e l que chaque fonction a ^ ( x 9 f ) ( I i I *-* k ) 

est continue en Ç • 

On peut trouver une sous-suite des « ^ t e l l e qu 11 

existe une limita de la suite { V^u^Cx )}%si powr cha

que I i I » k • Soit ^tini V*4X, Cx) » fa 1 \%\ *> to, . 

I l suit de (2.5) que 

- %Cjr44t(M)+V4uCx))a+(x,f (Uto*4**^* 

-^(Tyiu»(x)~T)+A*Cx))cuiCx,Ç(u + ut>
)) ^ 

> ^CT>^jx)-tl)i'UfiCx))aiCx^Cu^^p)) ~ 

fit** 

• £ I D ^ ^ X ) - ^ ) * ^ ^ ) - ^ ^ . ^ ) - ^ ^ ^ " * 
l* / fr* '", 
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^U^^Ц^CMHЂ^CXÌÌCLІCЛ.ŞCU^+I^ >) -

- (.'CxK-J + .Z, W*unCx)i-Vi<U-eCx)lлn-'' + 
IҢtlзgwt) 

\ Ж.J]>ІMЩ,CX) + T>І4Í0CX)ÌУ . 

En divisant cette inégalité par 

où 

T<v 

on obtient 

.L.- <L^)-

Si I %.: I * -»- oo , alors lùm, 19? I* +oo , donc 

l'expression à droite converge vers + oo d'après ( 2 . 2 2 ) 

et l'expression à gauche converge vers zéro, ce qui n'est 

pas possible. Alors I ̂ ^ | < 4- OO quel que so i t I i I » 

* k • 

Posons & ~ { 2i ; l i U M, } , où ;£, - I>WoO 

pour l i l * k - 1 et 3^ - 3^ pour I i l » k • 

De la continuité m^ (xf f ) en f et de (2.23)11 suit 

que 
U « , -+«0 ** 1416*1. <7* 

S'il existe til » k tel que ^ *P*-tcC^<) alors 

en vertu de (2.15) on a 
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O'^^^^^^C^M^f^C^)) -
-»CLiCx7Ç C<ct+ <u0)C*x))3 > 0 > 

ce qui n'est pas possible* Alors 
lim D* Mm (x) * j r u (x) 

presque partout dans Si pour l i I --» k • 

^fllffi 2 t l 2 - Soient 2*.p«:a , ,tc e U/^Cil.) . Alors 

* - - S E f • 
Pépona^rafrlon* Posons *fi/~ 35 et g,' - ^ T f * 

Alors fi, * -----—~- -» 1 e t û r -̂ £ = -=—-zr 1 <m-fi " fu-2 41-<*, 

L'inégalité de Holder entraîne 

IIUIIÎ" - / W * > | * " * . \4A,(*)\°CdX * 

• ^ *fll *-*», Z 

I l en suit que 

IUII^ z iip^ir ^ z ip^r-*. / I P ^ C é 
**£*> Ulfc*, L^ W l < ? 4 L ^ 4 

# -fi-^t «gît , ,-*. "f*--°Ç 

A S « P ' - u - C ^ . --- l ' ^ ^ l ^ «e(Z «D**»,. > ""• • 
lit**. L-* 'j-l** i '*'**• m 

. « C Z « P^u.Il* y* = ae2 0 u C*> II ^ C <*> ' 

§ 3- AppMçflUPB de lu pfofrfffle fle Ift flfigçgfrte lu 

p|Vff ra,plfl* 

On résout un problème aux l imites pour l'équation 

Zc-^ ' j ^ a - c^ea t ) ) - 4 Cx) 
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et on cherche la solution faible dana W(êl)(Sl) • Sous cer-

taines conditions sur les coefficients a^ (x. f ) on 

peut appliquer la méthode de la descente la plus rapide 

à la solution de cette équation: 

Définition 3.1. Sous les conditions de la défini

tion 2#1 on définit l'opérateur P : V - » v' par 

(3.1) (nr9F4jL)~(<v9T4ju)-<v,f0 >A - <ir99>>*JL 

quels que soient v, u e V f où T est défini par (2.10). 

Lemme 3.1. Soient les conditions de la définition 

2.1 satisfaites. Soit a^ (x9f ) continûment différenti-

able en £ pour presque tout x de il et chaque iil^ 

é, k • Soit c^ > 0 tel que quel que soit *2 e £*e 9 

(3.2) | *»<J*1 Vr > , A Ci «+ , V , )*"-

presque partout dans iX . 

Alors pour uf v e V on a 

(3o3) (<v, F(AJL + IT)~ F C ^ ) ) ^ c ^ a e 2 ^ T " ^ " ^ 

pour l* a<:2 ; 

(304) (ir7F(u> + tr)-F(u,))é e,, ae 1/ ir II2- pour m » 2 j 

(305) Cir, F(4* + t r ) - F U 6 > ) * c f Cie + 4)u ''"-((ee^u, <&»"* + 

+ \\u,\\+\\u\\+\\nr\\)*n~x Wvt pour a > 2 . 

Démonstration.. I l suit des hypothèses que 

(<v7 F(AX,+ <IT)~ F(u))-(ir9 T(4*-+'W)~ T(<u,)) « 

.XX ' t l -Mb * •» * * 
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Si m » 2 f i l en suit d'aprèa l'inégalité de Holder 
(V, F U t + v ) - F(x>t» ± c^/Uv/'S \7>*<irCx)\ -

• Z n)*hr(x)idx =- <•/( Z U V r - X ) ! ) 2 ^ ^ 

6 e . e e / S lD*irfa)l*dx - c.*ell<v\\* . 
» *.J2 M / * * *" 

Si m>2 f de l'inégalité de Holder généralisée avec 

PA * pa * m f p3 » ^ T J o n obtient 

(v;FCa+iл)-Fac))íŁť' /^*C/('2:л/I>*W.xЛ),r,'):я * 

* c , ø e ^ ^ d v C £ Ž : A 1 p-W*Л^л)*• ŕ-f+ e) • 

' ŕ ^ l ' S f c C 1 + , 3 > ' : ( ' a ' > + ' u - + ' Ł ' ' v " > í ' ' x > , ) W c ć ' > < ) í a ? i ^ 

. (^ŹWvfyOГdмЃ = ç, 9Є*"44- Ы + 1 )llv|2 • 

•jГ(f9Є(ы.(-Л))Ä+ iл^+^+тгA-Ю^ciré c1Гвř+'f)вЄ 

.((ee^(il))m+l/ч^ II+ 11^11+11^11)̂  llnrЃ * 
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Soit 1< n*2 • On a démontré l'inégalité 

(<v,F(u+<ir)~F(u,)) £ 

où w * tt0 • u • On eatimera l ' intégrale interne 

yCôCs - / Ë £ -
* (1+ll)*<ur(x)+<vl)*<irCx)\)l-'m 

pour x quelconque* 

I ) 0 é V*<urCx), 0 < D^nrCx) ; 

a) D*<vCx > * A + D^-ur ta ) ; alors 

* •> (4 + D*<urCùc)+ t P ^ ^ ) ) 2 * ' * ^ 

" / a>*4rCx)+tfI)*<v>Cx))*-"" ~ r ^ r * »**"*/«+ r)*~~ * 

b) 4 + DÏsurCiX) < D^irCx) ; 

j / * w / d* -

* - i - r - -=rS~~r~.L (1+T)*'<wCó<)+T)r»rf>vWnt"i -
' W T ^ fc õ Í Í + 3 > ^ Л Ѓ Î + І ^ - " V X » 

2 -i—«... M + B V r v n ^ < 
*rtH J)*/lríX) P vrč*)} < 
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I I ) ])*fw(c<) & O 7 J)*/ir(xX) < O 5 

a) ~ J^iKwX) * <1 ~ J>* <ur Cxx ) ; 

<y()=s / £_-_2_ 

~ •í (1 - T)*<ur (X ) ~ v J)*nr(iX ))2~ 
_= 

' / 
•' íť-r 

k 2 - ^ 

= ( - ^ , W Y т ^ ' •&-• JI>VûoГ< 

o C-ìi^Cм) - tґj>*v(cx ) ) 

'______ _ ________ . I r Á - . . Ì І — _ • 
'ö 

b) . - D*otr . л ) < - D ^ - v . л ) ' , 

^**'Jp C1 - J>*>w . * > - _ • î > . t o »2- ' r t 

- - - ^ j ^ ) ^ - ^ ^ - ^ ^ ^ " + 

+ Æ*T ^ » - ^ ^ » m ' ^ f ^ 5 ? S ) , 

•í-2J>*Vtt)>-^5^.-l)Vй_))- 1 - 4 < 

' —""-- . - D V f j c ) ) ^ * < 

I I I ) 3>*'нrГ_x) < ö < J D ^ Ѓ J * ) . 

a) 0 < J)*<ur(л) +$* nr(a) ; 

' f_>_W__) «* ^ эм*/' 2>ғvC*) 
H-Ъ*<ur(x)-ъJ)ï<iГÔ<))2 
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+ f1 dv  
-MMM- U+T***rCx) + traire*))'--'-' 

Désignons la première intégraO-e par Jf (x) , la 

deuxième par Ĵ  tx) • 

^ f i x ) ; oo) VivCx) * A- TPwCx) ', 

__*KrCù_ 

CV^vC*) - tD^irC*))* 
Ѓ~_Ì*>#CЛO dĽъ -

3>**rC*> 

= CD^arC*))** J d-<v )z'"m' 
0 

--£гн*«*>r*«+$%$-'- + 

ß) Ą-Ъ*WCІÒ *• ЪІлrC*) ; 

V**rCoú 

*<*>- - £ t WШ) '«-T>ЪC*>-гJ*rCxУГ%*™. 

/flX -1 

"'mPÍ WvČx) + m'1 W~~Ččň (1-T>9''W'C*) 

__ _L_ ___ + -±- •=$--- CD*nrCx))m"' < 
m-1 J)*vCx) fn-4 -D*v-X) 

< -{-г П)*1гСх)Г-~ 
nrti-1 

112Cx) : oc) D*wCsX) ét i + T)*<urCx) ; 

\CáL)^jr\ — , dv , 
Wirúó 
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-чrv **" ^ 1 * ' - ^ C1 + 7>*w(oc) + -MD^Ć*))*~ 

- / l-Ђ*v(M + V7)*nr(*))*•"* m ŕ-D^fл))' 

< ^ Ž ľ i ' tP^ГJŕ)/^3 . 

b) 3^t4ŕ*fjc)+ T>*nrCM < 0 •, 
V*-yr(м) 

УćX) - ґ~'3>9"ìrCx} dV . 
•/ Li+7>**rCx) + ъ7>*'irCM)x''m' 

+ Ґ *Z-
/ j W > Ci-D*wCx)~'VT)*ir(d<))i 

Désignons la première intégrale par J 3 (x) f l a 

deuxième par J+ (x) • 

2 3 O 0 : où i+V*wCx)&~])*'irCx); 

fi) - D*<V'(X)< 1+ 2>*<wclx) ; 

V*></ 5?ÎSr es. 
(~J>'VCJ<У + fT>*irC* ))2-"* 
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<-j*w*»~-y-#8S' „_*%., 
nri-i 

УţCм): oc) . -I^/urГoc)^ - J>^^í"^> S 

^ ) = " i î 4 w C ( 1 - ^ ' " 
~ ЪЪtлrCxìГ^lъќrtţø ^"ШZî j>><irCx) 

3&v(л) 

-J _ r_OЋ^~^,".\'m-'Л ______ ___ 

< ár^r n>*^ro.)iw-2 . 

/3) - J>*-r.oř ) < -1 - J>* _-<*.* ) . 

7 ...) - /"' r _ _ -
* "_»_*__&> .-3>s-ir(rlv)-r'J>';vťi>.))1-w' ~ 

m C-D^irC.X'))'*'2 / . ^ ^ 

< 

._»* <tf Л*) 

' ^ . ^ ípгVfo..)/—*-JLj. |J)»Vť'oř)Г"* . 

. 4 _____________ чяn-. __-»-* • 
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On a démontré l ' inéga l i t é 

pour chaque x e i l t e l que \T>**r CX*\ * + °° ' 

l_D*V<\x)l < + c o , 1^ I -é -fc * 

Alors 

(^F^)-FU.))^ c , - ^ f l , ^ ./.<p^< • 

Théorème 3.1. Soient m > 2 f les fonctions 

a^ (x, £ ) pour l i l 6= k aatisfaisant aux conditions 

(2.5)f(2.14)f(3.2), telles que 

(3'6) ,<.£..* ^ f* f> * * &*> h 

quels que soient £ ; ^ e £ ^ presque partout dans i l . 

Supposons que l'opérateur T défini par (2.10) sa t i s fa i t 

à la condition de la coercl t iv l té fa ib l e . 

Alors le problème aux l imites a une solution u0 + 

• v# ; cette solution est unique et la suite 
{ 3 .7 ) V ^ * ^ - £ ^ w^ 

converge vers vA selon la norme de WJ^CJOL) (quel" 
o p, 

conque <p> e < 17 on, ) pour m>2 t quelconque p € < l f 2 > 

pour m s 2 ) 9 où v̂  est un élément quelconque de V „ 

ç, satisfont aux conditions suivantes: 
TU 
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(3.8) mm. (({ )* , t^jeMíR,) í a ^ «""''*>*• J -i 

(3.9) ^ f £ ^ ^ 7 ^ i f c ) « ^ , * , " < ' * , ř , * 

á e ... W w i-/; 2 M ř R J " ^ 
TI' •* 

respectivement, où 

MfR^)- c,CaC+f )* ' -* 2MC('«.ct*fil»*+l-u,l+-3/^r»-?»C* 
pour m > 2 „ 

M ( R ^ ) . c ^ 9 e 2 ^ f c ^ * 6 P o u r • * * • 

0 < e é ^ quelconque 

et la fonction « de V eet t e l l e que quel que aoit v 

de V , 

(3.io) / s ] )Vc>)îkf«^t . - iû )*M r*û < , ) , ,*"' i 0 ( " 

s S / ] )V^>a . i (ro< 7 fCu^i^))c i^-<^f;>^-<tr ,9 .>^ , 

(3.11) / • Z B V r e K ) ! ^ ^ ^ ) ! ^ " 1 ^ ^ ^ ^ ^ ) ^ ^ • 
A J M l * * 

respectivement • 

Démonstration.. ? eat un eepace de Banach réflexif 

comme un aouaeepace fermé d'un eepace réflexif W^CSL) 

(cf. Lemme 2.3 de [4]). 
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Les fonctions av (z f Ç ) satisfont aux conditions 

(2.5) et (2,14 ) , alors l'opérateur F , défini par (3.1), 

est potentiel d'après le théorème 2. 2 . 

Bu lemme 2.3 suit facilement que l'opérateur F est 

hemicontinu sur V : Soient u, v, w € Vf donc de (3.1) et 

de l ' inéga l i té de Holder suit que 

Zbm, (<ur, F(AO + i%r)~ F(AM )) « Hrrv (<urP T(<u, + tir) -
t~*rco t ->ow 

-T(<u,))=Jùm, Z fj)i<ur(K)tQ,Ax,Huo + <<<<'+t<0'))--
t~*0 Ht&k, u % > 

~ai(o<7S(<u,0+AA,))ldx * iùm \\wtl„\\a,.(*£(uv+u,+tv~))-

- o ^ C x , £ (<A0 + <u ))HL « 0 , 

c a r t^o ^ * /U' * ^ ^ » 6̂6, -r- /U. selon la norme 

de V . 

On démontrera que l'opérateur F sa t i s fa i t aux con

ditions du théorème 1 .1 . 

1° On suppose que l'opérateur T sa t i s fa i t à la 

condition de la coerc i t iv i té fa ib l e , c 'est -à-dire , 11 e-

x i s te la fonction X^ (s) définie sur <0 +oo) t e l l e 

que quel que so i t v e V f (v f Tv) 2 0i1 ( \\ <v \\ ) , 

>*R pt (te ) 

J —^r—~U4< + oo quel que so i t R > 0 et 
o <** 
Mm, 4s f* - ^ T 1 d* = + oo • 

En vertu de (3.1) on a pour v e Y : 

Cir, Fv) ** (or, T V ) - <ir, i >A- <V>&><PJI *-
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s a / i i tHn- cm», ii + «9-s) « vu . 

Poaon. A (s) - LV. C*) - c - /* , fi- »*. - + - i M • 

Alors la fonction A (s) sa t i s fa i t aux conditions de 

la hypothèse 1° du théorème 1.1: 

jUmi f*M£l «jj* « J^ru ( / - ^ l d* - C R ) = 

« A/m, R ( i / J - ^ - > c£*>-c ) *• + ce? . 

2° Les conditions (3.1) et (3.6) entraînent pour u , 

v e V : 
(% FCct + ^ - F O u , ) ) - * CtrçTCcc + i/')- T(AC)) = 

/W/V /• s: <?»«•' te, f c ^ f ^ 4 r ^ ) ) j v ^ ^ , r v ^ , y j ! 

> c fdr/Z. t&vCxrfdx « ca JiVC<*> • 

La fonction X(^> ) - ca^> satisfait aux con-

ditiona de la hypothèse 2° du théorème 1.1» On a posé 

B » Wjh)(fl) . 

3° En vertu du lemme 3.1 la condition (3 .2) garantis

se (1.6) 

4° Le problème aux l imites de l'exemple 2 . 1 , 2.2 res

pectivement, déf ini t , pour f c v ' , une fonction u e V , 
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représentée d'une manière unique, en vertu du lemme 2 .9 , 

2.10 respectivement, par la solut ion de ce problème. 

On a déf ini a ins i A^ : v'--> Vf A^ : v '—» V , respec

tivement* 

On montrera que l 'opéra teur k1 f A f r espec t ive

ment, est i n j ec t i f . Soient ft t t% e V* # P o s o n s A1 f̂  « 

» A^ t% -* w , À^ f̂  » A^ f2 * w f respectivement. Alors 

d 'après (2.7),(2.9) respectivement, on a quel que so i t v 

de V f 

<vt%>A-J!Z. T>*vCs*)J)'iwCx)Cl + Z- CVtrurCx))*)9'^* * 

<v7 4i\*fl. D*vC*)\J)l<urCx)nmi >^^(])V6( ))do<~ 
*•* JX K/ér|b » 

« <V*-fa>^L 7 

respectivement. 

Alors 0 ~ <ir} i1 - iz >A quel que so i t v € V f 

donc f * tz * 

On démontrera que l 'opéra teur At f A2 r espec t ive

ment s a t i s f a i t a*ac conditions du théorème 1.1. 

4) Démontrons que l 'opéra teur AF est borné* D'a

près l a remarque 1*5 11 suff i t de montrer que l 'opéra teur 

F e s t borné* 

Soit u e ? 5 i l exis te v^e V t e l que (f v * » 1 

et U<i^ t FC*6)> I » If FAX, (I . De l ' i n é g a l i t é de Hol-

der et (2*10) 11 s u i t que 
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II F-ìt- II * 1 4 , F « ) I « l<-£, T4i)-<ъ,í>лГ t-Ъ, 9->ðЛ' * 

•l^ ^ Ч ^ Ч c#,f<мs-лл.))dx -<Ъ,t >^<^,f>ãast 

écZ Ĺ Wтґfcììd + Ž. \T>Чub+u,)Cx)\m''')clx + 

+ | 1£ II ÜҢII +lø .II) * c £ 4 ( ^ I З > X C x ^ d x ) * " • 

c jC(^-^ . . l^« ь +л.Kj<)Г" ' 'Г- , űí .x)^ i "+ flгr- í 
•'л 1̂ 1**- • <* 

• ( l f t f l + II^D-fe e # B ^ « M + | ^ r t l 4 i , | T | f 0 | + l 9 , i M 

6 c ' C I + H ^ l l ^ i l ^ l l ^ l II* II + Il 9, Il ) . 

b) Soit Kw^lZ^ CL &C\), &CA^) , res

pectivement. Alors l e s fonctions t% e V' existent t e l 

l e s que w^ est la solution de l'exemple 2.1,2.2 respec

tivement pour f^ f c 'est-à-dire -fin, * A^ TiT^ 7 4^ ~ 

» A* 'fcr̂ , , respectivement. Soit 

(3.12) lim 11 w^ Il » 0 , 

On va démontrer que 

(3.13) l i » Hf II » 0 . 
>n~*voo "* 

Soit •.•(-«tf ) défini par (2 .6) , (2 .8) respective
ment. 

I l existe 1 e T t e l s que II * II « 1 et 
•7W ' H ' 

I < ̂  , "ftiv >-a I • Il f^ 1 . De l ' inéga l i t é de Holder et 
de (2*7) i l suit que 
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*li1a>(£1>'',&Cx)net* )LcfA
[a-* <** %<"*» ))n'd*)L'* 

Su lema. 2.3 et de(3.12),(2.6) il mit que 

£ % , «a, <*> f *«*w » «.-„.,, - C? qutl „ue B0it 
|1| £ k « La relation démontrée 

- ^ - * u S t | ^ c * » f r i < ^ ) ) " - ^ 
entraîne donc (3.13). 

o) Soient f e V* et A f * w é V . Posons v • w 

dans (2.7). Il en suit que 

LA.iJ)* <ur7*>^~£^Jl>*<urC*)l<' -

'U+ShCVïvrCMn^^dx zfCZ U)**rCx)l*) . 

Posons A^ f * w e V . La relation (2 # 9) , u t i l i s é 

pour v a w | entrains 

CAS7*)-<vr,f>JL=££ûJ>*vrCx)lFwCx)n-éf . 

. /U(^C^4n4rCx))do(^/^Jl>%rCx)l^x* BitrlTL HA 4 l** 

On a véri f ié toutes l es hypothèses du théorème 1.1 . 
s i fi € L m f (Jl) CUl é* 4t ) 9 abrs la fonc

tionnelle f définie par 
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<v.f*-/.£.. ViirCx)ii(x)dx - <v,t >^ ~ <v, 9.>SJL 
' Ji -a Hitm. 

quel que aoit v e V t appartient m V*' . Alors pour obte

nir lea fonctions w^ f il suffit de poaer t± (x) « 

» at'(T*, f C.ap +'i/̂ , )) et la fonction w^ est la eolu-

tion d'un problème aux limites de l'exemple 2.1, 2*21 res

pectivement pour f défini par 

Bu théorème 1*1 suit que la auite (3*7) converge ver a 

vp (v0 est un élément de V tel que réalise le minimum 

de la fonctionnelle $ de (2.20)) aelon la norme de 

W ^ (IL) . D'aprèa la remarque 1.2 la auite iv^l^ei 

eat bornée dans WLhf} ( IL ) . I l en auit en vertu du 
in-

lemme 2.12 que pour 2< p < a 

"• " V * \ '»"*> * ° * 
Cette relation eat vrai auaal pour 1 é- p -é 2 f car 

tli£» - "*£ •*"*> ~ c 814 - î r '^f*> 
f»' .a 

Remarque 3*1» Si l 'on réaout un problème aux limite» 

pour V « Vv^ ( i l ) aous l es hypothèses du théorème 3 . 1 , 

alors la suite de (3 .7) converge vers i£ e Vv^*" f XL ) 

(où n0 + v0 eat la solution unique de ce problème) aelon 

la norme de W( (IL) ( p est l e même comme dana le 
T** 

théorème 3.1)s où v>- eat quelconque de V t £^ satisfai

sant aux conditions suivantes: 
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» W « 4 > * . C > d J M t R , , l«5 . " - • " > * > - 1 - -

* WUm, C1 ( Hier f|"n-'r~<É ) £ j . 

respectivement! où 

0 < E < 'f quelconque, 

l e s fonctions M(R^) sont l e s mêmes comme dans le théo

rème 3 .1 , la constante e est définie par (2 .3 ) et la fonc

tion w^ de Y est t e l l e que quel que soit v de V , 

(3.14) / Z J > V t a ) l > * ^ * K 1 + £ C])r<urCù<))*)2*'iclM -

= / £ p v ^ j ^ C v x . f c ^ t ^ » ^ . <^,f# >A ^ 

(3 .15) / S ^^C^i^MT^Cx^^/Uq^ CV^^Cx))cLx -

JÛL U - M t * 

respectivement. 

En effet, il suffit d'utiliser la remarque 2.1, le 

théorème 2.1 et la démonstration du théorème 3.1. 

Remarque 3.2. Si m * 2 , alors d'après la remarque 

1.1 on a: 

si m > 2 on a : 
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l*&-*5-w.-»> * V% R l F í t ^ ) - , 

OU 

R eat l e rayon de la boule quelconque DR , qui con

t i ent lee éléments v„. et ve • 

Remarque 3 .3 . On a supposé m > 2 dans l e théorème 

3 .1 à cause de la condition (3«6)» Le reste dans la dé

monstration du théorème 3*1 était valable pour m > 1 

(sauve la démonstration de l ' inégal i té CA^-f,^ ) £ 

>£ H A, f »"») . 

SI l 'on suppose l'opérateur T atrlctement to ta l e 

ment monotone au l i eu de (3.6) dans l e théorème 3*1, alors 

de la remarque 1«1 i l suit que pour m > 1 la suite 

{ v^ C - A définie par (3.7) et bornée, lim il PU )ll» 

* 0 ( l'opérateur P : V-> v ' est défini par (3*1)); l e 

problème a une solution unique u0 • v0 • 

Théorème 3>2> Soit m > 1 . La condition de la coer-

c i t i v i t é faible pour l'opérateur T (défini par (2.10)) 

et l e s conditions (2 .5) , (2 .14) , (2*15) , (2 .22) , (3*2) soient 

s a t i s f a i t e s . 

Alors l e problème aux limites a une solution u0 + 

+ v0 ; cette solution eat unique. Si m>2 , alors l a su i 

te (3 .7) définie dans le théorème 3*1 converge faiblement 

vers v0 G W'tociL) . 
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Si 1< m< 2 t alors la suite 

(3«7) *M^A * t , - c , w_ 
11+4 ftt *~n\, **y* 

converge faiblement vers v0 , où v̂  est un élément 

quelconque de V , £^ satisfont aux conditions (3.9), 

où 

R * WVL IU ll<ur « , 

0 < £ f= mn - 'f quelconque, 

2 4 + -2 < n г - ^ 
MCR^) -- c.a.И '"-_. 2—--"R ïtn-й-Ą n nn, -€ ~4 

"<тг 

de V t la relation (3*11) est valable. 

Démonstration* D'après l e lemme 2.4 l'opérateur T 

est strictement totalement monotone, alors de la remarque 

3.3 i l suit qu' i l existe la solution unique uô • v_ et 

la suite { v îT^eat bornée. Alors un élément ter c 

e Wchr) Cil ) et l a sous-suite {vz . i°° e x i s -

tent t e l s que 

(3.16) vn_. — - w, . 

C est une conséquence du théorème de Gantmacher-Eberlein-

Smuljan. 

Posons 

h ^ ^ P ^ ^ - V ^ t * » ICLi CXyfC^ + AA,, )) -

- a ^ C x , §(vz + *<cô » J • 

En vertu de (2.15) l e s fonctions f̂ : (x) sont non-négati

ves quel que soi t j entier naturel* Alors d'après (3 .1) 

on a: 
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Qtyxî\dx= £4}(x)d,2<~ Cv^- <ur,T(<trn.)- T(w, )) -

s l*+.f ™i, F(<v^)~ FCw, ))« (<v^- «S, Fcui,^ )) -

- (v». - «t, F(vr, )) é II i v - vr. Il II F(w^)\\ -

L'expression dernière converge vers zéro, car 

v ^ —-* mo , la suite { 1 ^ | ^ f s s t bornée et 

(3.17) lim II P(vn, )ll * 0 

d'après la remarque 3 . 3 . 

Alors lim / I «rU C c* > Itf * -* 0 , donc i l existe 
•£-+ oc "Jl Ir ' 

une aous-suite, encore notée par f^ , t e l l e que 
lim fv (x) » 0 

$>-*r oo * 

presque partout dans SI . Alors d'après le lemme 2.11 11 

existe une suite part ie l l e , encore notée par v^ . , t e l l e 

que 

lim DV v^ . (x) « D* w, (x) 

presque partout dans i l pour l i l -é- k • 

Les fonctions â - (x, f ) sont continues en f pour 

presque tout x de i l , alors 

. A>m- a^ccx,f r ^ - r ^ )) s a^cx , f a^-*--w£ V) 
presque partout dans i l pour | i I h k . Soit v 6 Scsi) # 

On obtient facilement de l ' inéga l i t é de Holder et de (2.5) 

que l e s fonctions D * v 6 x ) a ^ dX, f ( AJ,P -f tn^A >) sont 

absolument uniformément continues ( les constantes pos i t i 

ves seront désignées par le même r~*«bole c ) : 
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Soient £ > 0, cT> 0 quelconque pour l ' ins tant , 

l'ensemble M mesurable, M c -XI , (U,CM)^cTi alors 

éc f iav^fC^+a^ -» ld* ^ c/(U X \tfc4^+v^)(x)rm''ktx 
M 

donc i l suff it de poser </"= C— £ 3 - ) / m * -
CC-1+\\^t) + ^A\/rn'i) 

Alors d'après le théorème de Tonneli on a pour ve B CXL ) ; 

» / Z P V ^ ) a ; ^ , K ^ J Î ^ ? 

c'est-à-dire 

. lim (vtPv^ . ) » (v,Pw# ) • 

I l en suit en vertu de (3.17) que (v,Pw0 ) * 0 quel 

que so i t v de B CIL) , alors Pwc » 0 et de l 'uni 

c i té de la solution suit que w0 -* v̂  • Alors d'après (3.16) 

nous avons 
V . k w^ • 

On démontrera que la suite originale îv^i^i con

verge faiblement verm v0 . Supposons que (ztrui^c_i ne 

converge pas faiblement vers v0 • Alors Bû > 0 7 4e € V' 

et la sous-suite { 1^ ?/* existent tels que quel 

que soit k 

(3-18) ICn^-V, ï.)\ ± £c . 
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La suite { i £ ^ J est bornée, car i^i^m1 «»t 

bornée, alors en vertu du théorème de Gantmacher-Eberlein-

Smuljan on peut trouver la suite partielle { it^* / °* 

telle que v^^ . —-* w ,où w e V . De nouveau, on mont

rera que w « v0 , alors . lim (v^A . - v0 , fe ) a 0 , ce 
^ ~T OO ** 0* 

qui n'est pas possible, car { tç,, $" sa t i s fa i t (3 .18) . 

Théorème 3 . 3 . Soit m > 1 • Les conditions (2 .5 ) , 

(2.14r) f(2.15),(2.18),(3 .2) soient sa t i s fa i t e s . Alors l 'asser

t ion du théorème 3.2 est valable. 

Démonstration. Du lemme 2.7 suit que l'opérateur T 

sa t i s fa i t à la condition de la coercit ivi té faible*» 

I l suff it de montrer que la condition (2.18) entraîne 

( 2 . 2 2 ) . 

Uhjfc»» ifïïk ** I4ÏÎH ** 

***** ntk u +ur*Hf+ 
= + OD • 

alors, les hypothèses du théorème 3.2 sont satisfai

tes. 

Remarque 3.4 • s* l'on résout un problème aux limi

tes pour V «• VV^ Clt ) sous les hypothèses du théorème 

3.2 ou 3.3, alors la suite de la remarque 3.1 converge 

faiblement vers %r4 & Vv^*-' C II ) ? où u^ + vc est 

la solution unique de ce problème. 

c'était vrai pour m £- 2 . 

Si 1 < m < 2 , alors la suite (3.7) converge faible

ment vers v0 , où v^ est quelconque de V , € ^ satis-
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font l e s conditions 

ou R ^ = l l a ^ 11+ H t ^ l l , O - C Ê ^ ^ , 

- /in. - 1 quelcon
que, ^ ^ 

•TV 7 

c est défini par (2.3 ) et la fonction -M/- e Vvf"*JC-fl) 

est t e l l e que quel que soit v de V , la relation (3 . I l ) 

est valable. 
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