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Со.штеп"Ьа11опев В4а1Ьета!1сае Ш.ауег8эЛаЪ18 СагоНпае 

1 1 , 1 (1970) 

О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ ИЗГИБАНИЯХ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ ЗАМКНУТЫХ 

РЕБРИСТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 

Н.Г. ПЕРЛОБАу Р о с т о в - н а - Д о н у 

Вопросами теории бесконечно малых изгибаний р е б р и с 

тых поверхностей вращения впервые занимался С.Э. Кон-Фос-

сен. [ 1 ] * Позже аналогичными вопросами занимался Б.А. Буб

лик [ 2 ] , Г.Н. Чернио; С а ] , В,И. Шимко С43 и в самое п о с л е д 

нее время К.М. Белов [ 5 1 * 

В настоящей работе даются формулы) для отыскания под

чиненного известным условиям поля бесконечно малого ивги

бания от1 - г о порядка замкнутой ребристой поверхности вра

щения и выводятся некоторые геометрические следствия из 

этих формул* 

Работа является естественным продолжением другой р а 

боты, а в т о р а [ 6 ] и существенным образом опирается на е е ре

зультаты* 

Рассмотрим поверхность вращения, уравнение меридияг» 

на которой 

H,?L< 

вi~A tnrЛ «2£Í 
%№ж^(м--.^сь)+.%о»ъ*щ .2а. Ыл, *Ё. а» 5 

2.о,.оь.т 0. а,. > 0 , и иавовем ее .$ # 
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Отнесем 5^ к подвижному реперу е , <И(пг) ., 

Ъ'(пг) С 13 . 

Установлено С 61, что поле бесконечно малого изги

бания тг -го порядка поверхности 5 ^ , являющегося 

продолжением бесконечно малого изгибания 1-го поряд

ка ж ^ ) ( Л А 7 V) ; имеет вид 

ti) *pV<H ífc Cit.jtW, a 6 -«• * aţ +• * , , 

Л-- Í 

гдe 

(ЗЦ 
* * • * < : < « ) < « w " 

— ~ — при <щ* нечетном, 

^ " ^ ?=1,2,...7т. 

•Я^г~ ври лп четном» 
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В формулах (3) 

( Ф <*• (*} 

. А л& , . *<4.(<и) Ф 

Ф 

Ф л Ф 

íuv 

<*' л W cd) 

Ф Ф <*> -du. 

\ су-» а& 
\ •*- С ст,-%Н)Ь**' +А.Ш-2&)*, > 

> (/т,) от.? 

О, А%... , Ф - А при ть четном, 

0,19..Ф , ^ Т при пегь нечетном; 

(M) n.фlл*,) (mf ' imů" (m.У > 

(5) / ф л ф 
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B(4)-(в) Є ^ , > . « , * 

пpи 

[ Мг"? 2 ^ т ь " четное, 

Л, - < 

I 0 , 1 , , , , , ^тр— 9 <т - нечетное, суть 

произвольные постоянные; 

<*) Ф <*> 
"Р ...»%* й , _._.-._. . Т?. ,_ й 1 %4 при тех же эна-

чениях Лъ суть коэффициент» при ^ст.-зн.у^и^- в 

пр&вых частях уравнений 

I ***** *» &м«т~ 2 Ъл ^*<* *"- +&** ^М4С 

• (6)<ж 

*tîfe-1ЬcS---Srв>*(җ?*Äв> 
cp <*) 

^ (Гд£--"> + fì^n . 
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С4> Сф) Ф 

При /пг - * , ?*(">> ., ,$*С«.) , Я*.<^> тождест-
C1> c-f) 

венно равны вулю. 

Во всех выше приведенных формулах А есть натураль

ный и не меньший 21-х корень уравнения 

( ? ) 

гдe ... 
/ (à> 

т* (&) 
.И А(&)о,< ** О , 

*~* С4) 

(8 

\ 4 ) S f a Г ^ A ( 4 Ł ) 1 4 itâ-VCXг-oţfhi-ЪІé-^З,^, 
\J -L зsń ** *-• 

ІAtfc)= 4 . 

Лемма 1» Для того, чтобы, поле бесконечно малого и 8-

гмбания /пь-го порядки. х, (<и,?1г) было непрерывно 

•в» всей аоверхности 3^ 9 необходимо и достаточно вы-

волнение следуицих условий: 

C4) 
V - S M A C O ) - 0, *> 

(9L 

C1) 
Jf «m-2JҺҖ(0)** 0 , >Ь -» 
<<m> 

C1> 

U 
íiiл-влV^fO)-*^, 

/Wl/ 
0, 4,....,-^—1 тфи/т. Четном, 

0,4,,, , ,--£— ттри/те нечётком, 

0,4,..., ^ тгры четном , 

0 4 М1~* 
, 1Г..,—у- щж нечетном , 
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(10)/ 
H> stí cф} sM 
Xt«.--*>* ££«*)ш Ж<-»-i«*І5 °« ̂  »• 

Cя») , m a (/ni) 

§**-**** {&** ) п° > \0ц^2В^± ^ ^нечетном, 
(*»> 

0A'»? ^2 W*™' 9enwM 

M l ) " ; ^ " T " wpnmiH&BTmM 

ùrì **> 

Доказательство. Установленно [ 6 ] . что функции (41 

при. /т, -г 4 к функции (4) - (5) при /т. • 2 суть 

дробно—рацио мал ьные со энаменателем С & . Со*) Л ^ * 

О 0 . Построенные ив них функции (4) прм /т ж 3 , 

кии оокаемвает структур* правых пастей уравнений (6) и 
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формул (4), суть также дробно-рациональные со эньмена-

телвм I Пх, (ЛА,*)1 * ., % ? О , быть может, содер-

жшцие также аддитивно 1*ГЬ п^ (ЛАТ) . 

При лп^я 4 функции (4) - (5) представят собой 

линейные комбинации выражений видш Ск,гСи>)у • Ичгю-Си) *р 

%ъ ^ ®у 9,2 ** ^ > а. т.к. интеграл от такой линейной 

комбинации есть линейная комбинация выражений того же 

вида, то и при произвольном лтг функции (4) - (5) бу

дут иметь уха ванный вид. 

т*к» КЛАА^ФО при и, е Е.2ах,..г1а^ 1 , 
1Г 4,т4 +*1ж4 * 7 

$> = 2,3,.:;<ъ- 1; при ЛЛ, е СО, а^1, ^ « 1 • при 

и> с 1.^0,; , Д а . ) . > « яг , то функции (4) - (5) при 
-Ь»7 "* 7 «, в./ * ' ^ 7 

произвольном тг непрерывны в указанных интервалах* 

Следовательно, условия (10) необходимы и достаточны для 

непрерывности поля х^ САХ ^ 1Г ) на всей поверх

ности В^ , кроме ее полюсов. 

В полюсе АЛ, я» 0 поле ..ъ ^ Ссо., от ? имеет зна

чение : 
8» 

-<•"*,* > ? г » , л . лп-2Л.>*4иг 

<m) 
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щишщ' (/т>У (/т) 

Для непрерывности воля °^ в полисе АА, =* О необ

ходимо и достаточно} чтобы эначение !*Г**Сс?., ^ ) не 

зависело от чт, для чего необходимо и достаточно выпол

нение условий: 

Й ) /Я2, 

У г/и>--2дк>̂ СО)* 0 , Л* Ф -% , 
$*г*> 

Тс^-2^>ьС0>е &(<*)+ % от-моъ.СО)ё сг (<*)-
От) от) 

т атл& . 

Дифференцируя последнее равенство ао ?г , получим: 

С'Ш) С*»») 

откуда, в силу линейной независимости а, бгг- ) и 

Ъ'(пг) и в силу неравенства нулю ег*л-2Я>*Л.1г 

следует: 

<Ю С4> 

Жс^-2^)/Ь <0К/т-_?4Ч,НА - & ст-ам* СО) * 0 9 

«> л ч СО 

Улт-ШЬ(0) + Я(.т-1Ь)лС0)((т.-2Лъ)1Ь*: 0 . 
(/П%*/ 0.1*) 
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Т.к» 0лг~2.й-> А Ф- Л для целых тг - 1М, и А, 

то 

(4) со 

,К<т~й*>*СО) ~0 д; «*_**>* ю> - 0 . 

Необходимость и достаточность условий (9) для 

непрермвности поля. Ъ ^ См,, ЛУ) в полюсе м, я О 

докавана. Аналогично доказывается* необходимость и доста

точность условий (11) для непрерывности поля Х^Слл,,*»-) 

пи 

в полюсе АА, » 21 а. * 

Лемма дока8«я а. 

Дальнейшие рассуждения будут иметь целью выяснить, 

возможно ли выполнение условий (9) - (11) для заданной 

поверхности Ъ^ # 

(*) л У> рч 

Лемма 2, Если функции <Л^(А4,?^>9 /3% 6а-., V) , 

^^С/Ш^пг) ври / -= 4, -2, *••> /*и- - 4 линейно зави-

сят от ль 9 то функция * } ^ ^ Сч<, 71т-) также линейно 

вависит от и, • 

Доказательство, Продифференцируем 1-е уравнение 

системы. (6) ври $. ** 4 ш> V , -&-е уравнение - до л-с и 

вычтем аатем 1-е из 2-го* Учитывав» что» в силу условия} 

««»-*. ^ . - о, й и - о, 2 ^ ^ - о , ВРИ 
А » 4$29 *0*9 тг - 4 9 получим: 

И) 

Ты**, т ° > *•*•*• 

Следствие* При выполнении условий леммы 2 
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rø Й) 

(mГ (mY 

дpи 

(12) Л- = 

^ 7 ^ i •"? — - Ý np» /m, nev#0M9 

071,...7 2^7^ при ти нечетном; 

<*> 

Докавательство непосредственно следует иэ формул 

(4,3) я (5,3) при 3. в 4 и леммы 2 # 

Лемма 3.» Если 1) функции %1%} 6«^1г>, $?<*,,*'), 

ТьТ (М'ъ'Ц') при X » 1,19..^т-4 линейно и однород

но зависят от ^ , кроме ос^** (лс 9тг) при I четном, 

2) функции оо<*}6о,71г) при 
4k 

L -2, т . ) , , M í 7 и . - 2 ; 

/УП̂  - нечетное, 

^ - четное, 

**>ф вависят от АЛ линейно неоднородно, но ос^^ за

висят от ЛАУ линейно и однородно , 

то 1) функции %%*(ЛА,,ТГ)9 %с?Оь^9 Г^(л-У>, 

кроме сс^(4А,?1г) в случае четного /пи 7 вависят от 

АА, линейно и могут быть сделан» однородными ва счет 

выбора произвольных достоянных, 

-W-



«ÌCm» 

2) функция СК,^СА^9ПГ) в случае четного тт* зави

сит от лл, линейно неоднородно, но *&% зависит от 

АЛ> линейно и может быть сделана однородной за счет вы

бора произвольных постоянных интегрирования* 

Доказательство* Линейность функции ^ С^тг) 

относительна **• доказала в лемме Я* Докажет, что 3 ^ 

может быть сделана, однородной относительно ль ва ачет 

выбора произвольных постоянных* Как показывает формула 

(4*3) ври .̂ = 4 с учетом следствия, леммт 2, функции 

И) 

\> &*-%»%,>Ы ^ ^ *®ш ** ^ Т бУДУ* однородными отно-
& /ч 

сительно АЛ, 9 если положить с с<т,-2&)Яь =• О ., 
От) 

0,4,.,.^ -1, <т< - четное, 

"1^1 "*7—5—9 гпъ ~ нечетное* 

Обратимся к функции Л* Г/О,) . Функция О» 0(бс) 

есть коэффициент при е? в правой части уравнения 

(6.2.) при -̂ =г 4, которая по условии* линейно и однород

но зависит от м- . 
и? 

Значит, Й 0 Со,) с одной стороны» имеет вид с<сс 7 

(ям 
С, =-. доп^ , а с другой стороны, в силу следствия леммы 

со И) 
2, в л Со*) » с-оп^г # Следовательно, & „ С^> « О <лi)Q ' C*л>" ~ > 

со , а; 
* потому Я, р САМ) « <** -^ С

%€> • Обращалвь теперь 
1**->

 С (4) ^ > 
к формуле (3.3), заключаем, что функция %^ (лл,,пг) 
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может быть, сделана однородной за счет внбора произвсдь-

ных постоянных. 

Займемся функциями / 3 / ^ (АЛ, , 1г) Ш оо^^Си,^) . 

По условие леммн, правая часть уравнение (6.3) при -%>а^* 
И) 

а следовательно! м функции К. 1Ш-яЛь)Ь ^ ) ПРМ в с е х 

(тО 

допустимых значениях М/ линейно и однородно зависят от 

квадрата лл . Обращаясь к формулам (4*2) и (5*2) при ^ =-

я 1 заключаем, что функция у 0 (и,) линейно и одно-
(тп) 

родно зависит от лл, ; ш функции цг 1ш^1Юд1г (*о) при 

Я% Ф "7Г зависят от М> линейно и могут быть сделанн 

однородными за счет выбора произвольных постоянных (одно
го 

временно с ц ст.%мь >• 
(<т) 

(4) 

Отсвда следует утверждение леммы, о функции (^§^ ^•ло9^ф 

По условии леммы, правая часть уравнения (6.2) при 
И) 

^ * 4, ш следовательно, и функции О, ^ „ д л , ^ (и>) 
(*ту 

нрм всех допустимых значениях Ль линейно и однородно за

висят от дь. Обращаясь к формуле (4.1 И при $~ =* 4 , за

ключав м, что функции ф с**.-**,) к, трт М, 4» ^ , 
(*п) 

а следовательно» функции °^^п> (**,? ^ ) ПРИ нечетном 
(*}/*м1 

ть ж ^АТ САЛ''>/У> П Р * **>6<>М #п> линейно и од

нородно зависят от АЛ м могут быть сделанн однородными 

относительно АЛ за счет выбора произвольных постоянных 
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(одновременно е 7^ (АЛ,, V ) )• 

По условия леммн, правая часть уравнения (6*1} 
<4> 

при $> » 4 ш следовательно, и функции *Р 0Си) есть 

постоянная* Обращаясь к формуле (5*1) при ^ .=- -/ , закля-

а> 
чаем, что функция <р 0 (АЛ,) 9 вообще говоря, линейно ие-

(*п; 
однородно 8ависит от и* , Следовательно, функция 

Г
^/<т) 

оо; (и>- V) при четном /щ. , вообще говоря, линейно 

неоднородно зависит от м> . 

Лемма доказана. 

Положим 
(2) 

( 1 3 ) $}и-±м*,т °, * ** 4,&,...*пп. 9 

О у 47,..7 \ - 4 при & четном, 

074,,.., *V при ^ нечетном. 

Условия ( 9 ) выполнены. 

Лемма 2-я. Если функции &,№ (лл,71г), /3^€ Слл,71Г) , 

М(4> 

К^ 6о>.,4г') при >̂  » 4 , .2, .0.7<т — 4 линейно зависят от 

Ж, ., то функция /^("н* (лл,71г) также линейно зависит 

от АА, » 

Доказательство аналогично доказательству леммм 2 . 

Лемма 3-аи Если 1) функции « ^ (лс,91г) , 

Сл) ** (л,) 

/ % < " * чг > , « / ^ ^ » ^ ) прш А* 4, 27 ...,<*>-4 
* ' Л|" 

линейно и однородно зависят от раэностя ^ - , Х . ^ / 

- 43 



кроме ^§Г (лл,, V ) при четном Я $ 

("*)г*% 
2) функции °% (и 7 пг) при 

.2, 4-...,/г>г ~ 4 , тг -нечетное, 

•{ 2, 4 . ,* . , 7 ' т , ~-2 , тг - четное, 
ЛО/ 

зависят от разности АА, —.21 О/* линейно неоднород-

(<п>гл\ "*: 

но» ио оС1г зависят от АА, — .2- а.* линейно и 

однородно, 
С*-Л Слг) 

ТО 1 ) ФУНКЦИИ <Ъ^(4Ь7 1Г) , /&%"*> (<С0,*1Г) 9 

Уь (ААУ.ПГ) зависят от раэности ЛА, - ,Х си* лданей-
Щ* 7 * Г ^ "*' 

но, и все они, кроме <ы*™(лл,^<\г) в случае четного 

т, , могут быть сделаны однородными относительно ЛА, -

- 5 1 а* тогда и только тогда, когда таковой может быть 
Си.) 

сделана функция %[ ^^7 ^ ^ ? 

2) функцна ос/, (ААУ 7 1У ) в случае четного 

тъ зависит от разности АС - ,Х.а.- линейно неодно-

тодно, а <Х/1^1г может быть сделана однородной от-

носительно АХ — .21 а * тогда и только тогда, когда 

таковой может быть сделана функция, у: (АЬ^'У) * 

Докаэательство аналогично доказательству леммы 3. 

Следствие лемм 1 и 3-а.» Если поверхность 5 ^ до-

пускает бесконечно малое изгибание % * пп- 1 -го 
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порядка, утверждение леммы 3-е. справедливо» 

До ка ват ель ст во. Бели поверхность 5/п^ допускает 

бесконечно малое нагибание /тп. - 4 -го порядка %> * " , 

поля бесконечно малых изгибаний X * , Я** 7 <"7 -&% 

непрерывны ма всей поверхности 5^ § ш потому условие 

(11) выполняются для полей 4 27 ..., /т-— Л -го поряд

ков* 

Применим теперь лемму 3-я последовательно для /яг -=? 
в 2 , З*-**., лп, . Следствие доказано* 

Нетрудно проверить, что функции (4) - (5) удовлет

воряют условиям (10) тогда и только тогда, когда 

(ф <и^ *2? & ****** 

От) и г п / 

• l í 
Om) 

где черев С яг /ЛЛ^ДА,),*. 3 обозначена нелинейная 

часть функции д / « . ^ ^ бо,) . 

-13 ( ^ г Ѓ ~ И - - 2 J > Ł ) І * , * : (ocj - ű .̂.. )0ť) «"-* 

-«џ>+л.ì- --ф g. <à ^ 7 R ^ гtňlCЪaЛ-

4б -



%aiЛi Â ^-ъ-ЛÏ/^-^ЧÏ^-
43І 

£ í*> '£-' , i . . - * » " » ГГt*-*> -,'.*=•' Ч 

r £ > , / -*-* % , 

Л Ä % ' * * 7 

*«* (i« <—£<^.^>*ď^)-a*.^»^^ . 

Ш ) ^ > 

йf>У.-i/cS?z.-A-^t)<<-*| * +&. • 

Выясним теперь, могут ли для. поверхностей 5 ^ быть 

выполнены условия (11) (при условии ее нежесткости. 
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ть - 1 - г о порядка!)• 

На основании следствия лемм 1 и 3-а условна ( 1 1 ) 

выполняются тогда и только т о г д а , когд* 

М ** ^ Ш-1> 

. (мь) 
(18) 

л ~ 4 Ш * ч ГШ -г <-*4 

сл-с-'Г) 
где е стъ-ььуль определяете* формулой ( 1 5 ) . 

{ОТО 

Равенство (18) представляет собой уравнение 1-ой 

степени относительно с с<т-2Ь.)М> Коэффициент при 
С<п%> 

со 

,^с<т,~2*%>>*, в котором равен, очевидно, 

п, С4) 
, И А 1(гтп~24ъ)Я, 2 а,* . 

Л т 1 
При /пъ четном Аь Ф —ТГ— 9 и условие (18) мо-

«) 
жет быть выполнено ва счет выбора С- (т%г . 2 ^ ) Я* > 

если рассматриваемое нами аначение М, не является кор

нем уравнений 

т> Н) 
<Ш ,21 А1(«п,-2Ь)Л,2а: « 0 

ПРИ Л • О , 4 , < " , X ~ ^ ' 

Однако при /тя, нечетном и Л- «г —•—- условие 

(0 
( 1 8 ) не может быть выполнено эа счет выбора С А , 

т.и» рассматриваемое вами значение А, является корнем 

уравнения ( 7 ) » 
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Теорема 1. Если поверхность &^ допускает бес-

конечно малое нагибание ^ $ * порядка г^ь-п, 

соответствуицее тому натуральному я не меньшему 2-х 

корню Лс/ уравнения (?), который удовлетворяет условии 

|^ > —д̂ Ий: 9 где ^ „ „ ^ есть наибольший корень урав-

нения (7), то поверхность 5 ^ допускает также беско

нечно малое ивгибание «2-р-го порядка. 

Доказательство. Беля .4с > ^̂ Г*4* , то я подавно 

Ь^*Ш& > М^Ш. > # # # > * у # значит, ЛЬ 

яе является корнем уравнений (19) п р и ^ г - 2 ^ и Ль» О, 

А9 , . „ , ф, - А и условия (18> могут быть выполнены ва 

счет выбора прои8вольных постоянных. 

Поле х, ^** # соответствующее выбранному зна

чения, М, , доставляет поверхности 3 ^ бесконечно ма

лое ивгибание 2^1 -го порядка. 

Теорема 2. Бели поверхность 5^, допускает беско

нечно малое нагибание X ^ порядка .2-/2, , соответствуй 

идее тому натуральному и не меньшему 2-х корни Ль урав

нения (7), который удовлетворяет условию. 4ъ > — ^ — 9 

*А* ^тьл» есть, наибольший корень уравнения (7), и 

является одновременно корнем уравнения. 
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(фактически не содержащего С §^ ), то она допуска

ет также бесконечно малое изгибание 2<р* + 4 -го порядка. 

Доказательство. Если Ль > —5й**-, то и подавно 

лс> *Т^>—5^ > Ф 0 Ф 2&+1 * З н а ч н т 1 * не является кор

нем уравнений (19) при /иг.» 2р, + 1 и '•г* 07 49.**,<р.~ Л 9 

и условия (18) могут быть выполнены ва счет выбора проив-

вольных постоянных при 4ъ« 07 4?...9<\ъ-4 . Т.к. Ль од

новременно является корнем уравнения (20), то условие 

(18) выполнено также при Жг> ** ф* . 

Поле х* /^ 9 соответствуяцее выбранному 

значения. М, , доставляет поверхности &пг> бесконечно ма

лое изгибание Ир,+ 4 -го порядка* 

Теорема 3. Если поверхность 5,*, допускает беско

нечно малое ивгибание нечетного порядка, то расстояние 

между полисами поверхности при этом ивгибании не меняется. 

Докааательство« И8 формул (3) при условиях (9) и 

(11) в случае нечетного <т следует: 

к 1 ? (О, г)-О, ж ^ С Д - 4 - , ^ - О , ч.т.д. 

Теорема 4. Если поверхность 5,„, допускает беско

нечно малое ивгибание четного порядка, то расстояние меж

ду полюсами поверхности при этом изгибании, вообще гово

ря, меняется. 

.Доказательство. Ив формул (5) при внполнении уело. 
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вия (16) следует при ^ • 4 ж ф * <гь 

W W 

m) 
Ĺ0) Ж 

£Ì-

тo 

6п> ть (лгО 

<Ра С21СЦ- ) * / Р а (4А.)с144,\ & -Ь 
4-»<Г * 

(*-*.> «> ь) 

Т.к. ФЛ ( Х а . ) - ^ А (О) Ф 0 , вообще говоря. 
(ПО * * * И*»> 

Х ^ (^аъ1г*г)~" {^(09лг)Ф О9 вообще говоря, ч.т.д. 

Замечание. Теоремы 3 и 4 показывают, что если при 

бесконечно малом нагибании <т -го порядка поверхности 5/Пг 

расстояние между ее полюсами изменилось, то ето измене

ние произошло ва счет полей бесконечно малых ивгибаний 

лишь четного порядка 2<р, -& ть * 

Л и т е р а т у р а . . 
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