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Соттйп1.а1;1опе8 Ма^п^таЪхсае Пп^лгегэгЬа-Ыз СагоНпае 

13, 4 (1972) 

ОБ АНАЛОГЕ ОДНОЙ ОЦЕНОЧНОЙ ТЕОРЕМЫ Н.В. ЕФШОВА ДДЯ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

И.А. ЧЕРНЯВСКАЯ, Ростов-нм-Доку 

Известим следующая, принадлежащая Н.В. Ефимову С1,2], 

оценочнмя теоремм в евклидовом пространстве Е^ , относяща

яся к поверхностям отрицательной кривизны X , которые 

имеют однозначную; проекцию. им плоскость ос ; 

существует постояннмя С, С * ССУПЛ& , тмкмя, что, если 

им регулярной поверхности Т 

X & - а 4 «- 0 9 Г а « ЪОПАА **0) , 

тo ф -é — 
* CU a, 

где (р - рмдиус круга, целиком лежащего в облмсти 3} . 

Л.А. Сидоров 13] построил мнмлог этой теоремы, для по

верхностей в гиперболическом пространстве кривизны М, т — \ , 

Теоремм Л.А. Сидоровм утверждмет, что 

существует постояннмя С , ( С » сотььЬ >• 0 ) , тмкмя, что 

для. любой однознмчно ортогонмльно проектирующейся на 

плоскость ее регулярной поверхности & при условии 

АМЗ, Рг1тагу: 53А35 Не*. 2. 3.931.213 
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справедливы оценка 

*Л р шс — , 

где Ко « X - Л "* внешняя кривизны поверхности ?; 

р - радиус круга! целиком лежащего внутри проекции 

поверхности Ф ма плоскость ос . 

Цель настоящей работы - ивложить аналог теоремы Н.В. 

Ефимова для поверхностей эллиптического пространства. 

п.1. Трехмерное эллиптическое пространство кривизны 

,%.-* — будем интерпретировать в виде гиперсферы 5* радиу-

сш д, с отождествленными диаметрально противоположными точ

ками в четырехмерном евклидовом пространстве 2 ^ , Введем в 

Ец, ортогональный базис -С е 0 , 1ц , е а , е^ I : 

го, г + * , 
V. Д , , Л/ гж ^. , 

Введем в эллиптическом пространстве вейерштрассовы ко

ординаты, сопоставляя с каждой точкой его декартовы коорди

наты» { х°, х 4
, рс

2
, *х

3
 ? соответствующей точки гиперсферы 

*&3 • Для одновмачмостм изометрического отображения эллипти

ческого пространства на гиперсферу потребуем дополнительно 

(11 х° :> О 

Рассмотрим в эллиптическом пространстве 5
Э
 две регу-
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лярные иэометричные поверхности #% $" 

ЗГ т Х(ЛА.}<Г) > 3? 2«г пЯ > 

х ' » Х'(А1.91Г) 9 Х~'г т Н,% . 

По гор ел о вс кое отображение [ 4 ] : 

' , a x - ě c (ě05: 
ff. CS +5?') ' r Sr0 (TST + S '? 

переводит *Г, У в пару регулярных иэометричных поверхнос

тей ф 9 Ф ' евклидова пространства "&0 (х0ш 0) [ 4 ] . 

Обозначим X. - гауссову кривизну поверхности & , По

ставим задачу: 

найти связь между внешней кривизной Х е « К - —-г по-

верхности ^ и гауссовой кривизной К поверхности ф в 

соответсвенных при этом отображении точках Ж е Р и Уе ф . 

Обозначим Е - конец вектора е 0 . Некоторым движением 

А эллиптического пространства переведем поверхность & в 

конгруэнтную ей поверхность АФ так, чтобы точка А е ^ 

перешла в точку Е е А % • 

Отображение 

* е0(х + А* ) 

переведет поверхность А У в поверхность ф евклидова 

пространства Е 0 С ж 0 « 0 ) • Отображение 3 поверхности 

Ф на поверхность ф •=? В Ф , при котором точке Ж = 

т Т3< сопоставляется точка п^ т Т САЗ? ) , является дви

жением, и, следовательно, поверхности Ф к В ф конгру-
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ЭНТНЫ Г 4 ] . 

Как следуют из (3), отображение Т переводит точку 

Е пространства 5^ в начало координат 0 пространства 

Ь е . Поэтому движение В переводит точку Хе Ф в точ

ку 0 с В ф . 

Очевидно 

Найдем сначала связь между Хе . и К )0 . Обозна

чим 4 , У, ф- •, Ь , Л , Л и е, :Е , д. $ X, тг , т. - коэффи

циенты первой и второй основынх форм соответственно поверх

ностей А Ф и В ф . Как известно Г4] 

(5> % - а я & , Тш азг^.-ая)^ , д . -а*>^ , 

(6) Ь * САУ, САЯ)̂  , СА5?У , С А Я ) ^ ^ ) 

ЦАЯ , ( А Х ) ^ , САЯ)^]) 

(7Ì M -

( в ł JU" « 

(9) K e -

CAx , CAv?)̂  , (Axìy. , (Aš) ^.v) 

(A»~, (Aïí ^ , CЛӮ V , CA* V v ) 

ICЛx , CAx)^ , CA5 V - l 

LJÍ - k11 

44- > w * v » fф, • 

Ъ%.~ f* 

и аналогичные формулы имеют место для е , $ , 9'» Л, лп> 9 /П * 

Вычислим коэффидеитм. е , { 9- $ Л, /иг̂  /и, поверхности 
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1 ф 

Б Ф =• Ф в точке 0 . Для этого, дифференцируя (3) по 

АЛ , пг получаем: 

мп1 - **СА*^~ е 0 С е 0 6 Ш ^ ) 

(1СЛ ^ . ^саЛп 
**А5Г - е0Се^Лх) , - а у ) ч 

С е0* 4- е0Ах / 

( Ш * * " * С * + А*) 
**А* ~е0Се0,А5<) - - - а ~ > > 

Се в *+е л А*)> С в . ^ ч - е . С А ^ / , . 

«> САУ^-^Сё^САУу^) _ 
ЧЬ***" евСЯ4.А5<) 

л л^САЗГУ-Сд Се0> СЛЗ?)̂ ) , / А _ Ч . 
- 2 с»;я.>»вАя)1 (е°*^•»<***-) -

я,йА* - е 0Се 0,А3<) .,-. - - / А-,ч ч , 
Сё.счЛД*)- < а * * ^ + « « а * ? ^ ) + 

С - 2 5 + 2 С^,1еА5)-> <«.*»+*о"«Ь> , 

и соответствующие выражения для Ц>м,1Г • Ч'чгтг * ** т ° ч к е 

Е е А ^ А3< •» е 0 , поэтому 

(13) С е 0 А 5 ) | Е * ь г , 

(141 ( е 0 ( А 5 ) ^ ) | Б * С10,СА5 ) ^ ) | Б - 0 . 

Учитывая (5) и равенства. (10), (11), (13), (14), получаем: 

, . а , * * ( А о с > 2 , I ^ 1 Е 
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II аналогично находим 

Пш . , ___-(16) ť | _ y ' б _ | _ — 2 _ f i 

Подсчитаем теперь коэффициенты ^, /пг , /п* второй основ

ной фермы поверхности ф • В ф в точке 0 . 

, 1 * ч <м (Ьм,%*г %>*>*,) I ^ Ж м , Ф г %*>,»>I 
С 1 ? } *!•." 1 С ^ ^ 2 1 к 1 Г е в ? Л ^ 1 '• 

(здесь ($«, ^^ка-д*-'" смешанное произведение векторов #^, , 

й,-., $14,44, • к м к в е к Т 0 Р 0 В евклидова пространства Ъ0 (Я.0 ** 0)» 

&о Чм. Ч'т Ч'льм, ^ " смешанное произведение тех же векторов как 

векторов пространства Е^ , С4]• 

Подставляя в (17) вместо $ ^ , # ^ , # ^ 0 , их выражения иэ 

(10 - 12) и учитывая (13), (14) получим: 

*• 

(Се^Ш^СА*),^! ! • _ „ **_, 
С е в * + е в АЗс)2 

или учитывая (6) , 

(1Й) . Ч - «%\») • 

Аналогично находим 

__!_ . _____ 

E 

( Ш 

В силу равенств (15),(16),(16),(1а) можен записать: 

VI _-____
г
| •_______! " +«'•-•>» 
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или, в силу (9) 

(20) К | в - К е | Е С ( + Х в | Л ) а • 

Из (20), согласно ( 4 ) , получаем: 

. 0 . \*-
*!,..• - * . l * . r - " + * # l * > ' 

Так как точка Ж была взята на поверхности *Г про

извольно, то можно окончательно записать: 

Это аналог известной формулы Л«А. Сидорова [ 3 ] . 

В силу (1) ив (21) следучет, что 

(221 1К1 > 1Ке1 . 

п.2. Пусть в эллиптическом пространстве 5 ^ задана 

прямая ^ , проходящая через точку Б - конец вектора е 0 : 

(23) ЗГ ш у (10 + ЪЛ,), 5? * ~ ** 

где а ~ направляющий вектор длины Л* прямой .*р, , приложен

ный к точке Б , т . е . 

(24) <сиев) - 0 > (ФО>) « л а ; 

р _ нормирующий множитель: 

(25) <? 
* * 

cв +ъtï* t/п-т 
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Отложим на прямой лр, отрезок В С . Пусть точке С 

отвечает значение параметра ^ » -Ь0 , Обозначим В - длину 

отрезка» Б С . 

Рассмотрим специальное погореловское отображение 

л*5< _ еа (а0х) 
(26) Щ, ą. (x 4-Ax ) **o 

где А - тождественное преобразование пространства 5^ • 

Тогда (26) можно записать в виде: 

J / * w* ľSГ rЗГ TJ 

(27) д£ 
/c25c-. ê0Ceg SП 

2Се„х) 

Отображение (27) переводит отрезок ЕС в отрезок 

ЕС , лежащий на прямой ф - образе прямой /р, при отобра

жении (27) в пространстве Е
0
 (х° я 0 ) . 

Как следует из (27), точка Е , соответствующая, при 

этом отображении точке Е , совпадает с началом координат 0 . 

Точке С , как и точке С отвечает значение параметра X » 
9 Ъ0 . Обозначим длину отрезка Е С через <р . Иммеет мес

то 

Теооеиа 1» 

Бели один из концов отрезка прямой в эллиптическом про

странстве совпадает с концом вектора е0 , то его длина 

р и длина, р его образа при специальном погореловском 

отображении (27) связана соотношением. 

(28) ? - Т * * * ' 
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Доказательство» Длима р отрезка ЕС прямой /р, 

в пространстве 5Ъ может быть найдена по формуле 143: 

( 2 0 ) f ' ľ ^ d t 

Из (23) получаем 

(30> *1 « ф± (ё0 + оЛ ) + $>& . 

Дифференцируя (25) по *4г и подставляя в (30), нахо-

Теперь из (2У) получаем: 

(31 > ^ « * о/се *9* С*^ ) * 

Уравнение прямой 1̂- как образа прямой ф. ; 

/оо\ ~ к*§>(е0+а>*)-ё0Ср(г0+Ы)9 е0) Ъд 
V о л / /14. я* А ^ в* " • Л" * 

* 2рСе 0 *+Се 0 аН) -* 

Так как концам отрезка Е С прямой $ отвечают 

значения параметра 1 = 0 ? "Ь = т;0 соответственно, то 

длина его Ф равна: 

Из С31) и (32> следует (28), 

п. 3. Пусть /р, - прямая в пространстве В^ » прохо

дящая через точку Е а (̂  - произвольная прямая эллипти

ческого пространства, пересекающая ф в точке «и под 

прямым углом. Прямые /р<, % зададим -оотвестственно 
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уравнениями: 

(33) Зс т ^ Се0 + ат.) , х 2 - н,г , 

(34) X т фгС*С±0)+1г*г) , X1 - * а , 

где «X С *̂ 0 > - точка 5) встречи прямых «р и <̂  , т . е . 

(35). Зс (±0) » ХС0) , 

2 - направляющий вектор длины л, прямой ^ в точке Зй ; 

& - направляющий вектор длины я. прямой ^ в той же точ

ке Э , т . е . 

(36). 2и5с С ^ ) « 0 , а,а> ** * , 

(3?) Я СО) « 0 , # & - * * • 

Так как прямые /^ , <̂  пересекаются в точке 3) под 

прямым углом, то 

(за) кЪ т *; а0)1„(о) т 0 . 

Погореловское отображение (27) переводит прямые ^ь9 с^ 

соответственно в прямые ф,, о евклидова пространства 

Е
0
Сх

0
«» 0) С4]. Имеет место следующая 

Лемма 1. 

Образы ^ , < ^ при отображении (27) двух ортогональных 

прямых ф,, о пространства 5« в том случае, когда 

одна из них проходит через точку Е , тоже ортогональны. 

доказательство. Уравнение прямых г̂ , ̂  как образов 

прямых ^, ̂  , согласно (27), имеют соответственно вид; 

_ ^
а
ос* - е

е
 Сх е^) 

(3*) ^ -
 2

^ , Я ) > 
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C40) 7 _.«?*-«-'*»...? 
2(SЛ) 

где вместо Зс X следует подставить правые части Ра

венств (33) , (34) соответственно^ Покажем, что 

11ГпО 

Дифференцируя (39) по 1 , (40) по 1Г , получим: 

•rtГ.Л 

ГĽ ц ***-" ^ Г g « » e » } * ' * - a (x 0) т ţ г ^ . 

rr/ /t Я ^ - feą CX^ в-ø ) ^ tл - g f l ^Л €Å ) » , . 
y - в * .UET) 2(ғвjh- u°x^ Ъ0Л.l - ь v ^ . 

Перемножая почленно эти равенства и используя (35)< 

(38), находим: 

( 4 1 ,г _ *«(ё0»;)(ёвК"*^ \ . 

Покажем, что 

Сё0Х^.)|^ж0 - 0 . 

Действительно, в силу (ЗВ), (34) , (35), следует: 

(42) (ЪКЧ**0 -ЬЬ - 0 , 

(43) згао)х'„(0) « хсо)х'^(О) - о . 

При "Ь т ±0 из (33) получаем: 

х а0) ш <р (е0 + дМ0 ) , 
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или 

(44) е0 ш ~^*- - <ъ±0 . 

Умножая (44) скалярно на вектор Х^(О) и учитывая 

(42), (43), находим: 

(45) е 0 1^(0) ш 0 , 

а теперь иэ (41) следует 

»4Г«0 

т . е . прямые # - ^ ортогональны. 

Лемма 2 . 

Погореловское отображение (27) переводит всякую плос

кость ее , проходящую черев точку Е , и всякую прямую 

ф, , ортогональную плоскости ос в пространстве &» в 

ортогональные плоскость ос и прямую ^% евклидов* про

странства В0 (я* » 0 ) . 

Доказательство. Рассмотрим в пространстве 3^ произ

вольную прямую /яг , ортогональную той же плоскости ос, « 

Пусть прямые >|г, /пг эаданы соотвественно уравнениями 

(46) *л м р^Са, +&*) , У* т * * , 

(471 5ГЛ » 9>а Со 4- о / у ) , ЗГ* » м* , 

где 5 , С - радиусы.-векторы точек А^С встречи прямых 

р> г ть с плоскостью ос ; 8г9 4* - напралвляющие векторы 

прямых 4&,/ги> в точках А , С соответственно. 

- 738 -



Так как плоскость ос проходит через точку Е , то 

ее можно задать уравнением 

X » р Сё0 + НАЛ, + Лаг) , Х 2 » Л . а 

Можно найти вектор нормали N ш IX 9 Х ^ , Х^1 I 4], 

плоскости ос . Он равен: 

3 Ä (48> а т р*гг,ДЫ з 8 ? ' 

где 

/й ж [ е 0 & 2 ] » соп*^ . 

Прямые ^г,/тти являются нормалями плоскости ос в 

точках А и С соответственно. Поэтому их направляющие 

векторы Тьг ^ 3, в точках А , С коллииеарны. вектору нор

мали Я плоскости <*/ : 

(4^) ^ а* &/Е , 5 = ^ / 7 г 

Построим в плоскости ос прямые >(г', /т.' проходящие 

через точку Е и точки А , С соответственно. Очевидно 

прямая >)г ортогональна прямой г̂. 9 а прямая /т» ортого

нальна прямой /т ' . Согласно лемме 1 отображение (27) пе-

реводит прямые /$, , г̂, в ортогональные прямые <{1 , <р- , * 

прямив» т г , /т- в ортогональные прямые ть , Я& евкли

дова пространства Е 0 (М° *а 0 ) . 

Покажем, что прямые ^ , т ! коллииеарны. Уравне

ния прямых «{г , /?Я как образов прямых ф> 1 /Ш/ имеют 

соответственно вид: 

н*(а4. Яг*) - е 0 (2и+^И, е а ) 
(50) 4-/1 * ГТ---—» ттТ^ ' 
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^ /_*(с + оСпг) - е0 <с+2С1г,е0) 
(51) Ц,х - , * — - - * - , 

2 2 Се-, с 4- 2,*г) 

Как было показано при доказательстве леммы 1 (см* 

( 4 5 ) ) , имеют место равенства; 

(Ъ0Ъ>) ш (е03, ) ж 0 . 

Следовательно, уравнения (50), (51) принимают вид: 

, х „ к1* -ё0(аё0) **& 

/tac - e.Cce,) /tй_i 
(53) ÆЛ « Г^ГГT— * — „ , ~ -ч ^ • 

** 2Cčë0) 2U0c) 

Дифференцируя (52) по \ } а (53) по V , получим на

правляющие векторы Ж<1 , Лк,^ прямых ф. , т , соот-

ветственно; 

(54) «ч-ТтЬт* ' 
ла — 

( 5 5 ) л!« ш , ОС . у V 2 Се0 с ) 

Из равенств (4^), (54), (55) следует коллинеарность 

прямых $ , <пъ , Но прямая Яп, ортогональна прямой тъ 1 

лежащей в плоскоти ос , Следовательно, прямая $ 1 как пря

мая, ортогональная двум неколлинеарным прямым %1'9 •%' 9 ле

жащим в плоскости оо , ортогональна плоскости ос 
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п. 4. Пусть $ - регулярная поверхность эллиптическо

го пространства, имеющая отрицательную внешнюю кривизну Х
е
 , 

Х
е
« К д *< 0 , и однозначно ортогонально проектирующаяся 

на плоскость оС в виде некоторй области 3) . Пусть область 

$ содержит некоторый круг Г радиуса р . Имеет место: 

Теорема 2. 

Существует постоянная Ъ такая., что для любой регуляр

ной поверхности У эллиптического пространства при 

условии 

К е <* - а,1 < 0 , С а- ** сап*1 >• 0 > , 

справедлива оценка 

(56) * о , — < 

Доказательстар» Не органичивая общность будем считать, 

что плоскость оС проходит через конец вектора е<- - точку Ъ 

пространства В^ 1 и центр круга Г совпадает с точкой В
 # 

Погорелозское отображение (27) переводит поверхность Т в 

поверхность ф евклидова пространства Е
0
 (х° ш 0) « 

Если обозначить ЗС гауссову кривизну поверхности Ф , то в 

силу (21),, (22) можем записать: 

(571 К < К
е
 * - а а

 < 0 . 

Отображение (27) переводит плоскость оС з плоскость о? 

пространства Б
0
 , проходящую, через начало координат 0 , 

Всякую прямую, проходящую через произвольную точку *Ц 

поверхности $ ортогонально плоскости ее , отображение (27) 

переводит в проходящую через соответствующую точке «46 точку 
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Ж поверхности ф прямую, которая в силу леммы 2 орто

гональны плоскости ее , 

Следовмтекльно, поверхность Ф , как образ однозначно 

ортогонально проектирующейся поверхности & , сммм одно

значно ортогонально проектируется на плоскость ос , причем, 

так как проекция «О поверхности & содержит круг Г рм-

диусм <р с центром в точке В , то проекция Ю поверх

ности ф содержит круг Г с центром в начале координат 

О 1 радиусах ф , связанного с радиусом Ф , в силу теоремы 

1, п. 2, соотношением: 

(58) Ф * ^Ьа, %- . 

Применяя «поверхности ф оценочную теорему Н.В. Ефи

мова, получим, что существует такая постоянная С , что 

С 
Г О, 

и тогда, в силу (58) и обозначал 2 С черев С получим 

утверждения теоремы 2. 
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