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Commentationea Mathematicae Univere i ta t i s Caroliaae 

14,1 (1973) 

OB Q/tfiOM OTIEPATOPE EJKMEHM M ^YEKUMSa MHQIECTBA TM1TA 

(ty} Z ) -eMKOCTH 

B.r* N1A3LH, JIeHHHrpi*A 

Аннотация: Доказываются теоремы об условиях справедли­
вости неравенства ^^Кг(^4^Щ^ит^ф Л -открытое подмно­
жество Х"* и Ъх " градиент порядка Л . Изучаются также у-

словия полной непрерывности соответствующего оператора вло­
жения. 

Ключевые слова; теоремы вложения, емкость, пространст­
ва Соболева. 

AMSf Primary: 46E30, 46E35 Ref. Z. 7.972.27 

В этой статье доказываются теоремы об условиях справед­

ливости неравенства. 

и.о) *»кгт
 6 сЩ»к+ш » 

где Л - открытое подмножество ТЫ* и ])^ • градиент по­

рядка Л • Научаются также условия полной непрерывности со­

ответствующего оператора вложения. Результаты работы были 

сформулированы в статье [ 1 3 (см. также СЕД). 
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§ Ь Вложение 1Д, СЛ.) в Ь ^ С Л ) (случай ..р, & с^ ) 

Пусть е - произвольное компактное подмножество Л - Вве­

дем класс функций 

«гСе^Л)» *,х€ С*СЛ), О^лс^ч в Х
1
*, ж, - 4 в 

окрестности е ? . 

Назовем С^, Х- ) -емкостью множества е относительно И 

число 

С4ьЛ-со^Се,.й)=- Ьп${ ^{Ъ^м,^*: ль € Ж Се, Л.)} . 

Емкость пустого множества, по определению равна нулю* 

Если это не сможет привести к путанице, вместо С̂ г,, Л) - сор* 

мы будем писать просто сщи . Если Л = Л*1" ? указание на 

Л в обозначениях 991 Се, Л ) , о а ^ ( е , Л ) и т.п. будем 

опускать• 

В дальнейшем II • II ̂  - норма в Ъ^(^1) \ Ь^СИ) ~ 

пополнение пространства С^СЛ) в метрике И Е̂ , <и> Н^ > 

0,^ - открытый куб с ребром сС$ 0а.<1 ~ концентрический и 

подобно расположенный куб с ребром 2 о! • С, с 0 - положи­

тельные постоянные, зависящие только от *п,^, Я>, % . Инте­

грирование без указания пределов распространено на Л • 

Лемма 1.1, 1) Если е • компактное подмножество куба 

ф л 9 такое, что саць С е , 6.2<з(,) > О > т о для всех 

функций м> е С^СЖ^) , каждая из которых равна нулю в 

окрестности множества е , выполнено неравенство 
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в котором 1 ^ ^ б* г̂/гг С/п,-^г>6Г при лг -> */г̂  , 

4 .4 ^ <: до при т, ж ^г^ , 4 4. ^ ^ <х> при т, -г ф,Л 

и 

Л *к с с Т ' * С со/ь Се , й 2 ^ > Г ^ . 

2 ) Если для всех функций и е С^СЗГ^ ) ,, каждая из ко­

торых равна нулю в окрестности множества е 7 выполнено 

неравенство (1*1). и если о о ^ Се, А 2 ^ ) ^ С0сС * , где 

С 0 - достаточно малая постоянная, то 

Л 2 с с Т ' * Сс*^ Се, О,^)!'"'* . 

Эта лемма была сформулирована в [Ц и. доказана в 12] в 

случае <(Ъ & 2 (причем приведенное в [2] доказательство по 

существу не использует требования ^ т 2 )• В статье СЗЛ по­

казано, что утверждение первой части леммы остается справед­

ливым и для более широкого класса функций «Си. С Ст
 С ЗГ^ ) , 

Г ли^лгО. ^ * 0 на е } . 

4 1 
В силу теоремы вложения С.Л. Соболева [ 4 ] при о ж 

I * &m, (m,-J(ilYA\m, *fiJl ** npw ^ = o? , #, m 4 , X » r n 

неравенство (1 .0 ) справедливо, каково бы ни было множество 

Л . Как известно, при ^ :> ^гпг (т,- {ъЛ )*"* , т, > < { ^ , & так­

же при ^ ав со , щ,» ,р,Х , г̂ -» 4 это неравенство не может 

быть верным для всех и, е. С ^ С Л ) с одной и той же кон­

стантой. Поэтому остается рассмотреть только случаи ф, ^ 

«< >|г/п, Слг - &Л )"* при лг в ^г1 к ^ & со при т, -с 41& . 

Найдем сначала необходимое и достаточное условие спра­

ведливости неравенства (1 .0 ) при с^ 21 *̂ г . При ^г « 2 оно 
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было доказано в [83 и при всех & » 4 сформулировано в 

Г Ц . 

Теорема 1.1. Для того, чтобы при всех АЛ С С °̂ СИ ) 

выполнялась оценка (1 .0) , где о е Е^г, г-) ьрм 

<ъ> &р& и ^ б С̂ а.-. со ) при /п* < 4 ^ > необходимо и доста­

точно, чтобы при некотором о! -* 0 имело место неравенство 

(га) ш оар, са^ л с А , аао1) > о , 

где л/п,$1*ла/т, берется по всем кубам (й̂ . с длиной ребра 

а . 
Достаточность. Гюстроим в Я т * кубическую решетку с 

длиной ребра о1 . Пусть 

еь^^сА^саг* л е л , а ^ ) * Г ^ ° 

для любого куба решетки. Согласно лемме 1.1 

Суммируя по всем кубам решетки, получаем неравенство 

Ы1% * е г ^ ^ м ^ С . 
Для оценки правой части воспользуемся известным неравен­

ством 

сз.и ил̂ с̂в̂  * с оА4(.11т 1ии^ х . 
Тогда 

(4.1) Ы1** С&1**ЛГ~^ 1-1-*|5)*1-«'С "" ' 

Так как со/1 С СЛ Л Л ^ , й а л ) * 0»Л " , т о у А е и» следо-
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- *и »̂  + ь4Г*г И Згм. 1% . 

Значит, 

(5.1) 1*1* А еоС^г^НИд^С ' 

докажем неравенство (1.0) в случае о •> ир, . В силу лем­

мы 1.1 

|*«V*,, * с**VД ^ ^ ^ ' ^ • 
Суммируя по всем кубам (ЦдС

 и
 используя неравенство 

С § а^) *ё % а>% Сси^ г 0, е ̂  4 ) , получаем 

Теперь неравенство (3.1) дает 

Применяя (5.1), получим окончательно: 

Необходимость. Пусть ф ^ - ПРОИЗВОЛЬНЕЙ куб с ребром 

о1 и .и - любая функция из пространства С * С ф ^ ) такая, 

что еЦ-Ъ^ С 2 ^ П С Л , -ЫЦЦ1. лл, ) ^ О . Заменим в 

(1.0) функцию л4, функцией м, *} , где ̂  « С * ( А ^ )
;
 ^

 в у
-

н а
 &4/1 I •&$. ̂  • *-* СС*,"* . Тогда 

Отсюда: 

15* 



и 1 Ч ( Ч л > ' в С Л < 1 * * Х | 3 , ^ 1 ^ 1 * * > * 
Применяя известное неравенство 

|л
Ч<**> *

 сЛ-1з>л1^(йл)*сЫКе^^ 
и неравенство Гельдера, получаем 

4 + л«С!? 
+ сСоГ ** «"«^са**) • 

Поэтому, если число 01 столь велико» что 2сСсС *** < 4 , 

то 

Поскольку 

I * ! . , ň . é c C . S , OL* H-OAAI--L f f t j , • 

•$£*< u l u V < e d '^^ťa*)** 1 * 1 ! .,/***. 
тo 

В силу леммы 1.1, либо е-ещ, С 3 ^ Л С Л , (ЛйА ) > С в Л ' * " ^ 1 . , 

либо 

« а ^ С а А П С Д , й 1 Л ) * с А *СС + А ^ * > * . 

Теорема доказана. 

Приведем несколько используемых далее свойств (&ЩЛ) -

емкости. 

1) При /IV >4*"& А-111 л ю б о Г О замкнутого множества е с 5 , 
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(7.1) сор. Се, ФаеС) & е са/г Се) . 

В самом деле, пусть м, ш Ш Се) и ^ с ^ С 5 ^ , в й ^ ) , 

И ^ ! » С**"* . Тогда 

сл^Се,^) 6 О^^)! .^* С^оЩ*1***-' * * > 

что в силу неравенства Гельдера не превосходит 
I 

t-4 с ,Х0 II 1^/^11^, , $• « ^лг С л - СХ-^ ) <р> 1' 

Применяя теорему вложения С.Л. Соболева С4], получаем ( 7 . 1 ) . 

2) Если /р.% > т, и е с 5^, , то 

(8.1) ос^ь Се , й 2 л ) 2 ссЬ 

Действительно, по теореме СЛ. Соболева [ 4 ] для любой функции 

и, ш ЮЬ Се, Л д л ) { 

Аш т*оь\*ь\** са*1-"* Г \Ъ.м.\+*х . 
Щ 2 Л 

Минимизируя последний интеграл, приходим к (8.1). 

3) Пусть е - замкнутое подмножество гладкого Л -мерно­

го многообразия \^, е с ц ^ . илг-^гг^-^/уг-Х^г^О. 

Тогда по теореме вложения С.Л. Соболева - В.Л. Ильина 15] для 

любой функции ли с Ш С е, Ф ^ ) 

1*ь и)1*/%ш( Г Ш ^
л
 С**))*'

1
* С / 1̂ *1*** , 

где (гк^ - * -мерный объем на У^ и ^ » ^гл С«и- Х<г)" , если 

лг > &4ъ , ^ - любое положительное число при лг а .̂.|г . Зна­

чит, 

СУ.1) С/пгАСе)Д » С ели* Се, а а л ) . 
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Постоянная С зависит от многообразия У^
 ?
 но не от е , 

4) Отметим еще следующую оценку (^1^Л ) -емкости, дока­

занную в С 33. Пусть /п, & Я41 > /п - 4 и е - континуум диа~ 

метра сР . расположенный в 9Г^ . Тогда 

(10.1) есцг. С е , й а <^) 2: С сГ<1 
Теорему 1.1 можно перефразировать следующим обраэом. 

Теорема 1*. 1. Для того, чтобы для всех и. ш С0 СЛ) 

имело место неравенство (1.0), где о €* 1^г, — г/ при 

т, ъа^Л и 3-с С/р.,соЗ при лг -с г̂Л. , необходимо и доста­

точно, чтобы выполнялись следующие условия: 

1) При некотором Ж > О 

(11.11 ЛА\Л СЛЛ С З Ь ЛСЛ> >̂ 0 > 

если /*г > ^г^ • 

2) При некотором Ж > О 

(12.1)/ л*,** оар, С 5 ^ П С Л , в 2 ^ ) > 0 , 

в* 
если лг « /&Л . 

3) Множество Л же содержит произвольно больших кубов, 

если пь «с ^гЛ или если т. * <р>Л и дополнение к Л связно. 

В случае 1) утверждение следует иа теоремы 1.1 и оценки 

(7.1), случай 2) содержится в теореме 1.1. Если лг «с #*1 .усло­

вие 

есцг, <$<* П О Д , (кгд) * с4^^1 

эквивалентно непустоте С Л Л Й ^ , что доказывает 3) при 
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/п -с ^1 . Пусть лг гг /р,^ и дополнение к Л связно. 

Если Л содержит произвольно большие кубы, то, очевидно, 

неравенство (2*1) не выполнено* Пусть в Л нельая поместить 

кубы любого размера и пусть число сС0 столь велико, что при 

с1 > о10 любой куб ф ^ имеет непостое пересечение а СА . 

Тогда в С Л существует континуум, содержащий точки иэ й^ 

и С 0 ^ , Остается применить оценку (10.1)» 

Приведем пример бесконечной области, для которой выпол­

няются условия теоремы 1-1. 

Пример 1,1* В каждом кубе ф. координатной решетки 

с ребром \ выделим замкнутое подмножество е^ , лежащее на 

/» -мерной полоскости У̂  , уь > лг - 4%1 2г 0 . Пусть 

чт.т'тг^Се^) 2г с^тгь* г» 0 . Обозначим через Л допол­

нение множества II ш,^ , Тогда в силу (9*1) 

\*ť)\ ^ .4. ^ ñ „ .« * ™ * . . лC-t) 
x и, е л ^ Се,*,, й 2 ) 2г слгъ>& >- 0 дяя любого куба О 

значит, для множества Л неравенство (1*0) выполнено. 

§ 2. Вложение Ц> ( Л ) I Ь^СЛ) (случай <р, > $, ). 

В [3] была введена функция компактного множества е е 3 ^ : 

где ^1„4 * множество полиномов ГТ степенн, не превышаю­

щей Л - \ } нормированных равенством 

сТ'* ^ . Т Т . * * * . \ , 

а <.иЛ - множество функций из С^°(Ф2 С^) , каждая иэ 

которых совпадает с многочленом ТТ с ^ „ ^ в некоторой 

окрестности компакта е , В дальнейшем почти всегда мы будем 
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вместо (#>,Л ) - Т1-< писать просто у 

Очевидно, со-р. Се , &а Л ) г Т ^ е » ̂ а«1 ) • в 133 при­

ведем пример множества, для которого есц* Се, &24.) ** ^ 

« Г ^» $а*> - о . 

Следующее утверждение доказано в [ЗД. 

Лемма 1.2. Если е • компактное подмножество куба ф^ 

такое, что у Се, Л$с^ ** 0 , то А** всех функций -о, в 

е С**С ЗГ4,) , каждая ив которых равна нулю в окрестности мно­

жества, е , выполнено неравенство 

( 1 ' 2 ) | * ^ С ^ ) - б А | ^ | Ц . . < - и > ' 

в котором \ ж с^ Ф ф>т> (т. - ^ЛУ* при /п- > /^,2 , А ж 

& у^< оо при пг ш 4ьЛ 9 А т ^ & со при т -«с >)гЯ, м 

А ш с*™*'4* ^г^Л%^Ул^ . 

2) Если для всех функций м, е 0е* С 5**,) > каждая иа ко­

торых равна нулю в окрестности множества е , выполнено нера­

венство (1.2) и если т С е , Л а л ) * с 0 * **"*•* , где с 0 -

достаточно малая постоянная, то 

А г сА л / * Е г Г с . а ^ ) : " " ^ . 

Вернемся к неравенству (1.0). В случае % ̂  <р> мм по­

дучим ме совпадающие, мо в некотором смысле блиакие достаточ­

ные и необходимые условия, которые означают, что с "малой" по­

грешностью множество «XI есть сумма последовательности непе­

ресекающихся кубов, дайны ребер которых Ч А*\\±ь^ удовлет­

воряют условию 
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(2.2) 2 с1 *"* -с + о> . 

В следующей теореме 0^ - открытый т*-мерный куб с 

ребром о!̂  . сб; - куб с длиной ребрм соб^ , рмсположенный 

подобно ф^ . 

Теоремм 1.2. 1) Пусть ̂  > ̂  & 4 и "I 44,Н*4 -после­

довательность открытых лг -мерных кубов, такая что в̂  Л ф|, -» 

а
 0 при * + ̂  , Ц, Я^ э Л

 и 

(3.2) <*-<<*.; П С Л ,
 2 а

4
) г *><*>?'** , 

где ос ш сопьЬ , Допустим, что ряд (2.2) сходится. Тогдм ДЛЯ 

всех и. с С ^ С Л ) верно неравенство (1.0). 

2) Пусть 4 $4}* г 4 ~ последовательность непересекающих­

ся /п.-мерных кубов, удовлетворяющих условию 

(4.г) ТС5 4 ПСЛ, 2 й 4 ) « (Ъ&2~*1 > 

где /3 * достаточно малая постоянная. Тогда для справедливос­

ти неравенства (1.0), где ф > о̂  г 4 , необходимо, чтобы 

ряд (2.2) сходился. 

Доказательство» 1) Пусть чс с Со* ( Л ) . Очевидно, 

где *у4 * *>** г
 7 ^ 4 Л С Д , 1 Л ; ) . Применяя нера­

венство Гельдера, получим 
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В силу леммы 1.2 

* Л < Г«,.1^1 го1х) г 6 ^ 1 В 4 А 1 ^ 

Отсюда получаем 

/ и 1*4* * с С.2,.у4*-*) "•* С / |])4.«. Г*** ) * , 

что вместе с условием (3.2) диет: 

(5.2) ! * . . , * сС.Ё. Л. * ' * ) * " * 1-Э.л V • 

2) В силу леммы 1.2, каково бы ни было Ч*± > 0 , сущест­

вует такая функция ^ б С°° С (ЗЦ ) , что 

сЦ~** ( * а ^ 4 ^ , &± О С Л > » 0 и 

Ч-ţ. '«* 

Вудем считать, что е^ » /Зс(Л . Тогда в силу (4.2) 

( 

4. 

6.2) f ljL.tr. І̂ CŁJC -ž cßoL. Г lv.ҐdLx 

Из теоремы СЛ. Соболева об эквивалентных нормировках простран­

ства "ЙГ̂  следует неравенство 

<7'г) 1П^с^> * с 4 | 1 - ^ й ц ^ ) + 

+ ввС**«П«Чс1в4) • 

Подставляя эту оценку в (6.2) и используя малость постоянной 

/3 приходим к оценке 

л 3 ь ± 
(8.2) Г ^ а ^ Г ы к - ь с с ^ * 1 ^ 1 ^ ^ , . 
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Пусть П1 е С?(й*,)у 11 т * * I ®4» | ] к ^ - 1 ' * с с 1 4 • 

Рассмотрим функцию ль^« <>ц ̂  . Применяя ( 7 . 2 ) , получим 

Отсюда и из (8.2) следует, что 

(9.г) | 1 ^ ^ с с и > - с с (ч ^ ' " - Л ^ в ц ) ' 

По условию для любой функции /Ц. в С ^ С Л ) верно не­

равенство (1.0). Нормируем функцию Л4-̂  ; 

«И» ш Лттттт 

(10.2) 1Н\с^)ш^ 

и положим в ( 1 . 0 ) и, « 2 л*,. . Тогда 

Ö-»Л» 

1 .. , i ч*Л.. . „1*", Л~ Г" , a.,.. „^ 

В силу (У Л) 

чтс, вместе с ( 1 0 . 2 ) , дает: 

Теорема доказана. 

В работе автора С б 1 приведена близкая теорема для случая 

& ш 1 9 Л тт 4 , формулируемая в .терминах С1, Л ) -емкости. 

К сожалению, доказательство ее первой части, посвященой доста­

точному условию, корректно только при Л ш 4 . 

Лемма 2 . 2 . Пусть е - компакт, содержащий са. в кубе ВГ̂  , 

Тогда . 1 6 7 -



<ъС1-&) м , _ к л 

(11,2) С/гьХЭ-уСе/С^) *е<± С С ^ Ь с о ^ С е ^ ^ ) ] * . 

В частности, при ^ > ^ 

(12.2) С<щ-А)-Г С е , Д а ^ ) ггссС^" 

Доказательство. В силу леммы 1.1 

С-п^)- сор, Се, й а с 1 ) * с -ип^-Г^^ 15^1^с1х 5 И^ц^са*) ~ 

. а * , АЪ>& (/ш^м*, ль , е ) > 0 } . 

Так как согласно тому же следствию при ^ -с ,2 

TO 

dГ Л-І 

^ 6^4)-сор. Се, <ааЛ) 'Ш* * 

Значит, 

(13,2) сс(ГМ~ СС-щ 4)- с ^ С е , Ф а ^ ) ] ^ * ^ * Г И ^ д с ^ х *. 

В* ИГ, СЩ , » Л , «и** С-Ы4-/Ц* дс, е ) » 0 > . 

Достаточно рассмотреть случай С^, X)- ^ ( е , &з,4,)<* С0А " , 

где С0 - постоянная иа леммм 1.2. В этом случае иа второй час­

ти леммы 1*2 получаем 

ли» Сл44^И^лс,е) > 0 ) * с С*|1»Х ) - у Се, (кг& ) . 

Отсюда и иа (13*2) следует утверждение леммы» 
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Из (12.2) и теоремы 1.2, получаем 

Следствие 1»2» Пусть ф > лг и «( (к±\\,ъ4 ~ последова­

тельность непересекающихся яъ-мерных кубов, каждый из кото* 

рых имеет хотя бы одну общую точку с С Л , и замыкания кото­

рых покрывают XI . Если ряд (2*2) сходится» то для всех 

м, е С? С Л.) верно неравенство (1*0). 

Очевидным следствием второй части теоремы 1.2 является 

следующее необходимое условие. 

Следствие 2,2. Пусть 4.СЦи*4 - последовательность непе­

ресекающихся кубов, расположенных в Л . Тогда для справедли­

вости неравенства (1.0) при ^ «с ,р, необходимо» чтобы ряд 

(2*2) сходился» 

Пример 1»2. Рассмотри* область & : -С* « С*', *т,)> *'
 т 

ж ( м ^ ^ х ^ ) : ^ - ^ , !*'!<-< ф(*т,) , где 9 ~ ограниченная убы­

вающая функция» Используя теорему 1.2, покажем здесь, что для 

справедливости неравенства (1.0) при #, > ̂  необходимо и дос­

таточно, чтобм выполнялось условие 

С14.2) ^ <р*(Ъ) Л * «- ш 9 

где сС « ОН, - 4 + ' ̂  

Обозначим черев 4а>±Ъ и И^% числовые последовательнос­

ти, определиемме соотношениями 

Ясно, что а^ 1 ^ Ф — * 0 ПР* ^ — * °* * ч т о Р***ост|1 

З'Ф-И*" ̂ 4 > -^-м ~ *^+ *• возрастают. Построим две последова-» 
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твльностя кубов: 

(.яхХ) 

Кубм (Д̂  покрывают область Л . Все Ст. - А ) - мерные 

грани ф^ аа исключением двух, полиостью лежат в СИ 

ж, 81шЧит, с^.^-в^с^псд^а^- 5 *-^^-*-*>*"*"• 
Отсюда и иа леммы 2.2 следует, что условие (3.2) выполнено. 

Допустим, что интеграл (4.2) сходится, и покажем, что сходится 

ряд (2.2). Действительно, 

Так как функция д? не воврастает, то 

ув ССо..)Са. - Ф. .) в Г 9 < с * > * * . 
•и 

Значит, 

. 1 Со, ,-а,. **'* у**'(0}+ Г 9*С«е« 

и достаточное условие теоремы 1.2 выполнено» 

Докажем необходимость условия (14.2). Допустим, что 

Г%*а>А* ж со 

и для любой последовательности расположенный в II кубов ряд 

(2.2) сходится. 

В силу монотонности функции д? 

Лл<Ъ-*1^**&А<Ъ"**Л*<*Х**-**> " 
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Следовательно, 

% 1 СЛг. - Лг. , ) * * * * Г <р*С1:)*± ш ее . 

Внутрь каждого куба ф^ поместим куб с ребром 

-5-*" (А^-м ~ ^ ^ • Я с н о » ч т о Аля построенной таким образом по­

следовательности кубов ряд (2 .2 ) расходится. Мы пришли к про­

тиворечию. Остается воспользоваться следствием 2 . 2 . 

§ 3. Полная непрерывность оператора вложения 

1^(Л) в Ц / Ш . 

В этом параграфе получено необходимое и достаточное усло-

вне полной непрерывности оператора вложения ^^V ( Л ) а 

^ ^ ( Л ) при (^ & р, формулируемое в терминах С^ , 4.) -

емкости. Это условие в случае Л ** А , /р- » 2 было найдено 

А.М. Молчановым в [73, и затем при Л -> 4 , /(I « 2 автором 

[2,] , [ 6 ] . Наше доказательство (для любого <р> гь 4 ) в сущест­

венном повторяет приведенное в Сб]• Описываемый в других тер-

минах критерий компактности вложения ^<^V ( Л ) в ^ ^ С ^ ^ ) 

дан в [8}« 

Теорема 1.3. Пусть ^ 2 - 4 и ^ 6 [ ^ , -—- * ) при 

лг ^ /{Х-Д ; ^ € С &>, оо 3 при Л,/}!, >» т* . Для того, чтобы 

любое множество функций АЛ е С ^ С Л ) , ограниченное в 

метрике И 3)/>и- 1̂  сд) быяо относительно компактным в 

^в ( Л ) , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно 

из следующих условий. 

11 Для любого А :> О 

171 -



(1.3.1 Ут, <ЬАт а^сЗГ^ПС .11) > А,*/"" , 

если т, -> -тг̂  • Здесь и далее ВА - замкнутый шар радиуса р 

с центром в начале координат, СВ« •!,* \ В» и А - положи­

тельная постоянная, не зависящая от с! . 

2) Для любого Л > О 

и . з ) л*/т, <</п/ ооиг. с $ , п сл.,С1а<1) > м, , 

ф «---г 00 Ф^с* С Ор 

если лг » ^А • 

3) Множество Л не содержит бесконечной последователь-

кости непересекающихся кубов, если т* -*- 41**4 • 

Если т. ж л*ьЛ и С Л. связно, то последнее условие 

также является необходимым и достаточным. 

Доказательство. Достаточность. Прежде всего заметим, что 

в силу оценок (7.1) и (8.1) условия теоремы эквивалентны нера­

венству 

(з.з) шя Л4*УГ сА^са^лсл^о»^) > ААЛ"^ . 

Из последнего условия и первой части теоремы 1.1 получаем оцен­

ку 

Так как при любом р > 0 всякое ограниченное подмножество 

1̂ Д СИ) компактно в Ц,(.й.|Вр) , то достаточно доказать 

оценку 

(4.3) - « - - ^ Д П С у * е 1 * Л * . А ) ' 
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где % - любое положительное число и <р - достаточно велико» 

Пусть /̂  е С**СВ.т') , ^ - 0 в Вя/д. , ^ * < » СВр 

и 1])и ^ 1 йв с р " * ( ^ ш 4, . . . , X ) . Обозначим через Л зави­

сящее от е достаточно малое число, степень малости которого 

будет уточнена ниже. По условию существует столь большой ради­

ус р(сС) что при р > ф(<Л) > \ . для всех кубов <ЛЛ , 

<** с С В ^ , 

Поэтому иэ оценки (6.1), примененной к -йЛСВ^/* , сле­

дуете 

Мы могли заранее выбрать число о1 так, чтобы выполнялось не­

равенство 
. *м* 

Тогда 
1 > - * 

Т* 

что доказывает первую часть теоремы* 

Необходимость. Пусть сС - любое положительное число и 

Ь ш *х А 1
**' 9 где ф ~ достаточно большая 

постоянная, зависящая только от ^ , т, , Л , & . Допустим, 

что всякое ограниченное в Ь ^ С Д ) множество функций иэ 

С * С Л ) относительно компактно в Ь ^ С Л ) . Тогда сущест­

вует столь большое (р ш ф(Ы) , что для всех функций 
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Обозначим через й ^ любой куб с ребром оС } расположенный 

вне шара Вт . В доказательстве второй части теоремы 1.2 по­

казано! что либо 

со^ са Л л с л , а**) г с о ^ " ^ , 

где с 0 • постоянная из теоремы 1.1, либо 

са^(ааЛСЛ,й2 Л)2сл" гСе+Л+ Л^Г^ - оА*^* , 

то есть условие (3 .3) выполнено всегда. Теорема доказана. 

Теорема Е . З . Если выполнены условия первой части тесремы 
О й 

1.2, то оператор вложения Ь^ (XI) в Ь ^ ( Л ) вполне 

непрерывен. 

Доказательство. Покажем, что для любого е => 0 , любого 

достаточно большого р в р ( е ) и для всех >о- е С ^ С Л ) 

справедлива оценка (4.3). Пусть номер К столь велик, что 

(5.3) . 2 сь * - * -* е * " * , 
Ф* Я-И 

и у -радиус некоторого шара В ф - в { * : 1 * 1 - - » р ? , такого 

что С В л/4 не пересекается с кубами 61^,..., С1̂  ; р > 4 . 

Из оценки ( 5 . 2 ) , примененной к Л Л С В л / д , , получаем 

где ^ е С^СВ."1*) , ^ ш 0 в Вр/а , и ш 4 в ^ В р и 

И ) ^ , ^ ! ^ с р " * . Отсюда и из (5 .3) немедленно следует ( 4 . 3 ) . 

- 174 -



Георема доказана. 
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