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Соттеп"Ьа*Ыопе8 Ма1Ьен1а1;2сае Ша.тгег811;а"Ь18 СагоНпае 

15,2 (1974) 

ОПЕРАЦИИ НАД ЯЗЫКАМИ, ГЕВЖРЖРУЕШЫШ К^ -ГРАММАТИКАШ 

Виктор АЛАДЬЕВ, Таллин 

Резюме: В настоящей статье показывается, что языки, ге
нерируемые ^/^-грамматиками- незамкнуты относительно основ
ных операций за исключением операции обращения. 

Ключевые слова: Однородная структура; слово, генерируе
мое однородной структурой! ^т.—грамматика; язык, генерируе
мый ч*^-грамматикой! -О -системы» 

АМЗ: 94А20, 68А30, 92А05 Е е * . 2* Ш.764.11 

Теория однородных структур представляет большой интерее 

для вычислительной техники, математической биологии, а также 

как отдельная ветвь абстрактных автоматов С1 - 3 ] . Впослед-

ние годы наибольшее число работ (в том числе и настоящая) по

свящается структурным и поведенческим аспектам теории. В ра

боте 14] на основе одномерных однородных структур мы опреде

лили Х<ь-грамматики и изучили ряд свойств языков, генерируе

мых такими грамматиками. ^ ^ - г р а м м а т и к и подобны грамматикам, 

введенная Линденмайером С5 3 (так называемые I* -системы). Оба 

типа грамматик были впервые введены с целью изучения и описа

ния формальных правил функционирования развивашцихся биологи

ческих систем. Однако эти грамматики представляют определенный 

интерес и для теории формальных языков. Такие грамматики обла

дают тем свойством, что на каждом шаге в выводе перерабатыва

ется каждый символ слова, с которым грамматика оперирует. Та*-

ким образом, "^-грамматики и Ь -системы подобны другим 
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грамматикам с параллельными правилами замещения [6 - 81 , но 

параллелизм в первых выше, так как в т^-грамматиках и ^ -

системах каждый символ слова заменяется на каждом шаге выво

да. Более того, г^-грамматики на формальном уровне описыва

ют функциониравание однородных структур, на которых реализу

ются вычислительные и логические устройства, а сами структу

ры весьма удобны в качестве технической базы для организации 

параллельной обработки информации [22. Известно [43, что класс 

всех языков, генерируемых ^.^грамматиками, является собст

венным подклассом класса всех языков, порождаемых ^ -систе

мами» Такое сужение связано с тем, что правила замещения в 

^ -системах позволяют делать вставки любых поделов в любые 

места перерабатываемых системой слов, тогда как /Гт#-грамма

тики допускают %тх> только на концах слов. Более того, ^ * 

грамматика является алгоритмом, тогда как ^ -системы есть, 

вообще говоря, исчисления. Известно С91, что языки, порождае

мые ^ -системами, незанкнуты относительно всех основных опе

раций: объединения, пересечения, дополнения, обращения, про

изведения, итерации, гомоморфизма и конечного преобразования. 

Возникает интересный вопрос сравнения степени влияния такого 

сужения %^-грамматик относительно I* -систем на замкнутость 

языков, генерируемых чг^-грамматиками, относительно основных 

операций. Для дальнейшего нам понадобится ряд понятий и опре

делений. 

Классическое понятие одномерной однородной структуры (ОС) 

состоит в следующем. Имеется связанное множество идентичных 

конечных автоматов Щура, помещенных в точки пространства Ъ 

(рис). 
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Связь автоматов (не нарушая общности) определяется индексом 

соседства *& » < 0 , 1̂ >-.«э т-- ^ } единичного А^ -автомата струк

туры. Индекс соседства одинаков для всех автоматов ОС и опре

деляет шаблон соседства (набор соседних А\, -автомату автома

тов) да-*Ч^ + 0 ; ^ + 4 > . . . , ^ 4 ' / п * « - 7 } , т . е . соседними А ^ -

аштомату служат А.̂  -автоматы. ($> & 4/ + М> $ к* ж 0 , т, - 4 ) # 

Каждый А^ --автомат может находиться в любой дискретный мо

мент времени Т > 0 в состоянии из множества 

З ^ а { О, А у >..)<р,~ О «Работа любого А*, -автомата в ОС опреде-

ляется локальной функцией перехода 1, ((Пг^ , которая определя

ет состояние А,: -автомата в момент Т ч» А по состояниям всех 

его соседей в момент времени Т # Функциа Ь с^ полностью 

определяется соотношениями 

( D <o o ... o >- -> 0 

x.i,x* є s 
Отображение 8 . 2 -** %^ будем называть словом (кон

фигурацией) СЮ. Слово, имеющее только конечное множество сим

волов и а $ \ * ( 0 ! будем называть конечным и множество всех 

таких слов обозначать через С ^ • Мы будем рассматривать 

только слова из множества С^, .Слово ОС в момент Т = 0 будем 

обозначать через с 0 . Одновременное применение соотношений 

(1) определяет глобальную функцию X. , т . е . для данного мно-
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жествг 5-й , индекса соседства чЯ и слов с^ , $*% & ^/& 

локальная функция 1/^\ определяет глобальное преобразова

ние ъ $ с^ > с а . Нетрудно убедиться, что для 

СУс^ е ^1 ) Сс^« е ТГ^ ) , Таким образом, функционирование 

СЮ состоит в переработке преобразованием ъ конечных слов 

ОС. При сделанных предположениях ОС генерирует последователь

ность слов < с 0 > » с 0 , с,,, с 2,..-> с^,,... Сс г вгс 0 ъ^'ЪяА,!,...). 

ТОГДА Х^ -грамматикой будем называть упорядоченную тройку 

^ - « Ц ^ с * , &*<*>> , где. 

. С^ - терминальный словарь, 

С0 е С̂  - начальное слово или аксиома, 

г** 
Ь , * - правила вывода. 

А множество < с 0 > генерируемое такой грамматикой, будем на

зывать 1+1%щ) ^языком. От общеизвестных формальных грамматик 

Х^ --грамматики, также как и ^ -системы, отличаются двумя 

основными моментами: 

а) отсутствием нетерминального словаря, 

б) одновременным применением правил вывода (1) . 

Будем говорить, что множество слов <? с С ^ является язы

ком ЪСъ^,) , если существует ^^—грамматика, генерирующая 

множество & ш В работе С43 мы доказали, что множество С^ 

не может быть ^ СЪ^) -языком. 

Для ^С^^Л()-языков обычным образом определяются! все ос

новные операции» Только операция дополнения определяется от

носительно множества С^ . Если мы обозначим через ^ * класс 

языков, порождаемых ^ -системами, а через Ъ{*Ь^) класс язы

ков, генерируемых ^^-грамматиками, то свойства языков по 
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отношению к основным операциям можно свести в следующую) таб

лицу* 

Таблица. 

п/п Oпepaции 

Tип ЯЗKKÄ 

п/п Oпepaции Ux„0 L* 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

oбъeдинeниe 
пepeceчeниe 
дoпoлнeниe 
oбpaщeниe 
пpoизвeдeниe 
итepaция 
гoмoмopфизм 
кoнeчнoe пpeoбpaзoвaниe 

0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

a
 0 

В этой таблице единица обозначает замкнутость относи

тельно соответствующей операции класса языков определенного 

типа, нуль - неэамкнутость* Иэ анализа приведенной таблицж, 

учитывая, что языки без нетерминальных символов оказывают 

чрезвычайно большое сопротивление замкнутости относительно 

основных операций над "языками ПОЗ* можно сделать вывод, что 

при прочих равных условиях отсутствие возможности вставки 

подслов в любом месте генерируемого слова в ^-грамматиках 

исключает семейство ^('^/п,) -языков из семейства! языков анти-

ДР1 . 

Результат.® ао ыезамкнутости относительно основных опе

раций Ь* -языков можно найти в работе С93* В работе [43 мм 

доказали незамкнутость операций 1, 2, 5 - 8 и замкнутость 

операции 4 (таблица). Здесь мы решим вопрос и относительно 

опершдии дополнения* 

Теорема* Класс ^ 0 е ^ ) «-языков незамкнут относительно до

полнения. 

Доказательство* Выше уже говорилось, что в случае ъ^' 
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грамматик естественно рассматривать дополнение ^ С'»^) -язы

ка относительно множества* "21 . Исходя ив формулировки теоре

мы достаточно найти пример языка ЬСъ^) 9 дополнение кото

рого не является ЫЪщ) -языком. В качестве примера выбираем 

яэык ^ ( 1 ж 1 ^ \т & 4 } ш Нетрудно убедиться, что язык ^,1 ге-

нерируется уже грамматикой ъ2

 ж ^ 2 * ^ * ^ С Ъ ) ^ с Функци

ей Ь (2) определяемой следующими соотношениями 

0 0 — * 0 10—4*1 01 • ! 11 > 1 . 

Тогда дополнением ЪСЪщ,) -языка ^.1 является множество Ъ% = 

г? Са / ^ 1 , Но так как в определении -г^ -грамматик отсутст

вует нетерминальный словарь, то если X а есть ^ С 1 ^ ) - я з ы к , 

то он обязательно должен генерироваться уже некоторой грамма-

тикой ^ = (С1} с0 , ЪСгЛ,у) , где е 0 с Са . Используем метод 

доказательства от противного. Предположим, что существует гра-

мматика ^ = С Са , с 0 , ^ ^ ) генерирующая язык ^ 2 . Значит, 

Ът, -грамматика генерирует последовательность слов < с 0 > » 

в е 0 - ^ е 4 - - ^ с а — ^ .*•—>с^—•....такую, что у-Сс^?» ^ а . Ис

следуем теперь, как реагирует ОС, соответствующая такой 1 ^ -

•грамматике, на слова из множества ^ . 1 .Из определения Ь ^ 

следует, что ^ . 1 Л ^ 2 в $ и язык ^ 2 бесконечен. 

Розьмем слрво *с «г ^ в . Ь ^ Слп, ̂ ть) такое, что оссеХ^ « 

Очевидно, что такое слово должно существовать, ибо в против

ном случае либо С У ос € 1^ ) С сев » с 0 ) ? либо 

(Ус* е Ц ) ( 3 * 4* 0) Свсг « с^ ) при Л ( е е ) * * , и с в , с . г ^ а , 

где ХСсо) - длина слова « . Но в обоих случаях, как можно 

показать из определения языка ^ а ? существуют стираемые (а 

значит и неконструктируемые) конфигурации С13, что влечет за 

собой невозможность генерации т^-грамматикой языка ^ а а 

это противоречит условию. Как может себа вести слово ос я /1"п' 
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(еггь *-? т,) под действием глобальной функции перехода ъ Ч 

Прежде всего следует отметить, что соответствующая функции 

X функций --слг) должна содержать соотношение <11. ••!>—• 

— > 1 • Действительно, в противном случае мы получаем либо 

<гсс ф. .Ц при X Сое-) 2: (гь , что противоречит условию, либо 

вес « 0 . Но тогда слово с^, в слО^ос € Ь д, будет таково, 

что с^% » 0 9 а это невозможно из-за бесконечности языка 

1*2. и характера функционирования ОС. 

Таким образом, функция 1*т) должна содержать соотно

шения 

<44... . 4 00 . . . 0> »-0 

<44. .< 4 0 0 . . . 0 > — * 0 &'< & 

< 0 0 . . . О 44... 4 > — - * 4 - | ./ < ш 

< 0 0 . . . 0 4 1 . . . 4 > — * > 4 

Согласно величине ± могут быть следующие три возможности: 

1) 1 > 0 , Кос) < Л(*оЪ) 

г) * 8 о , Нос) = Я(осъ) 

3) 1 < 0 , 1(ос) > ЛСоы) . 

В первом случае в ОС существует конечное множество универсаль

ных конфигураций (УКФ) С13. Действительно, таким множеством 

являются уже конфигурации (слова); 

с 0 , 4 , 4 * , . . . , 4 \ 4 СМ,. * 4, т .- 4 ) 

так как при сделанных предположениях имеет место соотношение 

\ * -с и < 4 ^ г >э и-с ^<4^>? . 

Значит, множество УКФ состоит из еп + Ъ слов. Существование 

же конечного множества УКФ в ОС противоречит теореме 1.10 СИ. 
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Значит, для слов &с ** А (т, &ггь) не могут существовать пра

вила вывода ( 8 ) при условии ^ > О , Не могут быть правила

ми вывода и соотношения (2) при условии ^ « 0 , Действитель

но, в противном случае в ОС существуют слова ее» ^ Оп,--?/«<) 

такие, что <х,Ъ « ос , Но тогда, для слов сг,-» ^ О ^ М " * е 1,2 

также имеет место соотношение с ^ ^ г с ^ , что противоречит 

бесконечности даыка Ь ^ . Остается случай при *Ь <: 0 , В этом 

случае на. каждом шаге после применения функции V к слову 

ос « А (лги % ль) происходит уменьшение его длины на ^ едини

цы» Следовательно, в результате такого применения функции ъ 

к словам ее ш ^ (/ггиЯт,) мы получим ядро* состоящее и8 слов 

Љ (3 » 4 (&,хг49т,"<й.) , т . е . в ядро входят те слова, для ко

торых нам не известен результат применения функции т? , так 

каик мы опираемся только на правила вывода ( 2 ) при условии 

«Ь < 0 , Тогда для т> 2ь 4* ядро состоит из двух слов с&,| и о с а , 

При применении же к ним функции т могут быть следующие в о з 

можности: 

1 ) с ^ * * аг « ^ ИЛИ сС^-Г «г ОС^ , 

2) о^г, ж « у * , 

3) ей V аг С • ИЛИ <ХЛ *# в С « С-1 ф 0 ) . 

В первом случае существует слово с ^ ^ а ^ О °-Ц или с ^ » 

в ос^О^ос^ такое, что Сд^-е в с ^ и бесконечный язык Ъ% не 

может быть генерируем ъ^, -грамматикой. В остальных двух 

случаях в ОС будут существовать стираемые ( а значит и не кон

струируемые) конфигурации С И и % ̂ - грамматика также не смо

жет генерировать язык '2,% ,что противоречит условию. Нам о с 

талось рассмотреть лишь случай, когда т> ж 3 и ядро содержит 

только одно слово. В этом случае, учитывая все вышесказанное, 
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функция ^^;з) будет определяться следующими соотношениями: 

0 0 0 — ^ 0 0 4 0 — ^ 4 о о — * о 

(3) 0 0 1 — > 0 044—н-ОСд 404—*ОС3 

440—>14 444--И , Х . е $ а <г*г7~^ 

ибо функция 1? уменьшает длину любого слова об«4^ (т> ^ 3 ) , 

а это может происходить только при одном из следующих трех 

условий: 

1) м* - А М, в 2 , 

а) Л4, в 0 &> в: 4 , 

3) д, • О А ж 2 ' . ' " 

Но ив соотношений ( 3 ) : ООО—э*0 , 0 0 1 — > 0 и 100—*> О 

следует, что либо в ОС существуют конфигурации, если 010—*»0, 

либо существует слово <*о ш 4 такое, что сс« •* «с .Обе возмож

ности говорят о том, что язык 1+2 н е может порождаться #з"~ 

грамматикой. А так как х^ -граш*атика, генерирующая язык. 

^2 ,и соответствующая! ей ОС должны перерабатывать и слова из 

множества Ь^ > то из вышеприведенного анализа мы. приходим к 

наличию противоречия с тем, что существует ъ^-грамматика, 

генерирующая языж ^!^ . Таким образом, множество слов ^ г « 

я'Сx\^1 не может быть ^(ът) -языком* Теорема полностью 

доказана. 

В заключение настоящей работы нам хотелось бы сформули

ровать следующую гипотезу: Дополнение ^С"Ы^)-языка не может 

быть снова ^С^,п,) -языком. Многочисленные попытки опроверг

нуть эту гипотезу так же как и доказать ее не дали пока ни

какого результата, хотя, результатн исследований поведенчесг-

ких свойств однородных структур склоняют все же в сторону ис

тинности гипотеэы. 

• Е19 « 
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