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COIШEЙÎTATIONES MATHEMÂTICAE ШIVERSITATIS CAROLINAE 

15,3 (1974) 

CKOДЬЗЯЩИE BECKШEЧHO MAЛЫE ИЗГИБAHИЯ BШIУЮÌШ ПOBEPXHOCTEЙ 

BPAIДEЮÎЯ 

H.Г. ÍÎEPЛOBA, Pocтoв-яa-Дoнy 

Аннотация: Устанавливается существование на выпуклой 

поверхности вращения ^ класса С^ счетного множества пар 
параллелей (ль^, л2^) таких, что пояс поверхности 3 , за­
ключенной между льд^ и л1%ь , допускает бесконечно малые изги­
бания 1-го и 2-го порядков, пои которых параллели д%, и л%%^ 
остаются плоскими кривыми. 

Ключевые слова: поверхность вращения, изгибания, плос­
кая кривая. 

АМ5: 53А05 НеГ. 2 . : 3.934.14 

Известно [ 1 ] , что на замкнутой поверхности вращения 5 

положительной гауссовой кривизны существует счетное множест­

во параллелей хь^ таких, что каждый сегмент 5 ^ 5 ограничен­

ный параллелью ль^ и неоднозначно проектирующийся на плос­

кость граничной параллели, допускает бесконечно малые изги­

бания 1-го и 2-го порядков, при которых параллель ль^ оста­

ется плоской кривой (так называемые скользящие бесконечно 

малые изгибания)* 

В настоящей заметке доказывается существование на по­

верхности 5 ' счетного множества над параллелей ( , и ^ , м^) 

таких, что заключенный между параллелями м>. ш Л„ пояс до-

40Y 



пускает скользящие бесконечно мал не изгибания 1-го и 2-го 

порядков. Для доказательства используется метод С. Кон-Фос-

сена [2-3 • 

Рассмотрим поверхность вращения & % л,-льЕ'•*• л, (ли,) а,(<ц*) > 

отнесенную; к подвижному реперу е , &, (^г) , а,'(пг) [21. Пусть 

к,Шг* Ы (а,-Ал,)&(и,)} лье 10, *,] ,Я(ль)е С С0,а,1, Ж(м.)» 0 , 

А*(А1>)^ 0 при ль е(09&) , При этих условиях гауссова кри­

визна поверхности положительна 

Методом С* Коя-Фоссена [2} отыскание бесконечно малых из­

гибаний 1-го порядка поверхкости 5 сводится к решению урав­

нения 

(1) м,(лл,)%м(лм)+ ()к?-4)л'(лл,)%ъ(м,) ~ О 

при М я: 2 . Через функцию ^^С>-^) без квадратур выражав"**» 

функции 

(2І 

которже вместе с ^- определяют изгибающее поле х,^ 1-го 

порядка: 

*%Ы,пг)» ( < ^ е + у ^ е ; е + 

+ ( ^ е 4 - ^ е )<^ (V) + 

Известно [23, что уравнение (1) имеет фундаментальную 

систему решений вида 

Х^СЛЬ) ~ АЛ, (Ф~ЛА,ГХ^(ЛЛ,) , , 
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4-Jfe i±& 
%~ (АА,) * ло*" (си-ль) ХЩ (<и') ) 

где X? (АЛ,) е С2СО, а ] . В силу условия — <: 0 из (1) 

следует: 
fy*. 
*, 'Лfr 

н& ( 0 , а ) , а потому функции 1С^(ль) не имеют положи­

тельных максимумов и отрицательных минимумов в интервале 

(07а,) . Так как решение уравнения (1) определяется с точ­

ностью до постоянного множителя, то можно считать функции 

.* А (и) положительными. По той же причине можно считать, 

что графики функций %^ (м,) и %}ь (и>) (см. Рис. 1), пе­

ресекаются в точке АА,аз4Ь9К& 1 соответствующей экватору по­

верхности. 

ЧW* 

I 
*-b% 

Л A4*- - "*liг 

T L VÄ O* <U* 

Pиc.l Pиc. г 

На Рис. г изображены графики функций -1Аь ср^(м^) и 

Ф А / ^ С Х С , ) , которые по формуле (2^) выражаются через 

^ + (ч^) и ТЛ^(ААУ) соответственно. Функция 

ЬМ>Ъс^-ЬЬдЬ-4,М,?н 9 очевидно имеет нули ^ * 

<=АЬЪКЯГ и &*,>-**ъклг ( р и с * 3 ) * Поэтому лсяс поверхности 

- 409 



***ь 

Рис. 3 

^ заключенный между параллелями лод^ и .и^ ,допускает 

бесконечно малое изгибание 1-го порядка "5с#^ , при котором 

параллели АЬ^ И .3^ скользят в своих плоскостях. 

Отыскание бесконечно малого изгибания 2-го порядка по­

верхности 5 сводится к решению уравнения 

(3) хС^)^\^(^)^(Ц-М^^4)л^(ми)1С2^{^) ж 

са> сг) 

при Ж, 2: * } где - ^ ^ 9 5 ^ * *^<?&,~'*'Аг'94я, • Ч е р е з функ­

цию % й^ без квадратур выражается функция 

(Л) 

ш а) м 

где ^Ф&^ФЛьЪ • некоторое выражение, с о с т а в л е н н о е и з < ^ 

и д р ^ # Пусть ^ ^ | и ^ ) - фундаментальная система решений 

однородного уравнения, соответствующего уравнению ( 3 ) , у д о -
4» 

влетворяющая условиям: %,1А,(*С)' >> 0 при ч^ е ( 0 , <%>) , 

%йАъ ^экь) в %&ь (*****&) * Общее решение уравнения ( 3 ) 

имеет в и д : 
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где % %& - частное решение уравнения (3), с* и с* -
а) 

произвольные постоянные* По формуле (4) найдем функции, 

ЦуЯьфць^- ЬЛ%ЪМ,<Р*Ч(АЛ,)+ с224,А<$1^(и,) + -211к,ф^(и) 
41) (Я > 

и покажем, что постоянные <* и с
а
 можно выбоать так, что 

будут меть место равенства: 

Для. этого достаточно убедиться» что определитель 

D = 
>i+M'9ІЬ<it'*,) 

отдичен от нуля» 

Выяним поведение нулей функции ЬМ, д ^ (и?) при воз­

растании Я* . Пусть, натуральное число ть > М$ %ъ **%*,*" *Сн* 



18 уравнения С1) следует: 

откуда получаем: 

(5) ^а-<)4^-^-Л^^"° * 
Югтегрлру* (6) во частям в интервале от ^ в ^0, -«-Э(сЛ.) до 

ЛС9КХг > П0ДУЧИ11! 

откуда следует неравенство 
/ / 

#е) > 

шрш' ль е (0 , АЛгдкф,) . Учитывая» что %т (ли) <: 0 при ли е 

е (0,'«'ъК&) у т 1*> находим» что в точке ^ .-* ̂ ^ 
• ~ ' 

1т,ср =* -х>(<п> -4)х1— •+ -—5ГТ~ 1 > 0 , 

^т> 

Интегрируя (5) по частям в интервале от М'ъкЯг д о 

Д/ е С^**** ̂  ,получим: 

^4 vm Л И ' ^ ZŁU л 

oткyдa cлeдyeт: 

/ 
Ъ'to 

V " биг3-'!) ï/nv 
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**ри *с ш (м,ькйг ? <ь) . Учитывая, что %т (ль) >* 0 при 

?&к*м образом, при возрастании Яь нули функции 

ъЯн/фл^Сиг) перемещаются в направлении экватора поверхности, 

Поэтому абсциссы точек пересечения графиков функций 

5</Лс^1 Сд̂ ) и 2^Лд?^Сх^) лежат ближе к точке ^^л^9К^ , 

Это означает, что 

iiJfedp" ^Ч&^ 

Pиc. 5 

< * i 
.UA 9Ъ* (Za.) 

Ыhq-^SLJ. 

и потому определитель I) отличен от нуля* 

Итак, постоянные СЦ и С^ могут быть выбраны так, что 

ХЬ&Ф^^) *1+к>ф г^(й%) « 0 . При таком выборе е./ и 

С^ проекция изгибающего поля 3 ? ^ 2-го порядка на ось 

поверхности постояния во всех точках каждой из граничных 
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пар&ллелей: 

%*»ъХ*й т^(^)е&^+

(%о(^+ь^^2^ со™* • 

Следовательно, пояс поверхности 5 заключенный между па­

раллелями хи^ и АА/^ допускает бесконечно малое изгибание и 

2-го порядка, при котором параллели м^ и ,.&- остаются плоски­

ми кривыми* 
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