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СОММЕИТАТЮНБЗ МАТНВМАМСАВ 1Ш1УВН81ТАТ1б САЕОЫЛАВ 

16,3 4975) 

С» ОДНОМ УСЛОВИИ ЖЕСТКОСТИ ВРОТОГО ПОРЯДКА 

Н.Г. ПЕРЛОБА, Ростов-на-Дону ' 

Аннотация: Докаеывается 
1 ) жесткость второго порядка двусвявной поверхности вращения 
класса С бев асимптотических параллелей при условии, что 
в каждой точке некоторой не геодевической ев параллели каса­
тельная плоскость поверхности не испытывает поворота вокруг 
касательной к параллели; 
2 ) жесткость второго порядка аналитической поверхности, содер­
жащей окружность Хг - линия крививны ненулевой геодевической 
хривнвнн, при условии, что в каждой точке Ь касательная 
плоскость поверхности же испытывает поворота вокруг касатель­
ной к Ь • 

Ключевые слова: Поверхность вращения, бесконечно малое 
ивгибание. 

АМЗ: 53А05 НеГ. 2.1 3.934.14 

1 Рассмотрим поверхность вращения класса С 2 , ограни­

ченную двумя параллелями. В подвижном репере е , о. (V), а/(*г) 

[ Ц уравнение поверхности имеет вид к &мЖ + к(4л>) о> Со.*-) , 

лс € Е 0 , И 3 • Будем считать, что 1п/(ли)Т ф 0 , то есть по­

верхность не имеет асимптотических параллелей. 

Выясним, допускает лк навванная повергность бесконечно 

малое ивгибание первого порядка, прк котором касательные плос­

кости во всех точках некоторой ее параллели не испытывают по­

ворота вокруг касательных к параллели. 

Теорема 1. На поверхности вращения класса С а отрица­

тельной криви вны, ограниченной параллелями ли ж 0 и ли ш М , 
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существует счетное множество параллелей лхт АЬ^,0*ЛАЪ & 11 , 

таких, что пояс поверхности, заключенный между параллелями 

лл* я 0 и лсялл,^ , допускает бесконечно малое изгибание перво­

го порядка, при котором касательные плоскости к поверхности 

во всех точках граничных параллелей не испытывают поворота 

вокруг касательных к этим параллелям. 

Доказательство. Бесконечно малое изгибание первого по­

рядка поверхности вращения определяется полем скоростей 

%(лл,7пг) а <зсСц.,*.к>е + (Клл^пг) а,(*г) + чГ(лл,,<»') а,'(пг) > 

компоненты которого удовлетворяют системе уравнений Ы1г 

( І Ï ' ?Гv + ß m 0 , 

CĈ  + лb (ß^ - Г ) + ^TЛJU 

Известно Г11, что коэффициенты Фурье оо^Сс*), /3^ (««,), * ^ Сяб> 
••ЛИГ 

функций ссС-и.,пг)? /ЗС.и,'гг); 'у(Ас,4г) по системе е~ 

влетворяют системе уравнений 

УДO-

( 2 ) 
iЬГҗ'+ (2. л 

при ^ « 0 ^ 1 , , , , , причем <* а * *>$* • Решения системы (2) при 

Ль » 0 п Аь ж± 4 определяют тривиальное бесконечно малое из­

гибание. 

Исключая из (2) неизвестные функции ос^ и /3^ , получим 

для определения функции у^ уравнение 

СЗ) л ^ + ( * * - 4 > * " ^ - 0 . 

Замечание. Если бесконечно малое изгибание % допуска-
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ет продолжение второго порядка 31? , то изгибание « + а>0 .. 

где 5Г0 тривиально, тоже допускает продолжение второго по­

рядка. Поэтому можно считать ос0 ? @>0, чГ0 7 <х*л , /3^ , #1 

тождественно равными нулю и рассматривать систему (2) и урав­

нение (3) лишь при ^ >: 2 . 

При бесконечно малом изгибании первого порядка касатель­

ные плоскости повергности во всех точках параллели м. « <и,0 не 

испытывает поворота вокруг касательной тогда и только тогда, 

когда 

где од, - поле вращений. Как нетрудно проверить, для поверх­

ности Я. -г I ( < а , ^ ) поле вращений Щ, выражается через поле 

скоростей х по формуле 

/ ^ в ( Е б - Г 2 ) < (%.л^)Я< и г- С ^ Я ) ^ ^ - } - С ^ л ^ ) / п ? ? 

_ С я^ л у ] _- Л _ «_, 
где т. а г- — . В рассматриваемом случае Р а О . Л* «в а . 

Поэетому условие С^2и/)|^гА1 » 0 равносильно условию 

или, что то же, 

Учитывая уравнение (1^), иэ последнего равенства получаем: 

Таким образом, для доказательства теоремы достаточно найти Ре* 

шеиие системы (2) по крайней мере при одном значении К ^ 2. 

такое, что 
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при некотором О'^ль^е* и . Ддя этого, в свое очередь, дос­

таточно найти решение уравнения (3), удовлетворяющее услови­

ям 

Такое решение существует* Действительно, уравнение (&) ммеет 

на отрезке С 0, и 3 ненулевое решение Ть ̂ ) -Ф* любах 

начальных условиях вида. $^(.0) + О, ^ С О ) *? 0 . Сравнивая 

(3) с уравнением 

Ъ«+(А?„4)«1шъ — Г* ж 0 , 
9Н со. иа л * 

замечаем, что при 
' :o,uз * 

решение ^СчдЛ уравнения (3) имеет на отрезке СО, И 3 по 

крайней мере два нуля* Следовательно, найдется точка 0< м.м& 

ж 11 такая, что Т/ь(**>&) * & • Поверхность, заключенная между 

параллелям» ль ж 0 и ль ж и^ при Яь » р , допускает бесконечно 

малое изгибание первого порядки х^ , удовлетворяющее услови­

ям теоремы. 

Теорема 2* Поверхность вращения «8 класса Са бее асим­

птотических параллелей заключенная между двумя параллелями, 

обладает жесткостью второго порядка относительно бесконечно 

малых изгибаний, при которых касательные плоскости поверхности 

во всех точках одной граничной параллели ненулевой геодевичес­

кой кривнаны не испытывают поворота вокруг касательных к по* 

верхности. 

Доказательство* Как в доказательстве теоремы 1, найдем 

решения уравнения (3) при любом -к 2 2. , удовлетворяющие усло­

вна) 3 ^ ( 0 ) » 0 . Эти решения определяют бесконечно малое изги-
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банке %ш Й %^ поверхности 5» , при котором С^о/)) яо*^> 

ш параллель -а =11 свободна* Поле ж удовлетворяет условию 

с ^^>и«о* °» *** *** ^ С 0 ) я ° * 
Бесконечно малое нагибание второго порядка поверхности 

б определяется полем ускорений ют а(-и.,1г)е-гл>С ,̂/1г)ЕСлг) 4 

* с(4*,4Г)а/(лг) , комлонентн которого удовлетворяют системе урав­

нений С12: 

(41 - с ^ 4 * * - ± 4 о о * 4 С ( ^ - Т > Н * 

0,^4 ^ ( д > ^ - с ) 4 л с ^ в - 2 4 ^ о с ^ + ^ ( ^ - Г > ? • 

Как нетрудно проверить, поде угловых ускорений у,* для поверх­

ности: Я ш я (>и,9/|г) выражается черее поле ускорений «г по 

формуле 
1 

^*-сЕб-рVЧс(Е^-гV(5?Vст^)-(г^V)с^я<|^)зя^4. 

Л 
(5) + К Б б - Г ) » Л * ) + ( * ^ ) ( ^ ) З Я - Г 4 

4 С ( 5 ^ Я ^ > 4 ( 5 ^ * ^ > З л 1 * • 

Предположим, что поверхность б допускает бесконечно ма­

лое иегхбаяяе второго порядка, при котором касательная плос­

кость 5 в каждой точке параллели д = 0 не испытывает пово­

рота вокруг ксательной к параллели. Тогда 

с***#)и.е ш ° • 

Ие (5) следует., что (*^ »тЪ )|^,
0
« 0 или, что то **»(^«^-Аь.)|^

в
« 

* 0 . Учитывая уравнение (4.), ие последнего равенства получаем: 

Проиитегрируеы уравнение (4^) во пг от 0 до й зг : 
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2 * ' C 0 ) £ < l * < i l * + ( V - 1 ) l r M l a . Ä , e - 0 

*& 2ЭТ л л 

(6) ]&>&<* «-. Г -1 С<к*+С/Х - г 5 3 < ^ . 
0 */ Л, ^ V 

Дифференцируя (6) по >си и учитывая, что А ^ | « 0
 ?
получим: 

231* ^ 

О 

или, так как 

2ЭТ 

<п КсоНо^ + с ^ - ^ Ч ^ ^ - ° • 

Левая часть равенства (7) представляет собой нулевой коэффи­

циент Фурье подинтегральной функции. Выписывая этот коэффи­

циент, найдем: 

_
 Ь 1 в Ь в

,а . ,
й
_2 „

Ч 1
_ ,2; 

Дг*2 

Пусть параллель АЛ, * 0 - не геодевическая. Тогда к (0) Ф 0 , 

и иа последнего равенства получаем; 

^ С О ) *. О 

при .% 2 0. . Так как, кроме того, Т^СО) в 0 при М. > 0 , то 

#^ис.) г 0 при 4 М . Следовательно, 5 » 21 2 ^ = 0 , что и 
*• 2 2 

доказывает жесткость второго порядка поверхности -э « 

2° Теорема 3. Пусть аналитическая поверхность В со­

держит окружность ^ , являющуюся линией кривыани ненулевой 

геодезической кривизны. Поверхность В обладает жесткостью 

второго порядка относительно аналитических бесконечно малых 

нагибаний, при которых касательная плоскость поверхности в 

в каждой точке линии 1* не испытывает поворота вокруг каса­

тельной к ^ в соответствующей точке. 
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Доказательство. Примем ^ в качестве линии м, т 0 ш 

будем считать о/- натуральным параметром вдоль Ь . Тогда Х^ , 

7Л) Язг т ЪЛ^Ж, 1 - сопровождающий репер поверхностно! поло­

са вдоль ^ • 

Предположим, что -3 допускает бесконечно малое изгибание 

первого порядка, при котором (Ц>к^,)\ « 0 .Тогда вдоль ^ 

(8) Щ,(лг) ж | Спг)7г1 (V) + *1(>}у) Ъ (чг ) . 

Дифференцируя ( 8 ) , получим: 

Ч>« * ?'"*- + %'* * <- ? *уц. + "&>*,> " V • 

где -Ц^» соти^ и Ль^тсотъЬ - нормальная и геодевическая 

криви внн ^ , Известно [ 2 1 , что вектор ^ компланарен Х^, 

к ^ • Следовательно, ^ ' а 0 ? а потому ^ * о о т ^ вдоль ^ . 

Докажем, что поле Ц, не допускает продолжения второго 

порядка /^* такого, что (л^Л^иш 0 . Заметим, что если по­

ле Щ, допускает продолжение второго порядка /р.* , то поле 

Ч' + Ч'о >ГД* ^ о постоянно, тоже допускает продолжение вто­

рого порядка: им является поле /$-*•*• 1Ц0Ц.1 . В силу этого 

достаточно доказать, что не допускает продолжения второго по-

_ 91)».. — — 
рядка, поле %, — — " & * ГД* ^ в с * * ^ • крививна ^ , (Ь г 

& ..Яе* — 

• -~3"*т, 4- -—* # - бинормаль ^ . 

Предположим, что поле ^ - —-— 1̂ допускает продолже-

ние второго порядка ^ * такое, что вдоль ^ 

(9) ^ * ( 4 к ) « Я (1г)/п- (чг) + (л('Ъ')Яу('и') • 

Дифференцируя ( 9 ) , получим: 

- 431 



^ * = л ' Я + р,'Яг + С- АЛе^ + (И-ЛО Я^ . 

* _ | & — — _ 
Иэвестно С 23, что вектор Ц, - С /у, - - — ^ ^ . ] компланарен л,^ 

и /О', Легко убедиться, что 

где невыписанное члены являются линейной комбинацией Тс^, и 

ЛУ . Следовательно, 

(10) л ' - . 1 - ( - ? д ч + - 1 ^ ) 1 - о . 

Интегрируя (10) по пг от 0 до Л } где Л - длина Ь , полу-? 

чим: 

откуда следует: 

Таким образом, предположение о том, что поле Ц, - ~ р> до-

пускает продолжение второго порядка, привело к заключению, что 

Жесткость второго порядка поверхности 3 доказаны. 
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