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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

16,4 (1975)

UNE DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DU THEOREME DE CHOQUET -
KENDALL

Jacques BAIR et René FOURNEAU, ILiege

Résupé: Dans cette notg, nous donnons une nouvelle
preuve %res simple du théoreme de Choquet-Kendall qui
caractérise les cOnes convexes & base qui érigent un es-
pace vectoriel en lattis vgctgriel. Notre preuve est es-
gentiellement géométrique a 1 inverse des démonstrations
classiques.

Mots clefs: Lattis vectoriels, simplexes de Choguet.
AMS: 46A40, 52A05 Ref. Z.: 7.972.1,3.918.1

1., Introduction. Le théorcme de Choquet-~Kendall ca-

ractérise les cdnes convexes a base qui érigent un espace
vectoriel en lattis vectoriel, ¢ ‘est-a-dire les cfnes con-
vexes a base qui rencontrent chacun de leurs translatés
suivant un de leurs translatés ou, en d ‘autres termes, les
cOnes convexes a base qui sont des simplexes de Chogquet
de codimension nulle.

Au contraire de Kendall LIV] et de Peressini [V, 3,11,
p. 30), nous avons rejeté de notre démonstration tout ap-
pel a la structure ordonnée sur E engendrée par le cone
convexe considéré. Nous avons voulu mettre en évidence
1 ‘aspect géométrique du probleme; ce procédé fournit une

preuve dont 1'idée fondamentale est fort simple.
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Pour démontrer que si un cOne convexe P de base B A
rencontre chacun de ses translatés suivant un de ses trans-
latés, alors B est un simplexe de Choquet algébriquement
fermé, algébriquement borné et de codimension 1 , on uti-
1ise le fait que B est la trace sur P d un certain
hyperplan f"l({li) , Ol f est une forme lindaire stric-
tement positive sur P\ 40} . La preuve de la réciproque
se fait en quatre étapes tres naturelles. On démontre tout
d” abord que Pn (P + x) est la réunion 4~ intersections
du type AB A [(A- £(x))B + x)]; ensuite, on vérifie que
chacune de ces intersections est un ensemble de la forme
Ta B+y, ,avec 7, 2 0 et y, & Pn(P + x) ; puis on
s’assure que le point Ja est le méme pour chaque A ,

ce qui permet de conclure tres rapidement.

2, Généralitég. Nous nous placerons dans un espace
vectoriel réel E de dimension non nulle.

Un ensemble A est dit glgébriguement fermé s il
coincide avec son enveloppe algébrigue bA = AufxeE :

t 3 yeA\4x} , [y:x[{c A} ; un ensembie A est glgébri-

guement borné si son enveloppe algébrique ne contient au-
cune demi-droite; )1 enveloppe spatisle d”une partie A de

¥ , notée 8y , est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant A .

_Un sous-ensemble convexe non vide S de E est un
simplexe de Choquet si, pour tous x , y6E et tous o ,
pz0,

X +xS)n(y+ fps)
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est vide ou de la forme z +73 S (z€E , 220 ). De fa~
¢on équivalente, un convexe non vide S est un simplexe
de Choquet si et seulement si, pour tout xe E et tout
« Z 0,
Sn(x + «8)

est vide ou de la forme y + 3S (yeE, 3= 0 ).

Un ensemble S est appelé un cOne pointé (de sommet
0 ) lorsque A ScS pour tout réel A 20 ., Une bage
d 'un oBne convexe P est en ensemble convexe B tel que,

pour tout x~P\40% , il existe un nombre positif unique

£(x) tel que

&€ B ; bien entendu, P\ 403 = an.B .
£(x) ode

Il est bien connu [V, 3.6, p. 26] qu’un ensemble B est
une base du obne convexe P si et seulement s’il existe
une forme lindaire h sur E , strictement positive sur
P\40% , telle que

B=h™t(413%)nP.

Par ailleurs, on sait qu’un ordre linéaire de o8ne posi-
tif P érige E en lattis vectoriel si et seulement si
P rencontre chacun de ses translatés sulvant un de ses
translatés [V, 3.8, p. 281, ce qui entratne évidemment
que P est un simplexe de Choquet, De plus, si P admet
une base B et si 1l’ordre associé a P érige E en lat-
tis, cet ordre est archimédien LV, 3.5, p. 26]) ou, en
d’autres termes, P est algébriguement femé‘[ II, 1.3.4,
Pe 131 ; en corollaire, B est algébriguement fermé ocom-

me intersection de deux ensembles algébriquement rermés.
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3. Théoréme., Pour un cOne convexe P de base B,
les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) P rencontre chacun de ses translatés selon un
de ges translatés,

(b) B est un simplexe de Choquet de codimension 1 ,

algébriquement fermé et algébriquement borné.
Le résultat est banal lorsque la dimension de E vaut

1 3 nous nous placerons donc en dehors de ce cas.
Désignons par f 1la forme linéaire sur E , stricte-
ment positive sur P\40} et telle que B = Pn el413) .
(a) =>(b), Solent « =0 et xeE tels que
(B + x)nB+ @ . Ceci exige que £(x) = 1 = o¢ . Exprimons

«B + x en termes de f 3

«B+x=4usueP+x, f(u)=c+f(x)=1%
= (P +x)nt~1(413) .

De 13, comme il existe yeE tel que PAn(P+x)=P+y,

on trouve de méme

Bn(xB +x) = (P+ ¥ e7(413)
s[l-f(y)]B+y

avec 1 - f(y)=0 . En conséquence, B est un simplexe de
Chogquet.

Du dernier énoncé rappelé dans le paragraphe précé-
dent, 11 résulte que B est algébrigquement fermé.

De plus, B est algébriquement borné. De fait, s’il
existait une demi-droite D dans bB = B , la translatée
D’ de D 1issue de 0O serait incluse dans Pn f‘l({oa)
{III, 1.3, pe 2631 donc la forme linéaire £ ne serait
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pas strictement positive sur P\ 403 .

Enfin, la codimension de B wvaut 1 puisque P doit
engendrer E ,

(b)=)(a). Soit xeE ., On a

PA(P + x) = (‘zszoaB)r\[( &%O(LB) +x)

= S [aBn(uB +x)].
Ay 20

Or, 81 ABn(uB+x)%8% , ona A =w+ £(x) , done

Pn( +x) = A2 AAB A [(A- £(x))B + x13

ou A désigne 1’ensemble
§220:4ABA(A-£(x))B+x]%4 0}

A n’est pas vide puisque, B étant de codimension 1 ,
PAP+ x)*+0 .

Soit A un élément arbitraire de A .

Comme B est un simplexs de Choguet, il existe
YaZ 0 et y, € B tels que

ABNL(A - £(x))B+ x)=qf, B+, .

Montrons que Y, € P.
Traitons d’abord le cas oi A % 0 et ¢ * 0.
Soit beB ., La bijection affine T, : E—> B dé-

finie par
T, : (LS
a.u——-)—i—-u-rya'
est telle que

Tx([ab H g’hb-&ya)) =
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-['x’xb"'yz3%—(ﬁb*ya’)+ya‘)cfﬂ,bgfab+y.a)
81 Ab# ¥, b +y, . I1 suffit en effet de remarquer que
2 (b +T,)
2 A A Jp =
Ab (—“'ﬁ 1)¢( Ab) [Ab : "\
= rigt TaP *+ Ty - €labd : b+ y,

Nab by, T

Comme B (donc AB ) est algébriguement fermé et algébri-

quement borné, il existe b’e B tel que

ABALAD ¢ Y +3, ) =LAab : Ab'] .

Considérons 1/ image Vzb"" ¥, de Ab” par T, ; ona

%'+ I, € Ty (AB)AT, (LAD s 95 b +3,)) =

(B + Ja Inly, b+ Y, ¢ —%‘3'- ('fa‘b +Y, )y, Je ABN

NLAD : ¥ b +y,)
d’od ')'ab'+ya'€ [, b+y,s Ab].

Comme T, est une bijection affine, y, appartient & la
paralléle &8 (O :Ab] menée par ¥ b+, , et & la pa-
ralléle & [0: A Db’] menée par 7, b+ y, . Ces deux paral-
18les, qui sont situdes dans le plan (sous-espace de dif-
mension 2 ) engendré par Ab et Zab + ¥, o 80 ren-
contrent au point y, qui appartient alors & %{0, av ,
Ab’3 ,doncd P,

Envisagoons le cas oi Ab = 3, b + ¥, o S'il ex-
iste b,e B tel que _.7Lb1¢ 13"01 + ¥, » on peut repren-
dre le raisonnement oi-dessus. Sinon, iy, 1= (A~ 1’,_)3 .
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auquel cas on doit admettre que % =] et Yo = Oe¢pP .

Traitons enfin les deux cas laissés en suspens. Si
% =0, y5,€ ABcP,Si A= Oi s AB={0% , d’ ot
Jp = Oe P,

Dés lors, on a toujours y, &P . De fagon analogue,

on peut montrer gue Jp€ P+x, done
Y ePn(P+x).,
A priori, Ja pourrait varier avec A ; montrons
gu’ il n’en eat rien,
Comme y,6Pn(P + x) , i1 existe o, B320 et
b; » b€ B tels que
Yy =xby =x+ b, =x+ [ £(x)ID,,
donc il existe yeE et ¥y Z0 tels que
«Bnix + [x - £(x))B} =y + #B
et on peut démontrer comme ci-dessus que yeE Pn(P + X) .
Visiblement, y, € y + ¥ Bcy + P . Montrons que
Yey, + P. ,
Comme f£(y, )=« , ona A = x+ 2, et, do Plus,
o+ 2(y) =, d00 Fry, +E(y) = A
Dée lors,
y+ (y+2,)B = (P+73)n r14a3)
c PA(P + x)AL"1(4AY)
= ABn4{x +[A- £(x)1 B}

- ya""faB ’
done
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(7+(2+2,)BINn (3, +7B) =y + (y+7,)B .
Un raisonnement analogue & celui qui a fowral y, &
e PA(P +x) livre yeP + Ya o
De 13, y =y, ,donc =0, puisque o = £(y, ) =
= 2(y) + o =2(y,) + 7 .« Au total,
x<Bnix +[ec - £(x)) By =4y}t = dy,%
Soit A’€ AN{A} .On obtient de méme J, , 7% »
«’ tels que
A'Bn{x +[A’ - £(x))B} =y, + 7%, B,
iy,',’(-es’n n{x +{a'= £(x)I B3c Pn(P+ x) .
Supposons, pour firer les idées, gque « = «’.Consi-
dérons & présent y,, + (x=-oc’)B 3 11 vient
Yy + (x=a’)B = (B 4+ 35 )0 ({al)
cPn(P + x)n r'}({cc})
= xBnix + [« - £(x)]1 B = {y,1 ,
domo =’ et ¥y, =73, -

Désignons par u le point Ia associé .a chague
AeA,Ona

Pr\(:P+x)--a*-eJA (,B+u)cP+u.
Comme uePN(P+x), P+ucPn(P+x), done

PA(P+x)=P+u,
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