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COMMEHTATIONES MATHBMATICAB OTIVERSITATIS CAROLBTAE 

I6 f4 (1975) 

UNE DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DU THEOREME DE CHOQUET -

KENDALL 

Jacques BAIR et René FOURNEAUv Liège 

Résumé : Dans cette note, nous donnons une nouvelle 
preuve très simple du théorème «Je Choquet-Kendall qui 
caractérise les canes convexes a base qui érigent un es­
pace vectoriel en lattis vectoriel. Notre preuve est es­
sentiellement géométrique a 1 inverse des démonstrations 
classiques. 

Mots clefs: Lattis vectoriels, simplexes de Choquet. 

AMS: 46A40f 52A05 Réf. Z.: 7.972.1,3*918.1 

!• Introduction. Le théorème de Choquet-Kendall ca­

ractérise les cônes convexes à base qui érigent un espace 

vectoriel en lattis vectoriel, c est-a-dire les c6nes con­

vexes a base qui rencontrent chacun de leurs translatés 

suivant un de leurs translatés ou, en d'autres termes, les 

cônes convexes a base qui sont des simplexes de Choquet 

de codimension nulle* 

Au contraire de Kendall IIV1 et de Peressini [V, 3.11, 

p. 30]f nous avons rejeté de notre démonstration tout ap­

pel à la structure ordonnée sur E engendrée par le cône 

convexe considéré. Nous avons voulu mettre en évidence 

1 aspect géométrique du problème? ce procédé fournit une 

preuve dont 1 idée fondamentale est fort simple. 
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Pour démontrer que si un cône convexe P de base B 

rencontre chacun de ses translatés suivant onde ses trans­

latés, alors B est un simplexe de Choquet algébriquement 

fermé., algébriquement borné et de codimension 1 , on uti­

lise le fait que B est la trace sur P d ' un certain 

hyperplan f (•{!$) , ou f est une forme linéaire stric­

tement positive sur P\40J • La preuve de la réciproque 

se fait en quatre étapes très naturelles* On démontre tout 

d ' abord que P n (P + x) est la réunion d' intersections 

du type TtB A C(A- f(x))B + x)]; ensuite, on vérifie que 

chacune de ces intersections est un ensemble de la forme 

Ta, B + ?x * airec ^X ^ ° e* y5tc Pn (P + x) $ puis on 

s assure que le point y^ est le même pour chaque X , 

ce qui permet de conclure très rapidement* 

2* Généralités* Nous nous placerons dans un espace 

vectoriel réel £ de dimension non nulle. 

Un ensemble A est dit algébriquement fermé s il 

coïncide avec son enveloppe algébrique A ** A w f x e E : 

: 3 y e A \ 4 x } 9 [y:i[c Ai ; un ensemble A est algébri­

quement borné si son enveloppe algébrique ne contient au­

cune demi-droitei l'enveloppe spatiale d'ane partie A de 

lf 9 notée
 SA 9 est le plus petit sous-espace vectoriel 

contenant A • 

Un sous-ensemble convexe non vide S de E est un 

simolexe de Choquet si, pour tous x 9 y«B et tous co , 

ft * 0 , 

(X + oc S)n(y + £ S ) 
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est vide ou de la forme z + y S U c E » -jf £ 0 )• De fa­

çon équivalente, un convexe non vide S est un simplexe 

de Choquet si et seulement si, pour tout xc E et tout 

ce 2: 0 , 

S A (X + ocS) 

est vide ou de la forme y + (3 S (ye E , £ £ 0 )• 

Un ensemble S est appelé un cône pointé (de_j3ommet 

0 ) lorsque ^ S c S pour tout réel X > 0 • Une base 

d'un cône convexe P est en ensemble convexe B tel que, 

pour tout x*p\<C03 , il existe un nombre positif unique 
x 

f(x) t e l que ------- c B ; bien entendu» P \40$ » J^JIB « 
f(x) a > P 

I l est bien connu CV, 3.6, p. 26 3 qu'un ensemble B est 

une base du cône convexe P s i et seulement s ' i l existe 

une forme linéaire h sur S , strictement positive sur 

P\40$ f t e l l e que 
B « h"x( 41» ) n P . 

Par ailleurs, on sait qu'un ordre linéaire de cône posi­

tif P érige E en lattis vectoriel si et seulement si 

P rencontre chacun de ses translatés suivant un de ses 

translatés CV, 3»8, p# 28] , ce qui entraîne évidemment 

que P est un simplexe de Choquet* De plus» si P admet 

une base B et si l'ordre associé à P érige S en lat­

tis 9 cet ordre est archimédien LV, 3*5t P* 26} ouv en 

d'autres termes» P est algébriquement fermé [II, 1.3.4, 

p. 133 s en corollaire» B est algébriquement fermé com­

me intersection de deux ensembles algébriquement rennes. 
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3. Théorème» Pour un cône convexe P de base B f 

les conditions suivantes sont équivalentes s 

(a) P rencontre chapon de ses translatés selon un 

de ses translatés. 

(b) B est an simplexe de Choguet de codimension 1 f 

algébriquement fermé et algébriquement borné. 

Le résultat est banal lorsque la dimension de E vaut 

1 } nous nous placerons donc en dehors de ce cas. 

Désignons par f la forme linéaire sur E f stricte­

ment positive sor P\iO$ et telle que B • Pn f^Ulî) . 

(a) «-rf> (b). Soient et > 0 et xeE tels que 

(ocB + x)nB+0 . Ceci exige que f(x) « 1 - oo . Exprimons 

oc B + x en termes de f s 

«,B + x • -U t tt€P + x t f(a) « oc + f(x) « 1 ? 

- (P + x)nï~1«U) . 

De là, comme il existe ye E tel qae Pn (P + x) • P + y f 

on trouve de même 

Bn(«B + x) « (P + y)nf"1(ilî) 

« tl - f(y)l B + y 

avec 1 - f(y)2 0 • En conséquence, B est un simplexe de 

Choquet• 

Du dernier énoncé rappelé dans le paragraphe précé­

dent, il résalte que B est algébriquement fermé. 

De pltts, B est algébriquement borné. De fait, s'il 

existait une demi-droite D dans B « B , la translatée 

D' de D issue de 0 serait inclase dans Pn f (f0|) 

[III. 1.3, p* 2631 donc la forme linéaire f ne serait 
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pas strictement positive sur P\40$ . 

Enfin, la codimension de B vaut 1 puisque P doit 

engendrer B . 

( b ) = > ( a ) . Soit x c B . On a 

P n ( P + x) » ( UJKB)nt( U «B) + x } 
XZ 0 $1, z 0 

^-1 i%Bf\ (*cB + x )3 • 
Xt(U,20 v 

0r t s i XBn ((4,B + x ) # 0 f on a X » (i, + f (x) f donc 

P n ( + x) * ^ A < ^ B n C ( A - f (x ) )B + x 3 J 
X m A * 

où A désigne 1 /ensemble 

U 2 0 : U B A C ( ^ - f ( x ) ) B + x 3 } 4* 01 i 

A n ' e s t pas vide puisque, B étant de codimension 1 f 

Pn(P+ x ) * 0 • 

Soi t X \m élément arb i tra ire de A • 

Comme B e s t un simplexe de Choquet, i l e x i s t e 

yx £ 0 e t y-. € B t e l s que 

XB r\t(X ~ f ( x ) )B + x 3 « ^ a B + y^ . 

Montrons que y^ € P . 

Traitons d'abord l e cas ou X 4* 0 e t «^ 4- 0 . 

Soi t b € B . La b i j e o t i o n aff ine T^ : B—$• B dé­

f i n i e par 

*x 
% • * ~> "£• * + y^ 

e s t t e l l e que 

T ^ t a b : rxh + y a ) ) . 
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- c r ^ + y a « - § - (*x* * ix > + 7X > c CXh s **b + yA ) 

si A,b * tx
 b * y^ • xl suffit en effet de remarquer que 

x - <*.%- + y * > • y* -

- ab + (-—- + i x y ^ b • yA - xb) c cab : fob + y * > N 

\ U b J T j t ^ y a ] • 

Comme B (donc AB ) est algébriquement fermé et algébri­

quement borné, i l existe b'€ B t e l que 

XBr\£Xb t <rxb + yA ) • U b Î Xb' 3 . 

Considérons l'image ?x*>'+ yA de Xb' par Tx ; on a 

tfx*'+ yA * *x (XB)c\Tx (C&b t <fa b + yx )) -

y* 
( y * B • y* ) * t y * b • yx * - j j - <r x

b * ya > f y ^ c ^ B O 

A t X b : r a b • ?x ) 

d'ou fx b' + y^« C fx b • y^ % Xh' 1 . 

Comme T^ est une bijection affine, y^ appartient à la 

parallèle a £0 :Âb3 menée par fA b + y^ . et à la pa­

rallèle à COJ &b'3 menée par ^ b'+ ya » Ces deux paral­

lèles f qui sont situées dans le plan (sous-espace de di­

mension 2 ) engendré par Xb et ^ b + y ^ f s e ren­

contrent au point y^ qui appartient alors à 0<(0f Xb f 

Xb' \ , donc à P . 

Bnvisagoons le cas ou Xb « y a b • y^ . S'il ex­

iste bn « B tel que ^ bi * ̂  bi + ?x • on Pett* *eP*«8-

dre le raisonnement ci-dessus* Sinon, {y*l * (A.-'fc)B , 
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auquel cas on doit admettre que *fx
m\ et y* » OcP • 

Traitons enfin les deux cas laissés en suspens* Si 

tf* « O f y ^ e ^ B c P . S i A, » 0 f A,B » <Oî f d' ou 

y^ » QcP . 

Dès lors, on a toujours y^e P . De façon analoguef 

on peut montrer que y^c P + x f donc 

yxe Pn (P • x) . 

A priori» y^ pourrait varier avec X % montrons 

qu'il n'en est rien* 

Comme yx a P n (P • x) » i l existe ce , fi 2 0 et 

b-j f bg € B t e l s que 

y^ m oeb^ » x • £ b2 m x + Coc - f (x)l b2 » 

donc i l existe y e E et T - 0 t e l s que 

ccBnix + Eco - f (x)3Bî « y -*• r B 

et on peut démontrer comme ci-dessus que y e l n ( P + x) « 

Visiblement» y ^ c y + r 'Bcy + P * Montrons cas 

y e y ^ + î . 
Comme f (y^ ) » oc f on a A » « • ^ e t . de plus, 

r * *(y) - oc f d'où r * ̂  + **y* * A • 
Dès lors , 

y • ir+rx)*
 m ( * •+ *>* r^ctar) 

c Pn(P + x)Af"1«AÎ) 

« aBn-tx + 1&- f(x)3B5 

- * * * ? S i B
 f 

donc 
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Cy • (^T+^)B3 r\ (yA • TfcB) » y • (y + VX)% •> 

Un raisonnement analogue à oelui qui a fourni y^ e 

« Pn (P * x) l ivre y a P • y^ . 

De là , y « y^ f donc <y » 0 f puisque oc » ffajt > * 

» f (y) • r - f (y*, > • r • *» to ta l , 

ocBnix ^Zoc - f(x)3 B? « 4 y * »-Cy^} . 

Soit .Va A \ * A J • On obtient de même y^ f 7 ,̂ , 

«e' t e l s que 

X'Bn-£x + CA' - f ( x ) 3 B } « y x , • tA, B , 

i y^ l -oc /Bnix + t<x,'- f (x)3 B | c Pn(P+ x) • 

Supposons, pour fixer les idées» que oc > «'.Consi­

dérons à présent y^, + (oc-et')B t 11 vient 

y^, • (oc-ot')B » (P • y ^ n f ^ U c c f ) 

c P n ( P i x ) * * " 1 » * ! ) 

» oc Bn«Cx «f Hoc - f (x)3 B » 4yAî , 

dono ce » oc' et yx » y^, • 

Désignons par u le point 7X associé à ohaque 

3. c Â • On a 

Pn(P • x) » ̂ LA ( f , B * » ) c P * a , 
A e A * 

Comme a c P n ( P + x) , P • a c P n ( P + x). , dono 

Prr (P • x) » P + n . 
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