
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Jiří Jelínek
Sur des propriétés d'approximation des espaces de distributions, II.

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 17 (1976), No. 1, 147--165

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105682

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/105682
http://project.dml.cz


OOîfflŒKTATIOKES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 
17,1(1976) 

SUR DES mraiETES D' APPROXIMATION DES ESPACES DE 

DISTRIBUTIONS, I I 

Ji*f JELÎNEK, Prahe 

Résumé : Pour un sous-espace normal SC de d i s t r i bu 
t i ons , les su i t e s de mul t ip l ica teurs -ioc^î ont été i n t r o 
duites dans l a pa r t i e I de cet a r t i c l e L l ï . I c i , on consi
dère un ensemble concret de su i t e s de régular isa t ions "ff j-1 
et on recherche des conséquences des suppositions 
lim ac^ ** T , lim T * rDfc « T . 

Mots c l e f s : L espace normal (resp. permis) de d i s t r i 
butions, su^te de r égu l a r i s a t i ons , sui te de mult ipl icateurs , 
propriété d approximation, mesure de Dirac. 

AMS: 46F05 Réf. 2 . : 7.972.4 

Dans la I e par t ie de cet a r t i c l e t l 3 , on a recherché, 

entre outre, des espaces normaux X c 3 ' avec la propri

été 

(1) lim T * p k =* T 

dans # , pour chaque E s $C et pour chaque suite "iç>\Jc 

c S) • Pour ce la , on a considéré n'importe quel ensemble 

fixe de su i tes de r égu la r i sa t ion de certaines propriétés 

(cf. supposition 1 dans LU)• 

Dans cet te 2 e par t ie de l ' a r t i c l e , on se borne au cas 

spécial de l'ensemble des su i t e s de régular isa t ions , donné 

par la déf in i t ion 1. Pour les espaces de dis t r ibut ions déf i 

nies sur un ouvert G Sp. E a , la propriété d'approximation 
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par régularisation (l) en général n'a pas le sens; on intro

duit alors la propriété d approximation par noyau 

M m J* f Ct): n>k(x,tî dt * T(x) 

dans C3£)x où le support des V^ e % est propre (cf. l e s 

suppositions 1 et 2) ce qui permet de dé f in i r l ' i n t é g r a l en

visagée eomae d i s t r ibu t ion sur G • .Des raisons techniques, on 

va écr i re le noyau dans l a forme V^bz - t f t ) • Dans le théo-

rèaa de cet a r t i c l e , on montre des connexions entre ces deux 

notions de la propriété d approximation* 

On prend les oêa»s su i tes de mul t ipl icateurs et le même 

eapaee & que- dans £13, supposition 2 , tandis que les s u i t e s 

de régular isat ions seront définies comme s u i t : 

Définition 1» Appelons sui te de régu la r i sa t ions chaque 

sui te iX$k} avec 0 à X * t , X(Q) =- 1 , 0 é. S k * 

= ^ € S> $ J &k—> 1 , supp Ĉ  —> i 0 } (dans le sens t opo -

logique). 

lotons que l'ensemble âea su i tes de régular i sa t ions s a 

t i s f a i t à la supposition 1 de [13 • 

le marque* Egalement on pourrait considérer comme s u i t e s 

de régularisat ions les sui tes ^f^c & avec 9 k - 0 f 

j f>^~-&ï , supp pk —> A 01 • Dans ce cas-là on obt iendra i t 

des r é su l t a t s analogues d'une manière analogue ou bien plus 

simple* 

Proposition 1« Soit <fc un espace normal de d i s t r i b u 

tions sur H t #ê * «& c #£ et supposons que pour chaque 

Ï | 3 E l ' appl ica t ion $p t—> f *• 9? de «D dans c^ s o i t 

continue. Si l i e T * fk = T pour chaque T e 36 et- pour 
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chaque suite -Cfkî de la forme j>k «• & # k » ® * ^k-* 

* 5 k « 8) , /-5k—> 1 » supp # k —* *i 0 5 , A étant une 

fonction linéaire arbitraire avec A(0) » 1 , i l en est §@ 

même pour chaque fonction A e t f ft(0) =* 1 . 

Démonstration. Soit PA , Q.-̂  ( i « 1 ,2 , . . . ,n ) l e s pro

jections sur 3)f^ définie comme suit : 

Fi y d i , . . . , ^ ) } 

Qi çp ( x l f . . . , x n ) J 

2f LCf> vX^,. • • f X n ) - Cp (x^ , . . . , X ^ ^ , - X . £ , X ^ + . ^ , . . . >3Cn) J • 

Ces projections commutent mutuellement et on a la décompo

s i t ion de l ' ident i té I =- (Px + Qx) . . . (Pn • Q̂ ) . En 

calculant ce produit, on obtient une somme de termes de la 

forme X̂ X̂  . . . Xn avec X̂  * P^ ou .^ * La proposition 

sera alors démontrée s i on vérif ie la relation 

lim T * çp 6^ « (p (Oï- T 

pour y « XjX^ . . . Xn& • Si l e nombre des Q̂  entre le» 

X̂  ( i « l , 2 f . . . , n ) est pair, on a çp -* 9 • On le voit 

s i on remplace, pour un j , x* par x * en laissant f i 

xe l es autres x^ , ut i l i sant l'ordre des facteurs 

X-̂ ..X"j ,X.+ , ..XnXj • De la mime raison, s i le nombre des 

0* est impair et s i Q* se trouve entre eux, on a ip, ~ V 
'9 (x) 

pour la fonction if (x) -*- — . Nous ne nous occuperons 
xi 

que de ce dernier cas, le premier étant analogue: 

lim T * 9 6'k « lim T(x) # ( l + Xj - 1) f (x) &k(x) = 0 * 

=- 9 (O)T (Suivant les hypothèses de la proposition, on & 
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pr is une fois X(x) -- 1 • x* , l ' a u t r e fo is A(x) » 1 * 

Dans l e cas où f ( 0 ) « 0 f écr i rons ty* (x) « 1 • 

• Cy (x) - 13 . ) 

Remarque. La supposit ion X constante au l i eu de A 

l inéa i re ne suff i t pas pour obtenir le même r é s u l t a t , comme 

le montre l'exemple qui précède l e lemme 2 dans C11 » 

Soit U en ensemble fermé dans G> G . On va appeler 

1 ensemble U propre s i pour chaque compact KcG , l ' e n 

semble 

•( (x,y) e ïï ; X€K ou y e K Î 

est compact. Sie v e % Q ~ est à support propre et que 

T e «D'ç , on peut définir 

(2) /T(t) » (x,t) dt e ( £>'G)X 

comme distribution qui à chaque e 3> G fait correspond

re le nombre 

/T(t) ( /»(;*ft) (x) dx) dt , 

car 

/ v(x,t) (x) dx e ( # G ) t • 

La d is t r ibut ion (2) est a lors une fonction infiniment d i f f é -

rent iable : la valeur dans le point x est donnée également 

par (2) . Si de plus T es t à support compact, la d i s t r i b u 

t ion (2) l ' e s t auss i . 

Supposition 1. Supposons donnée une su i te décro i s san

te -tŒ^Î ( j = 0 , 1 , 2 , . . . ) de voisinages de la diagonale 
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{ (x,x) ; x € G } dans G*G s Uj fermé et propre pour chaque 

i fl TJ. = 4(x tx) ; xe G} • Désignons par X l'ensemble des 
i *> 

fonctions V € t R / * g t e l l e s que supp v (x - t , t ) c T J 0 c 

c (G Î x x (G) t , 

(3) o>(yst) = v ( -y , t ï 

(4) / H ? T ( y t t ) l dyébDMD(t) 

(5) <t * y f t ) t ï ï j — H D J D J * » (y,t)l é CpyKLp(t) 

, pour tous les j , p » t e G , y e. î lm ' , avec des nombres b 

c . dépendants de i> e t avec les fonctions M de la sup

posi t ion 2T de L13 • Disons qu'une su i te -i ï^y,t)ic Z conver

ge vers la d i s t r i bu t i on <f(y) x lç dans % s i l 'on a 

J*>j(y,t)dy = 1 pour chaque te G , 

C 6 ) f , D f ^ y » 1 0 1 dy^bpMp(t) 

où les nombres b p ne dépendent pas de k et enfin, à cha

que j il y a un k de sorte que supp 3j-̂ (x - t,t) c 

6(Vi,t p o u r k à k o • 

Notons que pour v € Z> f oc & CL f on a i>(y,t)cc(t) e 

^ ( X ) ^ . • Ça r é su l t e de [13 (2 ) . 

Supposition 2« Soit 3t un espace normal de d i s t r ibu

t ions sur un ouvert G c JL"1' ; supposons que (L<St c #£ et 

que l ' app l i ca t ion <c \—> <# T de CL dans d€ so i t continue 

pour chaque T e 3të • Supposons encore que pour chaque d i s 

t r ibu t ion T é X à support compact et pour chaque sui te 

4^j. î de régu la r i sa t ions (défini t ion l ) , on a i t 
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lim -**$£, * T dans 9t (on supprime le nombre f i n i d' indi

ces k pour lesquels on n'a pas supp T*f*c (B ) • 

LftffPft !-> Soient X et 3t des espaces selons les sup

positions 1 et 2 m Supposons que pour chaque T e <ft , T> e X 

et t\ c *imm, sat isfaisant m 

pour tous les p , q , y c H , t e G ( apq dépendent de 

% ) , on ait 

(8) fT(t)i> (x - t ,t)/ti (x - t , t ) d t € (3B)X • 

Si HT est un voisinage de 0 dans 2€ et que -tôpqî » 

4bpî , i c
PQ«î sorrfe d e s sy s*fcèm e 8 d e nombres p o s i t i f s , i l y a 

alors un compact K c § de sorte que pour toutes les fonc

tions % € t^m. £ , i> e Z sat isfaisant à (4 ) , ( 5 ) , (7) et 

t e l l e s que *>(y,t) ==0 pour t e K.Q , on ait 

j*T(t)»(x - t , t ) ^ ( x - t , t )dt€ (vnx . 

Démonstration» Supposons le contraire et choississons 

([13, supposition 2) une suite 4 fi^}c «Q convergeante vers 

1 dans CL et t e l l e que (h%.+ 4 ~ 1 .sur le support de (&£. • 

Construisons par récurrence une suite part ie l l e "ifi$*î d e 1* 

manière suivante. Posons j ^ » 2 •• Si l 'assert ion du lemme 

n'est pas vrai, i l y a, pour k 2 l , des fonctions -p^ « 2> > 

ĵfe, c ^ t ^ K <5. t e l l e s qu'on ait (6) , 

(9) (t + y , t ) * U j * « * l D ^ D ^ ( y f t ) l £ cpqjMp(t) , 
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(10) i B j D ^ ( y , t ) l * apqMp<t) 

pour tous les p , q , 5 , ye Rn % t € G , v^(y, t ) = 0 pour 

t c s u p p /3J + 2 et que 

(11) , f T ( t ) i ^ ( x - t , t ) ^ ( x - t f t ) d t # ( 1 f ) x . 

Comme le support de ^ ( x - t , t ) ^ ( x ) est compact (suppo

s i t ion 1) , les applications 

ce t—> vV(x) / T ( t ) *W* " t , t ) ^ ^ ( x - t , t)o&(t)dt 

de Ob dans (3£)x sont continues, étant continues même en 

tant qu'applications de % dans «3 • Alors leur limite simp

le ( S —*> 00 ) 

ec>~* j T ( t ) ^ ( x - t , t ) ^ ( x - t , t )«c ( t )d t 

est une application continue d'après £11, lemme 1. Ecrivons 

^ à la place de 06 et choisissons un j k 2 : j ^ + 3 s i 

grand que (cf* ( i l ) ) 

(12) fT(t ) »*,(x - t , t ) ^ ( x - t , t ) / t y j t )d t * L (tr)x . 

Comme les supports de o^(x - t , t ) (Î^Ct) sont dis joints , 

obtient de £11 (2) que 

»(ytt} -*?< ^ ( y » t ) ^ ( t ) « z . 

De la même raison, la fonction 

ÛO 

^ ( y » t } = ^ n 4 ( y , t ) . t / ï ^ ^ ( t ) - ^ + 4 ( t ) ] 
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s a t i s f a i t à (7) où on c h o i s i t convenablement l e s aDQ • On 

vo i t que 

(13) i > ( y , t ) i 2 , ( y , t ) fy 4 ( t ) * 

X^ ^(y , t )^(y f t ) fijn (t) . 

En désignant 

Tk(x) « ( r ( t ) » (x - t , t ) i r ( x - t , t ) /3^. + ^ ( t ) d t , 

A 

on ob t i en t de (13) e t (12) que Tk - T k - 1 £ — (flT)x pour 

chaque k . l a i s , par c o n t r e , on peut prouver comme c i -dessus 

que l ' a p p l i c a t i o n 

oc H - > / T ( t ) ^ ( x - t , t ) ^ (x - t , t ) f l G ( t ) d t 

de & dans (3 t ) es t continue» 
x 

Lemme 2« Soit 32 c «Dĵ v un espace s a t i s f a i s a n t à l a 

supposi t ion 2 avec M- = 1 pour tous l e s p ; supposons que 

(14) | f ( t ) ^ (x - t , t ) ^ ( x - t ) d t e (&)x 

e t que 

l i n T * ^ - T 

dans #6 pour chaque f € Wt , ^ * *£ ( &«) (cf. l a n o t a t i o n 

et l a remarque qui suivent l e lemme 2 dans [11) et pour chaque 

s u i t e ifjfaî de r é g u l a r i s a t i o n s . Si T € %t , W un v o i s i n a 

ge de 0 dans M f on peut a l o r s t rouver un vois inage T 

de O dans *£ ( &„} de s o r t e qu'à chaque 6 > 0 i l y a i t 

un cf > 0 t e l que 
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% Є V, <S = Є 6. @k„ , $ | ff| í Ą , 

} -supp ô c - C ^ e H } \<y.\ é cf } 

j T ( t ) ^ (x - t , t ) 6 ' ( x - t ) d t e (Jat)^(0,x)T(x) * e ( r ) x 

Démonstration I . Démontrons d abord le lemme pour e ~ 

= 1 et pour 6* > 0 . On peut supposer que W soit conve

xe et équilibré et que f & = 1 . Si l ' asser t ion du lemme 

n'est pas valable dans ce cas spécial, on peut trouver des 

suites 4U*J c *£ t * P ) et 4«W! c «2> ( m = 1,2, . . . ) de ma

nière que lVv'q ^ ( y j t ) ! 4 Mp(t) pour t c Rn , !y l é m , 

I p I 4 m , ) q ! £ m , 6^=* 6 ^ > 0 , JV^, = 1 , supp 6m c 

c 4 y ; I y l * i î et 

(15) j T ( t ) n^(x - t , t ) ^ ( x - t)dt 

à n (0,x)T(x) • MT)V 

•{ 6* i est alors une sui te de régularisations et la suite 

4 vi ? est bornée dans % ( &«) ; (15) contredit le théo

rème dans £13 pour 71 == *£ ( &p) . 

I I . On peut démontrer d une manière analogue qu a cha

que ensemble V borné dans % ( d^) et à chaque e > 0 , 

i l y a un <f > 0 t e l que l ' asser t ion du lemme soit valable 

pour # > 0 • 

I I I . Supposons toujours # > 0 et démontrons le lem

me pour n'importe quel e > 0 . On peut supposer JV = 1 . 

Soit 

155 



« ; , * - * €%( dff) : lBq'P n (y,t) | .é 1 # our 

t € R'*' , | y I é m , lq I é m , | p | £ m? 

l e vois inage de 0 dans *&( û-«) que nous venons de t rouver 

pour 6 « 1 et posons 

V* i n e 1 (&F> : l D q , p ^ ( y , t ) l é 1 pour 

t £ E f l r v » l y I . é m + 2 , l q l . é m * 1 , l p | é m + 1 1 . 

Choisissons j$ * ®t\y.\ê**+%* e t ? € ^ 1 ^ 1 *"*^c '1» ^ } * 

de so r t e que |S(y) = 1 pour I y I é m + 1 , 9 £ 0 , JV =* 

= 1 » Ecrivons chaque ^ e V dans l a forme 

où 

^ ( y , t ) a C ^ (y , t ) /3 (y) J * T 9 (y) 9 ( t ) 1 . 

tj parcourt un ensemble "borné dans % ( Clj-.) , 

"l" %o € "T W% » -*e r é s u l t a t découle a l o r s de l a I e e t 2 e 

p a r t i e s de c e t t e démonstrat ion. 

I¥ . On a trouvé un cT > 0 s a t i s f a i s a n t au lemme sous 

1 hypothèse & 2r 0 . On va démontrer l e lemme sans c e t t e h y -

dT 
pothèse en supposant supp tf c 4 I y ! é -T- } # Soi t î (li i c 

c 5) une s u i t e convergeante vers 1 dans & . Les a p p l i c a 

t i o n s 

ff t -* | f ( t ) $£<x)<i} (x - t , t ) 0 ' ( x - t ) d t 

de *̂ CU|A éd"î < î a n s ( ^ ^ x 8 0 n t continues é tan t cont inues 
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même en tant qu 'appl ica t ions dans S> • Alors leur li-Hite 

simple (j—>oo) est une appl icat ion continue de ®ji\(n\&4\ 

dans We) (lemme 1 de t l ] ) . Si supp 6" c •£ I /^ I é -^ 1 > 

on peut alors trouver une fonction q> e S) 9 çp &. # z 0 ? 
cf 

fq> sx 4 , supp <$> c i \tyl é -~- } s i proche à la mesure de 

Dirac qu'on a i t 

(16Ï j T ( t ) i j (x - t , t ) Ce? (x - t ) - 6*(x - t ) ]d t € 

où tf* * 6 * çp . Ecrivons 6̂  « 0+ - 6 . où tf+ty) -

= max (0, tf (y)) et désignons ftf+ «• Cj - / a i s c^, â̂  « 

= -̂t- * <-P > &%- &- * 9 • Pour i =- 1,2 , on a S*, e 

*%<*l>*4-*4>*°> S**~ **>%+'%-&> *<+**"** • 
Util isons l e lemme pour le cas déjà démontré en y posant 

—2-- à la place de C et — à la place de e . On obtient 

l T ( t ) ^ ( x - t , t ) tf* (x - t )d t e ( JV)^ (0 ,x )T(x ) + 

* T { W ) x • 

Avec (16), ça donne 1 asser t ion du lenirne. 

Corollaire* Soit #6 c S)Q. un espace sat isfa isant à- la 

supposition 2« Si T e. tt , W un voisinage de 0 dans 

efc , K un compact dans G , on peut alors trouver un voi

sinage V de 0 dans *&«"-• g. de sorte qu à chaque e > 

> 0 i l y a i t un <f > 0 t e l que 
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i£€î/Ysupp *£ c M^xX , er» ê g ;DRm, , ) 

J i e i é i , supp « r c ^ c n ^ î 1̂ .1 « <r? J 

jTCt)^ (x - t,t)*y (x - t )d t€ '(/r)<2 (0,x)T(x) +€(^ r ) x . 

Démonstration* On peut supposer que supp T soi t com

pact, car 1 asser t ion du coro l la i re ne se change pas s i on 

remplace T par OÙ T avec c t e - 3 ^ , et» 4 sur K . Choisis-

ons un compact K̂  pour que Ku supp T e i n t K0 c K0 c G , d é 

signons par 3£ô l 'espace des d i s t r ibu t ions S e 3Sf avec 

supp ScK 0 , considérées comme d i s t r ibu t ions définies sur 

H /n ' j munissons 2f60 de la topologie induite par % et po

sons 3£* = c&̂ /n w 2£0 avec la topologie la plus fine pour 

eue les immertions 3)—• %î* j ^ —> <f£* soient cont inu

es* La nouvelle topologie coïncide sur 8tQ avec la topologie 

i n i t i a l e* .Désignons par ff* un voisinage dans *£ (Qy) ob

tenu à l ' a ide du lemme 2 appliqué à l 'espace X* • Cherchons 

<f <• à où A -> 0 est s i pe t i t que l'ensemble 

L = \ (x , t ) ï t eK0 , i x - t U Me G*G . 

Choisissons 9 e «-^^ç. » 9> - 4 sur L . L asse r t ion du c o 

ro l l a i r e ne se change pas s i on remplace % (x - t , t ) par 

% (x - t , t ) j p ( x f t ) • Le résu l ta t est alors une conséquence 

du lemme 2 s i l ' on pose 

Théorème, Soient % et #6 des espaces selon l e s suppo

s i t i on 1 et 2 „ Supposons que (8) soi t rempli pour chaque 

- 158 -



T e %t , i> 6 Z et 42, e %g^ H j remplissant (7). Si 

T m &t f % € * R ^ M ^ une fonction remplissant (7) et 

que < ^ ( y f t ) î converge vers CT(J)K 1 t dans le sens de 

la supposition 1, on a alors 

(17) lim j T ( t ) 7 i ( x - t , t ) ^ ( x - t , t )dt -
Jk,~*co "* 
* ^(0,x)T(x) . 

Etant donnés des nombres ap , la limite est uniforme par 

rapport à % s i % parcourt l'ensemble des fonctions remplis

sant (7) . 

Remarque. Si l 'on prenait l e s suites de régularisations 

d'après la remarque qui suit la définition 1, on ommet l'hypo

thèse (3) dans la déf init ion de X et le théorème reste va

lable . 

Démonstration. Soit W un voisinage de 0 dans 2€ . 

Choisissons une suite ifl^Jc 3>Q. convergeante vers 1 dans 

(L de manière qu' à chaque compact Kc6 on ait fe - 1 

sur K sauf un nombre f i n i de j (113, supposition 2 ) . Pour 

la suite *f V^l on peut trouver des nombres cpqj indépendents 

de k de sorte que (9) soi t sa t i s fa i t , car d'après la défi

nition de la convergence dans Z (supposition 1) , on a 

ĵfc (y*t) » 0 pour (t + y , t ) + U j sauf un nombre f ini de 

fonctions "^ # Alors, i l résulte du lemme 1 que pour un j , 

pour tous les k et pour tous les % remplissant (7), on e 

f T ( t ) ^ (x - t , t ) Cl - /»£o ( t ) l *V (x - t , t ) d t c (W)x . 

D'après [13, corollaire du lemme 1, on peut trouver l' indice 
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J 0 en même temps s i grand que 

n (0 ,x)T(x) [ 1 - fo0(x)l ë (1T)x 

pour tous les ^ remplissant (7). On voit de ces deux rela

tions qu'il suffit de démontrer le théorème pour les fonc

tions ^(y,t) (i£ (t) ( j 0 fixe) à la place de l(y,t) • 

Il suffit donc de se borner pour le reste de la démonstra

tion aux fonctions % (y,t) avec 

(18) supp ^ c R xl-

pbur un compact KcG » 

Soit W un voisinage convexe et équilibré de 0 dans 

y£ # Considérons chaque fonction > ^ ( y , t ) comme élément de 

*t$(«£l) qui à chaque t e G fai t correspondre la fonction 

y |—> %,(y»t) , élément de X^ .D'après T31, I I , § 3, no 3 , 

exemple 1, p. 80, *£(£*} est canonique ment isomorphe au pro— 
A 

duit tensoriel inductif complet £&j Ô "£& . Trouvons un vo i 

sinage V de 0 dans *&»*% & selon le corollaire du lem-

me 2 et un voisinage convexe et équilibré % de 0 dans 

%& de sorte que 

(19) ^ ( y , t ) * ( t ) € V 

pour chaque oc c % et % (y,t) 6 *£•»"*,$ sat isfa isant à 

(7) et (18). Désignons par % la boule unité de fL^ . Chois i 

ssons une fonction (h c -0^, |3 m i sur K • Comme S â X 

est un voisinage de 0 dans *£ i%^ ) et que les fonctions 

Hn, (y»t)(3 (t) forment un ensemble borné dans *£ ( «£- ) (cf . 

(6)), i l y a alors on c>0 pour que 
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(20) t>
A
,(y

t
t).jЗ(t>« c ( & )

y
 è t%\-

A , 

Prenons e » j—• et trouvons d" > 0 d après le corollai

re du lemme 2. Supposons que <f est choisi si petit que 

cT -< i et que 

4 ( x , t ) ; t e supp fi f I x - t U c T l c ^ K f i • 

Montrons qu'on peut trouver un kQ de sorte que 

kt kQ f t € supp fi , | x - t l 2 <̂  

» • * j>̂  (x - t , t ) = 0 « 

En e f f e t , les ensembles 

•f(x,t) ; t e supp fi f Ix - t I £<f, ( x , t ) e ï ï j l 

( j -» 0 , 1 , 2 , . . . ) forment une suite décroissante de compacta 

dont l ' intersect ion est vide (supposition 1: convergence dans 

Z ) , d'où le résultat* On se borne aux k£kQ • On a alors 

Comas l e s espaces £.ii.*jérf1 8 t ^.Ww* /* sont à base dé~ 

nombrable de voisinages de 0 , i l s'ensuit de (20) qu'i l y a 

des fonctions 6^4, • Oa^**** > <*** € ^w*-^ 0 

( k ? k 0 f i » 1 , 2 , . • • ) de sorte que 

(21) ^ ( y , t ) / 3 ( t ) » i 2 4 e i t i ^ ) * A + c t ) > 

•S f 19. I £ 4 , «jfct « 2.C î t et que la série dans (21) 
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converge dans l 'espace OD)^, . I l s ensuit de ces re la 

t ions et de (18) que 

(22) ^ ( y f t ) ^ ( y , t ) = U<y»t) ^ ( y f t ) ( 3 ( t ) 

= XÂ ^ ( y , t ) < x ^ ( t ) 6T^t (y) 

où % (y , t ) ot^^(t) c 2 c V grâce à (19). Alors , s i on app

lique l e corol la i re du lemme 2 aux fonctions 

A Gjk*'U 

• j j t < i h t ) ac^ Ct) à la place de ^ f ^ , t ) , JTê^T 
A 

a la place de 5* t e» « -~— , on obtient d abord 

J ï ( t ) ^ ( x - t f t )<x J ï t - l( t) e^i (x - t ) d t 

* ( J ^ ) U < 0 , x ) ^ ^ ( x ) T ( x ) • / l ^ l . ( « , 

et après la sommation grâce à (21) , (22), 

J f ( t ) ^ ( x ~ t , t ) ^ ( x - t f t ) d t 

6 ^(O fx) J » ^ ( z f x ) ( i ( x ) d z . T ( x ) * {W)x . 

Enfin, | ^ ( z f x ) d z = 1 , d'où résu l t e l e théorème. 

Proposition 2 . Supposons que #£ c S)^^ so i t un e s 

pace quasi-couplet s a t i s f a i san t à la supposition 2 avec 

M = 1 * Supposons de plus que pour chaque T 6 32 et pour 

chaque su i te i<^^} de régu la r i sa t ions , on a i t lim - P * ^ - -P 

dans *a£ . Choisissons a > 0 . Alors, l 'hypothèse (8) du théo 

rème est remplie s i on pose dans la supposition 1 
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U, a 4 ( x , t ) ; Ix - t 1 -* — ~ J ( j s 0 , 1 , 2 , . . ) . 
J a- + a" ̂  

Démonstration. Notons d'abord que l'hypothèse (14) du 

lemme 2 est remplie comme le montre la remarque qui précè

de le théorème dans C i l . I l en résu l te qu'on a aussi 

(23) j T ( t ) ^ ( x - t , t ) d t € ( * ) ^ 

pour T € 36, % e *£(&p) , supp ^ c - C ^ , t ) -, 1/y,. é ^ î > 

Ô > 0 . Soit !F c ^e , *> e X , ^ sa t i s fa isant à (7 ) ; 

choisissons 9 e iù^&u de sor te que 9 (y) = 1 pour Iyl-6 

é l 9 9 -• 9 » 9 * 0 et désignons » (y, t ) C1 - <y ( jy) J par 

^ ( y f t ) ( j = 1 , 2 , . . . ) . D'après (5) et (23), on & 

T.j(x) = jT(t) i2> (x - t , t ) i>Ax - t , t ) d t e (3Ê)x . 

Evidemment 

. lim TЛx) » f T ( t ) ^ î ( x - t,t)*> (x - t , t 
ъ-*>*> з * *-

)đt 

dans £)& . Alors, i l suf f i t de démontrer que iT*î es t une 

sui te de Cauchy dans #t , Considérons chaque ^>(y,t) e (^Oyj. 

comme élément de 2?,- (&«) qui a chaque y fai t correspon

dre la fonction t H-* i> (y , t ) , élément de &F * #-jCÛ/F) 

est canoniquement isomorphe à SC^ ® û'p (L31,I, § 2,no 2, 

p . 59, Th.2) . Soit W un voisinage convexe et équil ibré de 

0 dans 26 .Trouvons un voisinage V de 0 dans <£ ( <Xp 

selon le lemme 2 et un voisinage % de 0 dans (L~ de aor-

te ^ue 
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(24) *l,(y9t) • oo ( t ) e V 

pour chaque oc « % * Désignons par J5 la boule unité ds 

&..J • Comme & ê % est un voisinage de 0 dans iC-jC&p) 

et que l e s fonctions 

% (y*t) - ^ ( y f t ) • * (y 9 t ) • £ 9 (ky) - <y(Jy)J 

( j 9 k * l92 t«»«) forment un ensemble borné dans St^ f &p) 

(cf. (4) ) f 11 y s alors un . o > 0 pour que 

* , - PM & C * % & % 

4 * 
pour tous l e s j , k • Prenons e • ? r et trouvons o *> 0 

d'après le lemme 2« Pour les j 9 k suffiaamment grandsv on a 

supp (*£-*>*)<= i ( y 9 t ) ; l y U <T} . 

Alors * £ - * * # ^k\%ÀÉk<r§i(h¥)m Qtt+lé** * a F 

et on a la décomposition analogue à (21) 

V* t } - - »*(y»t} - 4f4 **** <•> *****( * > 

où la série converge dans ^ud.*.-ri ® ^ • On va f i n i r 

la démonstration comme cel le du théorème ((24) remplace (19))* 

En appliquant le lemme 2 , on obtient a ins i 

Tj(x) - Tk(x)= j T ( t ) ^ (x - t 9 t ) Z#i (x - t ) - »* , (* - t 9 t ) J d t 

e %(09x ) J Z^ (s ,*) - ^ ( s f x ) 2 as • T(x) • («T)x . 

D'après (4) , l e s fonctions J C -^ (z9x) - ^ ( s t x ) 3 ds form

ent un ensemble borné dans OU «Ils convergent évidemment 

- 164 -



vers 0 dans & ę d ou résulte la proposition. 
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