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(X>M1ENTATI0NES MATHEMATICAE ÜNIVEBSITATIS CAROLINAE 

17 ,3 (1976) 

OBER DIE STABILITÄT VON LÖSUNGEN NICHTLINEARER OPERATOJEN-

GIEICHÜNGEN IN NICHT NOTWENDIG LOKALKONVEXEN. TOPOLOGISCHEN 

VECTORÍ&UMEN 

Siegfried HAHN, Dresden 

Inhalt'? In der vorliegenden Arbeit wird die Stabili
tät von Lösungen nichtlinearer Operatorengleichungen bei 
••kleinen" Störungen untersucht. Durch ein sehr einfaches Be
weisprinzip gelingt es, gewisse Störungssötze für allgemeine 
(nicht notwendig lokalkonvexe) topologische Vektorräume be
reitzustellen. 

Schlüsselwörter; Fixpunkte, Eigenwerte, kompakte Al>-
bildungen, zulässige topologische Vektorr&ume, Homotopie. 

AMS: 47H10 Bef. 2.: 7.978 

E i n l e i t u n g . Bei der Untersuchung von Operatorenglei

chungen sind neben Aussagen über d ie Existenz ein^r Lösung 

auch so lche über die S t a b i l i t ä t d ieser Lösungen bei "kleinen M 

Störungen in den Gleichungen auftretenden Operatoren von I n 

t e r e s s e . In diesem Zusammenhang sind für nicht l ineare Proble

me e r s t i n den l e t z t e n Jahren grössere Fortschri t te erre icht 

worden (s .z .B . [2:1 , £143 , 1117.}, Cl8i [201 sowie die LitfcEaturan-

gaben in[19.1)» NaturgemÄss i s t es wünschenswert, zu bereits 

vorhandenen Existenzsätzen die zugehörigen Störungssätze auf

z u s t e l l e n . Wir formulieren in dieser Arbeit Störungssätze 

für kompakte (nicht notwendig l ineare) Operatoren in a l l g e 

meinen topologischen Vektorräumen. Bei den zugehörigen Ex i s -
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tenzsfitzen handelt es sich um Fixpunkts fitze, die von S. Hahn 

und K.F. Pötter in E61 veröffentlicht wurden, und um Eigen

wertaussagen, die von M.A. Krasnoselski tll], M. Landsberg 

und T. Riedrich 113] sowie T. Riedrich [18] stammen. Ried

rich [17],[181 bewies zu seinen Eigenwertaussagen bereits 

die entsprechenden Störungssfitze. «Jedoch liess die dabei 

verwendete Beweismethode nur die Formulierung der Störungs

sfitze für vollet8ndige metrisierbare lokalkonvexe Rfiume zu. 

Die Gültigkeit der entsprechenden Eigenwert aus sagen auch in 

allgemeinen topologischen Vektorrfiumen war für den Verfasser 

Anlass, die Störungssätze von Riedrich auf topologische Vek

torräume zu übertragen. Die dabei verwendete Beweismethode 

ist sehr einfach und gestattet praktisch einen elementaren 

Beweis ohne Hilfsmittel der Lera^-Schauder-Theorie (also oh

ne Abbildungsgrsd oder Homotopieerweiterungssötze). Ausser

dem können damit auch zu Existenzsfitzen, die zur bekannten 

Methode der monotonen Minorante gehören, gewisse Störungs

sfitze aufgestellt werden. 

1. Begriffe und Bezeichnungen. Alle betrachteten to

pologischen ISume setzen wir als separiert, die topologischen 

Vektrorrfiume als reell (und separiert) voraus. .Für eine Teil

menge A eines topologischen Raumes bezeichnen die Symbole A 

und ÄA die Absehliessung bzw. den Rand von A. Eine Abbil

dung F von einem topologischen Raum X in den topologischen 

Raum X heisst kompakt, wenn F stetig und die Menge F(X) eine 

kompakte Teilmenge von Y ist. Eine Abbildung ß von einem to

pologischen Raum X in einen topologischen Vektorraum E heisse 
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finit, wenn G kompakt ist und <J(X) in einem endlichdimen-

sionalen linearen Teilraum von E liegt. 

Eine Teilmenge Z eines topologischen Vektorraumes E 

heisst zulassig, wenn für jede kompakte Teilmenge K von Z 

und jede Nullumgebung V aus E eine finite Abbildung Gy: K—#• 

—> E existiert, so dass x - Gy(x)€.V (xfcK) gilt. Ist spe~' 

ziell Z =- E, so wird der topölogische Vektorraum E zulSasig 

genannt (vgl. V. Klee [103, M. Landsberg u. T. Riedrich £133)« 

Alle lokalkonvexen Rfiume sind bekanntlich zulässig. EÖr wich

tige Klassen nichtlokalkonvexer Räume ist die Zulässigkeit 

nachgewiesen worden, z.B. für die Räume I?(0,1) (0<p<:l) 

[151, JLV (0-ep««a) 1103, S(0,1) Q6J. Bisher ist noch kein 

topologischer Vektorraum bekannt, der nicht zulässig ist. 

Jede konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes ist zuläs

sig. Es ist bisher nohh nicht geklärt, ob jede konvexe Teil

menge eines zulässigen Raumes wieder zulässig ist. Kriterien 

für die Zulässigkeit von Teilmengen eines allgemeinen topo-

logischen Vektorraumes und entsprechende Beispiele werden in 

[13] angegeben. 

Sei V eine Nullumgebung eines topologischen Vektorrau

mes E. Durch my(x) = inf 4,X -> 0: j.xeVj.txeE). is bekannt

lich das Minkowskif unktional der Nullumgebung V definiert. 

Ist V konvex, so ist m auf ganz E stetig. Auch in allgemei

nen (nichtlokalkonvexen) topologischen Vektorräumen gibt es 

ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen, deren Minkowskifunk-

tionale im ganzen Raum stetig sind. Eine Nullumgebung V eines 

topologischen Vektorraumes heisst einfachberandet, wenn fQr 

jedes x e t9 V und jedes t € (0,1) das Element tx zum Inneren 
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von V gehört. Jede Nullumgebung enthält eine einfachberan-

dete (und abgeschlossene) Nullumgebung und das Minkowskifunk-

tional einer solchen Nullumgebung ist im ganzan Raum stetig 

(vgl.£91, dort "schrinkable mighborhoodM). Eine Nullumgebung 

V eines topologischen Vektorraumes heisst sternförmig, wenn 

mit xeY und t et 0,1] auch tx zu V gehört. Sie heisst sym

metrisch, wenn mit x auch (- x) ein Element von V ist. Eine 

nichtleere, konvexe, abgeschlossene Teilmenge K eines Vektor

raumes heisst Kegel, wenn K ^ i O S ist und mit xßK auch txc 

€. K (t£0), nicht aber ( - x) e K gilt, sofern x+ 0 ist. 

2. Hilfsmittel. Wir formulieren nun drei Aussagen, die 

das einzige Hilfsmittel fto den Beweis unserer Störungssätze 

darstellen. Besondere Bedeutung besitzt dabei der folgende 

Hilfssatz 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, A 

und B zwei Teilmengen von E mit AcB, A «* A und o^A sowie F: 

: B—i**• E eine kompakte Abbildung. Weiter sei A eine abge

schlossene Menge von reellen Zahlen mit 0 ^ A • Dann ist die 

Menge 

M = -tzeE 1 z = & x - Fx, xeA, A e A $ 

abgeschlossen. 

Beweis. Sei zel. Dann existieren Netze (x.)./T .- mit — j J£J,-<< 

x.€ A (jcJ), ( A i l j g j ^ mit X • e A (je J), so dass die 

Konvergenz z- ~ X 4x• - Ex.—-* z gilt. Weil die Menge E(A) re-J J J J 

lativ kompakt ist, existiert ein y€ E, so dass o. B. d. A. 

(s.z. B. J.L. Kelley £83) Fx.—-*- y und damit A-oc.—-v z + y 
J J J 

gilt. Weil o kein Berührungspunkt von A ist, existiert eine 

abgeschlossene, einfachberandete Nullumgebung V aus E mit 
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Vn A s 0. Sei m das Minkowskifunktional von V. Für alle x € 

€ A gilt m(x)> 1. kxxa der Stetigkeit von m folgt m( X .x.) « 
J J 

« Ä.. m(x.)—> m(z + y). Deshalb existiert eine Konstante C 
J J 

mit I %i m(x.) 1 * I X 4 1 • m(x 4)^ C Dann gilt auch | X VI-

£ C (je J), denn x. (j£ J) gehdrt zu A. Für ein A e A gilt 
<j 

somit o. B. d. A. die Konvergenz X*—> A , woraus x. ~> 

_* l i l 6 I - A folgt. Die Stetigkeit von F bewirkt die Re-

lation Fx.~->F(Z t*)* De-nn ergibt sich y - F(z * -*) und 

nach Umformung z * A [ z £ 3fj - F(z ̂ 3T). Also gehört z zu M9 

und Hilfssatz 1 ist bewiesen. 

Hilfssatz 2. Es seien E ein lökalbeschränkter topolo-

gischer Vektorraum, W eine abgeschlossene und beschränkte 

Nullumgebung aus Ef y ein Element von E sowie F: E\W —•> E 

eine kompakte Abbildung» Dann ist die Menge 

M * A z 6 E i z « x - Fx - ty, x e 3 Wf t 2. 0 ? 

abgeschlossen. 

Beweis« Sei ueM. Da jeder lokalbeschrSnkte topologische 

Vektorraum metrisierbar ist,, existiert eine Folge ir^eN (n = 

= 1,2,...) mit u^—> u. Somit gibt es Folgen (x^, (tn) mit 

xn e d W, t n^0 (n * 1,2,.#.) und u^ * x^ - T^ - t^y—> u. 

Weil F kompakt ist, existiert ein wcE, so dass o. B. d» A* 

FXĵ —•> w gilt. Die Mengen K x^ne N } , <Fxn>neN } ,-iu^-neN^ 

sind beschränkt. Dann ist auch die Zahlenfolge (t } beschränkt. 

Somit existiert ein tl£0, so dass o. B. d» A. die Konvergenz 

t —*» t gilt» Damit ergibt sich ̂ — > (u + w + ty) €. 9 W und 

Fx —s» F(u + w + ty) « w. Daraus folgt die zu beweisende Be

ziehung 
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u = C(u + w + ty) - F(u + w + ty) - ty J e M. 

Bereits bekannt ist folgendes Ergebnis (vgl. z.B. £10]): 

Hilfssatz 3« Es seien E ein topologischer Vektorraum, 

A eine abgeschlossene Teilmenge von E, a und b zwei reelle 

Zahlen mit &£b sowie F: kx C a,b .3 — > E eine kompakte Abbil

dung. Dann ist die Menge 

M=-<€zeE|z=x- F(x,t), x€A, t € Ca,b3 J 

abgeschlossen. 

3. Störungssfitze zu Fixpunktaussagen. In £62 wurde fol

gender Existenzsatz bewiesen. 

Existenzsatz 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, 

W eine abgeschlossene Nullumgebung, K eine abgeschlossene, kon

vexe, zulässige Teilmenge von E mit oeK sowie F: W n K — > £ 

eine kompakte Abbildung mit F(WnK)c K. Für alle x e S WnK 

folge aus Fx » ocx stets oo £ 1. Bann hat F einen Fixpunkt. 

In sehr einfacher Weise beweisen wir nun einen zugehörigen 

Störungssatz. Das Beweisprinzip verwendet lediglich die durch 

die HilfssStze ausgenutzte Struktur der kompakten Abbildungen 

und den zugehörigen Existenzsatz. 

Störungssatz 1. Es seien die Voraussetzungen des Exis

tenzsatzes 1 erfüllt. L sei die Menge aller Fixpunkte von F 

und es gelte Ln(öWnK) - 0. Dann existiert zu jeder Nullum

gebung ü aus E eine Nullumgebung V aus E derart, dass jede kom

pakte Abbildung F: W n K — > E mit ?(Wn K)cK und Fx - ifxaY 

(xeWnK) einen Fixpunkt x^ mit x,6ü+ L besitzt. 
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Beweis. Sei ü c ü eine offene Nullumgebung. Weil die 

kompakte Abbildung F auf der abgeschlossenen Menge A * 

* (WnK)\(U + L) keinen Fixpunkt besitzt, existiert nach 

Hilfssatz 3 eine Nullumgebung V 1 mit Fx - x ^ ^ (xe A ) . Aus 

Fx - (Sx + o (x e a WnK, ß£ 1) folgt mit Hilfssatz 1 C A * 

» Cl,oo)) die Existenz einer Nullumgebung V^ derart, dassr 

Fx - ßx^72 für alle x e & W n K und alle ß> & 1 gilt. Sei 

nun V * V,A 1̂ 2 und F: SWnK«—> E eine beliebige kompakte Ab

bildung mit F(#Wr.K)c K und Fx - Txe V. Dann gilt für alle 

x e d W n K mit Fx * ocx stets oc -*-£ 1. Sonst gäbe es nSmlich 

ein (SQS1 und ein x 0 e o> W n K mit %L0 - ß o
x

0 * E^er wöre 

die Beziehung FxQ - ß 0 * 0 ~ FxQ - Fx06 V c ? 2 ** Widerspruch 

zu Fx - fi> x$l2 *x e & WnK, ß £ 1) gültig. Nach Bxistens-

satz 1 hat die Abbildung F einen Fixpunkt xQ. Wäre x04* ü"0 •. 

+ L, so stünde die Relation FxÄ - x^ =- FätL - %xm* Vc V, im 
* O O O © X 

Widerspruch zu Fx - x ^ 1 (x 6 A). Somit gilt 3C0 € (U@ + L) c 

c (U + L), und unser Beweis ist vollständig geführt. 

Setzen wir im Existenzsatz 1 speziell K = E, so erhal

ten wir eine Fixpunktaus sage, die erstmalig in £51 bewiesen 

wurde. Sie enthalt als Spezialfall viele bekannte Fixpunkt-

sfitze, z.B. von J. Schauder [221, E. fiothe C 211, M. Altman 

[1J, V. Klee C10J, M. Landsberg C123 (vgl. dazu C5J,C6J). 

Durch den Störungssatz 1 ist damit auch die Stabilität der 

Fixpunkte (im obigen Sinne) solcher Operatoren gezeigt, die 

den Voraussetzungen der genannten Fixpunktsfitze genügen* 

Existenzsatz 2 (Hauptsatz 3 aus [62). Es seien E ein zu

lässiger, lokalbeschrSnkter topologischer Vektorraum, W eine 

abgeschlossene, beschränkte Nullumgebung aus H, F: E v w — ^ E 
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eine kompakte Abbildung und y ein Element aus E, Es gelte 

x - ix+ty (i € 3 I, tiSO). Dann hat f einen .Fixpunkt. 

Störungssatz 2. Es seien die Foraussetzungen des Exis

tenzsatzes 2 erfüllt. L bezeichne die Eixpunktmenge von F* 

Bann existiert zu jeder Nullumgebung U aus E eine Nullumge

bung V aus E derartf dass jede kompakte Abbildung F: E M —> 

— > E mit Fx - Hx6 V (xc E\W) einen Fixpunkt xQ besitzt, für 

den die Beziehung x* € ü + L gilt. 

Auf den Beweis dieser Aussage verzichten wir ? da er un

ter Verwendung von Hilfssatz 2 entsprechend dem vorigen Beweis 

verläuft. 

Aufgrund der Eigenschaften der kompakten Abbildungen in 

zulässigen topologischen Vektorräumen ist die Möglichkeit ge

geben 9 finita Abbildungen als Resultat
 wbeliebig kleinerw Stö

rungen der gegebenen Abbildung zu erhalten. Dies ist, insbe

sondere fiir numerische Zwecke, von besonderem Interesse. Kon

kretere Dhtersuchungen in diesem Zusammenhang für allgemeine 

topologische Vektorräume wurden vom Verfasser in £31 vorgenom

men, die sich auf .den in £71 eingeführten Abbildungsgrad „in 

allgemeinen topologischen Vektorräumen stützen* 

4. Störungssätze für Eigenwertprobleme. In 1181 bzw. L13] 

bewiesen Bieirich bzw.Landsberg und Hiedrich folgende Aussagen. 

Existenzssatz 3 (s.£181)»Es seien E ein .vollständiger 

metrisierbarer lokalkonvexer Baum, W eine abgeschlossene Null--

umgebung aus E und F: d W — * E eine kompakte Abbildung. Es 

existiere ein yeENW derart, dass kein Element X € Ö I auf der 

Verbindungsstrecke von y und Fx liegt. Bann existiert ein 
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xÄ e £ W und ein Ä ^ l mit FxA
 s A A X Ä , 

O O 0 0 0 

Existenzsatz 4 (s«tl3])« Es seien E ein topologischer 

Vektorraumf K ein abgeschlossener und zulässiger Kegel in E 

und W eine abgeschlossene Kuliumgebung aus E mit beschränk

tem W A K . Ist G » 3 w n K und Fs G —> E eine kompakte Abbil

dung mit F(G)cK und o^ F(G)f so existiert ein xQe G und ein 

.% > 0 mit Fx„ =- •& xA« 
0 0 0 0 

Existenzsatz 5 (s«£l33). Die Aussage von Existenzsatz 4 

bleibt erhalten, wenn man in den Voraussetzungen dieses Sa

tzes die Forderung der Beschränktheit von W A K durch die der 

radialen Beschränktheit abschwächt und für W zusätzlich die 

Sternförmigkeit verlangt. (Eine Teilmenge A eines Vektorrau

mes E heisst radial beschränkt, wenn der IXû chschnitt von A 

mit jeder Geraden durch eeE in einer Strecke enthalten ist*) 

Riedrich [17.1,118] formulierte entsprechende Störungsaussagen 

für vollständige metrisierbare lokalkonvexe Bäume (F-Räume). 

Existenzsatz 3 lässt sich durch Anwendung eines vom Verfasser 

in £41 vorgestellten Homotopieerweiterungssatzes, der in all* 

gemeinen topologi sehen Vektorräumen gültig ist, auf zulässi

ge topologische Vektorräume übertragen. Diese Tatsache und die 

Gültigkeit der Existenzsätze 4 und 5 in allgemeinen topologi-

sefoen Vektorräumen veranlasst uns, die entsprechenden StÖ-

rungsaussagen ebenfalls für allgemeine topologische Vektorräu

me bereitzustellen. 

Wir geben nun einen Störungssatz an, der das Hauptergeb

nis dieser Arbeit darstellt. Aus ihm lassen sich relativ ein

fach die zu den Existenzsätzen 3 - 5 gehörigen Störungssätze 

ableiten. 

- 429 -



Theorem. Es seien E ein topologischer Vektor räum und 

G eine abgeschlossene Teilmenge von E mit ©# G. Weiterhin 

sei F: G — > B eine kompakte Abbildung von G in E. Die Glei

chung Fx » A x (x€ Gf X reell) besitze genau eine Lösung 

(x t A Ä ) , und es gelte AÄ4* 0. Es sei € => 0 eine Zahl mit 
o © . © 

I A 01 ">• € . Dann gibt es zu jedem e >• 0 und zu jeder Hull-

umgebung U aus E eine Nullumgebung V aus E derart, dass für 

jede Abbildung F: G — * E mit Fx - fxcV (xßG) aus dem Beste

hen der Gleichung Fxf = Xx für ein x£G und ein reelles ft 

mit t X I > & die Relationen 

(x0 - x)e U und IA0 - X U e 

folgen. 

Beweis» Es sei U c U eine offene symmetrische Nullum

gebung aus E und €>0 eine reelle Zahl mit 0• -c e «< 

-sTminC-S, IA01 • # ) • Die Menge A * G\ (V0 + x0) ist abge

schlossen und enthält das Kulielement nicht» Wegen der Uhi-

tlt von (x0, XQ) gilt Fx # & x (xcA, \X\& & ). Nach Hilfs

satz 1 ist die Menge M « 4ze E | z » Xx - Fx» x€ A, A es A } 

CA. * (-00 ,— erju C 6*,4- a>)) abgeschlossen. Da © nicht zu 

M gehört, existiert eine Nullumgebimg V derart, dasa 

(1) A^x-Fx*? (X6A, \X\ S 6T ) 

gilt. 

Ferner muss für a l le x€ G und a l l e ree l len % mit i A I ̂  6* 

und I X - A ^ 1 & S 0 s t e t s Ax4-Fx gel ten. Die Menge 

M ~\z%K\ z » Xx • Fx, x e G , tAl S 6", LA - . A 0 i fc ^ ? 

i s t nach Hilfasatz 1 ebenfalls abgeschlossen. Daher e x i s t i e r t 
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eine Nullumgebung VcV mit 

(2) Ä X - Fx^v (x£G, \9L\ £ er, U - A 0 l ä e 0 ) . 

Sei nun F: G-^-E eine kompakte Abbildung mit Fx - & e V 

(x€ G), für die die Gleichung fx * Xx durch ein % mit 

| 2t) > Ö und ein SlfeG lösbar ist. Dann gilt 

(*) Fx - Ix « F2 - Fx*V. 

Nun erkennt man leicht die Beziehungen Cx0 -flfiü cü und 

I A 0 - X I --* e ö <- e . Wfire nfimlich (x0 - x)^U 0, so müsste 

x zu G\(U + x ) ~ A gehören. Dann ist die Beziehung (1) er

füllt. Dies widerspricht wegen V c V der Beziehung (* ) # 

Ebenso liefert die Annahme I X - A I ' £ e Q die zu (>(<} wi«* 

dersprechende Relation (2), womit das üneorem vollständig be^ 

wiesen ist. Wir formulieren und beweisen nun die zu den ange-» 

gebenen Existenz Sätzen gehörigen Störungssfitza. 

Störungssatz 3.» Es seien die Voraussetzungen des Exis

tenzsatzes 3 erfüllt (E kann dabei als zulfissiger, nicht not

wendig lokalkonvexer vollst findiger metrisierbarer, topologi-

scher Vektorraum angesehen werden). Es sei (x t XQ) mit x e 

e 9 W, 9i >\ die einzige Lösung der Gleichung Fx • A x 

(x e d W, X>- 1). Dann gibt es zu jedem e > 0 und zu je

der Nullumgebung U aus E eine Nullumgebung V aus E derart, 

dass jede kompakte Abbildung F: 3 W — > E mit Fx - Fxe V 

(x e 3 W) einen Eigenvektor x0 e 3 ü mit einem Eigenwert 

%J> 1 besitzt, für die die Beziehungen 

(xQ - x) a ü, | a 0 - X 0 1 ^ S 
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gelten. 

Beweis. Das vorhergehende Theorem liefert die Existenz 

einer Nullumgebung V derart, dass für jede kompakte Abbil

dung F: 3 W — * E mit Fx - Fx£? 0 (x £ 3 W) aus Fx = %x für 

ein vi => 1, x fiäf die Beziehungen (xQ -
 /x)€Ü und 

I X0 - A,Q l---- e folgen. Wir zeigen nun, dass V0 so ge-

wShlt werden kann, dass auf F Existenzsata 3 anwendbar ist. 

Sei dazu die Abbildung H: 3Wx.H0,13 — > E durch die Vor

schrift H(x,t) » t P x + (1 - t) y Cx e 3 W, te l 0,13 ) er

klärt. Weil H kompakt ist, muss nach Hilfssatz 3 die Menge 

X * 4 z € E | z = x - H(x,t), x e 3 W, t £ C 0,13? abgeschlos

sen sein. Nach Voraussetzung gilt © $ X. Deshalb finden wir 

eine sternförmige symmetrische Nullumgebung Vc VQ aus E, so 

dass x - t Fx - (1 - t) ytf. V für jedes x e B W, tfit 0,1 3 

gilt. Es erfüllt jede kompakte Abbildung Fi 3 1 — * E mit 

Fx - FxeV (xeoW) die Tforaussetzungen von Existenzsatz 3. 

Sonst göbe es nömlich ein xQ& B W und ein t 0 € £0,13 mit xQ
 : 

» t j x + (1 - t ) y. Dann würde die Relation 
0 0 0 0 " 

x« - *JF xrt - <1 - O y = t A (F xrt - F x r t ) c t A Vc V 
0 0 0 O ^ 0 0 O 0 

folgen, was ein Widerspruch zur Wahl von V wäre. Somit ist 

für jede kompakte Abbildung F; 3 W — > E mit Fx - FxeV (x € 

€ 3 W) die Gleichung Fx » Xx für ein % ;> 1 und ein x'e 

e 3 W lösbar. Wegen VcV folgt die Behauptung unseres Satz

es aus dem Theorem. 

Störungssatz 4» Es seien die Voraussetzungen des Exis

tenzsatzes 4 erfüllt.. Es sei (x0,Jl0) mit x € G, X ^0 die 

einzige Lösung von Fx = A x (xcG, & > 0). Dann existiert 

für jedes 6, :> 0 und jede Nullumgebung ü aus E eine Nullum-
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gebung V aus E derart, dass jede kompakte Abbildung F; 

: G—*• 1 mit l?(G)c. £ und Fx - Fxe V (x€G) einen Eigenwert 

X > 0 mit einem Eigenvektor xe G besitzt- für die die Be

ziehungen 

I A 0 - A I - * e u n d ( x ~ x Q ) 6 V 

gel ten . 

Beweis* Wir zeigen die Existenz einer Bullumgebung V 

derart, dass eine positive Zahl & zu finden ist, so dass 

für jede kompakte Abbildung ft G—> E mit Fx - I x e ? (xe G) 

und F(G)c K die Voraussetzungen des Existenzsatzes 4 erfüllt 

sind und für den damit existierenden positiven Eigenwert X 

stets die Abschätzung X > 6f gültig ist» Speziell gilt 

dann auch ^ ;» €T , und wir können aus unserem Theorem 

die Behauptung dieses Störungssatzes folgern© 

Wegen o^F(G) existiert eine Nullumgebung V-, mit V^nFCG) « 

= jÖ. Ferner gibt es symmetrische Nullumgebungen V2 und V3 

mit V2 + V^cV-^ und V3 + ?.cV2, Dann gilt für jede kompak

te Abbildung F*; G — • E mit Fx - F*xeV2 (x€ G) steta V3 n 

n F'(G) == $* Wäre das nämlich nicht der Fallf so würde ein 

Netz te-pfcj .rft̂, m i t x ^ ^ un^ F'X-—-> z für ein z«V 3 exis

tieren« Dann gäbe es ein j € Jf so dass F'x-c Z '+ V-, für al

le j » j gilt- Daraus erhielten wir 

Fx.. -- (FXj - F'XJ) + F ^ e C V2 + ( 7 3 M ) ) c (*2 «4. V3 + V~Jc 

c V« (j > > j ) im Widerspruch zu Y^rs F(G) = 0« Sei nwi F#: 

: F—»* E eine kompakte Abbildung mit F*(G)c K und Fx - F'x € 

€ V2 (xeG)„ Dann gilt o^F'(G)t und nach Existenzsatz 4 

existiert ein xle G und ein X > 0 mit F'x' = !Ä?' x'V Sei 
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m das Minkowskifuriktional Ton V^. Weil G beschränkt ist, 

existiert eine Konstante k>0, so dass m(x)< k (xeG) gilt. 

Ferner folgt aus F'x^V. (X£ G) stet« mCF'x)£ 1. Deshalb 

ergibt sich m(F'x') * m( A' x') * X* m(x') -« X' k, also 

%' > »vP x \-£ | s ß' > 0. Nun finden wir nach unserem 

Theorem eine Nullumgebung V derart, dass für jede kompakte 

Abbildung F: G — > E mit F(G)c K und Px - ¥x£V (xeG) aus 

Fx - X x für ein x'e G und ein X >» & die Relationen 

(x0 - x)fi U und | XQ - A I *< £ folgen, falls A-0 > & 

ist. Weil wir o. B. d. A. Vc V^ wShlen können, ist damit 

alles bewiesen. 

Störungssatz 5u Die Aussage von Störungssatz 4 bleibt 

erhalten, wenn wir für fnIC statt der Beschränktheit nur die 

radiale Beschränktheit und für W zusätzlich die Sternförmig-

keit fordern. 

Beweis. Wie im vorigen Beweis zeigt man die Existenz 

einer Nullumgebung V2, so dass es für jede kompakte Abbil

dung F*: G—> E mit F*(G)c K und F'X - Px€V2 (xe G) ein 

x'e G und ein Xf -> 0 mit F'x*» X'x* gibt. Weil G hier 

nicht notwendig beschrankt ist, muss die Existenz einer po

sitiven Zahl 6 f für die X' > & gilt (für einen Eigen

wert , der zu einer beliebigen Abbildung F *: G —> E mit Fx -

- F ' X C V ^ (xeG) gehört), anders gezeigt werden. Sei m das 

Minkowskifunktional von W. W ist sternförmig und damit m 

halbstetig nach unten (s.C9J). Deshalb nimmt m auf der kom

pakten Menge P(G) sein Minimum an. Da m(x) = 0 (xeK) genau 

dann gilt, wenn x = 0 is4, muss für alle z 6 F(G) stets 
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m(z)>0 sein. Somit existiert ein oc e (0,1) mit m(z)^ QO 

(z eF(G)). Weil W abgeschlossen und sternförmig ist, muss 

W »4 x c E | m(x)^l \ gelten (s.[93)• Deshalb ist die Menge 

Sl =-ix€E| m(x)> «§}= E \ 4 x € E | m ( x ) # f f * E\(f W) 

offen. Wegen F(G)cil existiert zu jedem zcF(G) eine offe

ne Nullumgebung V2 mit z + Vz + Vz c IL m Infolge der Kom

paktheit von F(G) existieren Elemente z-̂ 9...tz mit F(G)c 

c ^JA (*«* + r» ) c ü # Sei V-sC V~ n C r v V_ 1 eine 

symmetrische Nullumgebung und F: G — * E eine kompakte Abbil

dung mit F'(G)cK und Fx - F'xeV-j (xgG). Dann gilt F'(G)c 

c il . Sei nämlich x€ G# Es gibt ein x'e V^ mit F'x - Fx + 

+ x' und damit ein rte-€ -f !,•..,n} mit F'xc Z^".+ v + V * V • . v^ z^ »^ 

Dies führt zur Relation F'x 6 il • Hegen Fx - F*x£ V3C V2 

(x€G) existiert ein Ä/ >• 0 und ein x'c G mit F'x'« ̂ l'x'. 

Daraus folgt m(F'x) - m(ß/x') «. 3/m(x') und A' * 

* * m T x ^ > ? » w e i l F#x'e •& und (wegen Gc W) m(x')^l 

gilt. Also ist für jeden Eigenwert 0\f ein«» Abbildung F': 

: G—i*-E mit Fx - F'xsVg ( X C G ) (speziell für &0) die Ab

schätzung X >> S? - G* > 0 gültig. Die Behauptung von Stö

rungssatz 5 ergibt sich nun ebenso wie im vorigen Beweis aus 

dem Theorem, denn wir wählen o. B. d. A. V so, dass Vc ¥-» 

gilt. 

Die Störungssfitze 3 - 5- konnten also mit Hilfssatz 1 und un

ter Verwendung der dazugehörigen Existenzsatze ohne die re

lativ komplizierten Homotopiebetrachtungen aus [17],£181,[193 

bewiesen werden. Gerade dies ermöglichte uns die Übertragung 

der Störungsatze von Freche t-Raumen (F-Räumen) auf allgemeine 
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topologische Vektorräumen« Wie inzwischen von T# Riedrich 

mitgeteilt wurde , lässt die Anwendung der Homotopiemethode 

eine Verallgemeinerung der Störungssätze 3 - 5 in F-Bäumen 

zu. Die MNähew der Abbildungen F und F muss dann nicht mehr 

global (auf ganz G) gefordert werden, sondern nur lokal, näm

lich in U + x « 

Dass die hier vorgestellte Methode nicht nur in allgemeinen 

topologischen Vektorräumen nützlich ist, sondern auch in nor

mierten Räumen, zeigt unser letzter Störungssatz» Für die be

kannte Methode der monotonen Minorante von M.A. Krasnoselski 

und gewissen Verallgemeinerungen (£• Zeidler £233) Hess sich 

bisher mittels Homotopiebetrachtungen kein Störungssatz be

weisen» Wir zitieren zunächst die entsprechende Existenzaus

sage 1233 . 

Existemzsatz, 6» Es sei B ein durch den Kegel K halbge

ordneter • Banach-Raum und G = K n i x e B ; II xl = r } • Weiter 

sei F; G—> B eine kompakte Abbildung» Auf G existiere für F 

eine Minorante Tf d.li., es ist Fx=1?x (X,6G). T habe folgen

de Eigenschaften: 

1* T ist auf K erkl&rt» 

2« Es existiert ein fewtes Element x =>o, und es gibt 

Zahlen s e (0,11 und y (r)^0 mit 

T x S . [ ü ; { x ) ] f l 7 0 ( p } x 0 (xeG)» 

Dabei i s t oo(x) = sup -tos : oc f£ 0, x g ; o ö x 0 • Dann ex i s 
t i e r t ein %> 0 und ein &-€.-& G mit Fx. = .AÄ yÄ . (Bie Vor-

0 o o o o 

aussetzungen des Satzes sind z»B«'s e r f ü l l t , wenn f eine p o s i 

t i v e , »qnotone Minorante d a r s t e l l t , die homogen vom Grade s 
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ist und einen Eigenvektor x > o besitzt.) 

Für diesen Satz, der interessante physikalische Anwen

dungen hat (C241), wäre ein Störungssatz für numerische XnV 

Anwendungen von Interesse. 

Im Beweis von Existenzsatz 6 (vgl.[23J) wird eine Fol-

ge von Hilf s Operatoren F durch F x ~ Fx * ~ , n = 1,2,..., 

.erklärt. Alle diese Operatoren haben eine Eigenlösung 

(x , X ) mit x e G, /X n ->0. Die gesuchte Eigenlösmng von F 

erhält man dann als Grenzwert einer Teilfolge von (XL) bzw. 

(;7Ln). Natürlich wird diese Teilfolge i.a. unbekannt sein, 

so dass eine (näherungsweise) Berechnung der Eigenlösungem 

(y0, X ) von F auf diesem Wege nicht zum Ziel führen wird. 

Mit unserem Theorem lässt sich jedoch folgender Störungssatz 

beweisen, der die Auswahl von Teilfolgen nicht benötigt. 

Störungesatz 6. Es seien die Voraussetzungen von Exis

tenzsatz 6 erfüllt. Es sei(yofX0) mit y e G, /Ao>0 die 

einzige Lösung der Gleichung Fx - -71 x (xeG,J7L>- 0). Dann 

existiert zu jedem 6 ;> 0 eine natürliche Zahl nQ (s ) der

art, dass für die Eigenwerte ft,n bzw. die Eigenvektoren ^ 

x 

(n^nQ) der durch Fnx = Fx + ~ (xeG) erklärten Abbildun

gen F die Beziehungen 

1 A n- aol^ s' , ll^-y^l-* e 

gelten. 

Beweis. In C23^ wird ie Existenz einer positiven Kon-

stane & gezeigt, für die -7ln~ 20 -> 6 (n = 1,2,...) 

gilt. Da der Eigenwert XQ der Grenzwert einer konvergen

ten Teilfolge von C^n) ist, muss auch X^ 2& > 6 gel-
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ten. Aus unserem Theorem ergibt s ich dann die Behauptung. 

Der Verfasser dankt Prof. Dr. Ri.eđrich (Dreэden) fQr 

wertvolle Anregungen. 
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