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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

17,3 (1976)

UBER DIE STABILITAT VON LOSUNGEN NICHTLINEARER OPERATOREN-
GIEICHUNGEN IN NICHT NOTZWENDIG LOKALKONVEXEN. TOPOLOGISCHEN
VEKTORRAUMEN

Siegfried HAHN, Dresden

Inhalt: In der vorliegenden Arbeit wird die Stabili-
t8t von L8sungen nichtlinearer Operatorengleichungen bei
"kle inen" St3rungen untersucht. Durch ein sehr einfaches Be-~
weisprinzip gelingt es, gewisse St3rungss8itze flr allgemeine
(nicht notwendig lokalkonvexe) topologische VektorrHume be-
reitzustellen.

SchltisselwSrter: Fixpunkte, Eigenwerte, kompakte Ab-
bildungen, zulBssige topologische VektorrSume, Homotopie.

AMS: 47H10 Ref. Z.: 7.978

Einleitung. Bei der Untersuchung von Operatorenglei-
chungen sind neben Aussagen {ilber die Existenz einer L8sung
auch solche {iber die Stabilit¥t dieser L¥sungen bei "kleinen"
St¥rungen in den Gleichungen auftretenden Operatoren von In-
teresse. In diesem Zusammenhang sind ftr nichtlineare Proble-
me erst in den letzten Jahren grdssere Fortschritte erreicht
worden (8.z.B.[21,[141,0171,[18][20] sowie die Literaturan-
gaben in(19]). Naturgem#ss ist es wiinschenswert, zu berei ts
vorhandenen Existenzs#tzen die zugehdrigen StSrungssitze auf-
zustellen. Wir formulieren in dieser Arbeit St8rungss#tze
fir kompakte (nicht notwendig lineare) Operatoren in allge-

meinen topologischen Vektorrfiumen. Bei den zugeh¥rigen Exis~
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tenzs#tzen handelt es sich um Fixpunkts#tze, die von S. Hehn
und K.F, P8tter in [6] ver8ffentlicht wurden, und um Eigen-
wertaussagen, die von M,A. Krasnoselski [11], M. Landsberg
und T. Riedrich [13 ] sowie T. Riedrich [18] stammen. Ried-
rich [17],[18] bewies zu seinen Eigenwertaussagen bereits
die entsprechenden St¥Srungss#itze., Jedoch liess die dabei
verwendete Beweismethode nur die Formulierung der St¥rungs-
sftze fiir vollst##ndige metrisierbare lokalkonvexe R#ume 2zu.
Die GHlltigkeit der entsprechenden Eigenwertaussagen auch in
allgemeinen topologischen Vektorrfumen war fir d;n Verfasser
Anlass, die St¥rungss#tze von Riedrich auf topologische Vek-
torrf8iume zu #ibertragen. Die dabei verwendete Beweismethode
ist sehr einfach und gestattet praktisch einen elementaren
Beweis ohne Hilfsmittel der Leray-Schauder-Theorie (also oh-
ne Abbildungsgrad oder Homotopieerweiterungss#itze). Ausser-
dem k¥nnen damit auch zu ExistenzsHtzen, die zur bekannten
Methode der monotonen Minorante gehai-en, gewisse Stirungs-

s8tze aufgestellt werden.

1. Begriffe und Bezeichnungen. Alle betrachteten to-

pologischen RHume setzen wir als separiert, die topologischen
Vektrorrfume als reell (und separiert) voraus. Fiir eine Teil-
menge A eines topologischen Raumes bezeichnen die Symbole 'y
und @A die Abschliessung bzw. den Rand von A. Eine Abbil-

_ dung F von einem topologischen Raum X in den topologischen
Reum Y heisst kompakt, wemn F stetig und die Menge F(X) eine
kompakte Teilmenge von Y ist. Eine Abbildung G von einem to-
pologischen Raum X in einen topologischen Vektorraum E heisse

?

oy
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finit, wenn G kompakt ist und G(X) in einem endlichdimen-
gionalen linearen Teilraum von E liegt.

- Eine Teilmenge Z eines topologischen Vektorraumes E
heisst zulHissig, wenn flir jede kompakte Teilmenge K von Z
und jede Nullumgebung V aus E eine finite Abbildung GV: K—>
—> E existiert, so dass x - Gy(x)eV (xeK) gilt. Ist spe--
ziell Z = E, so wird der topologische Vektorraum E zul8ssig
genannt (vgl., V. Klee [10], M. Landsberg u. T. Riedrich [13]).
Alle lokalkonvexen RHume sind bekanntlich zuldssig. Fir wich-
tige Klassen nichtlokalkonvexer R¥ume ist die Zul¥ssigkeit
naéhgewiesen worden, z.B. fir die Rftume IP(0,1) (0<p<l)
{151, 2P (0<p<1) L1031, S(0,1) [16]. Bisher ist noch kein
topologischer Vektorraum bekannt, der nicht zul#issig ist.
Jede konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes ist zul#s-
sig. Es ist bisher nobh nicht gekl#rt, ob jede konvexe Teil-
menge eines zul#ssigen Raumes wieder zul¥ssig ist. Kriterien
fiir die Zul¥ssigkeit von Teilmengen eines allgemeinen topo-
logischen Vektorraumes und entsprechende Beispiele werden in
[13] angegeben.

Sei V eine Nullumgebung eines topologischen Vektorrau-
1

mes E. Durch mv(x) = inf £ > 0: ixev's" (xe E) is tekannt-

lich das Minkowskifunktional der Nullumgebung V definiert.

Ist V konvex, so ist m auf ganz E stetig. Auch in allgemei-
nen (nichtlokalkonvexen) topologischen Vektorr#umen gibt es
ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen, deren Minkowskifunk-
tionale im ganzen Raum stetig sind. Eine Nullumgebung V eines
topologischen Vektorraumes heisst einfachberandet, wemn fir

jedes x € 0 V und jedes t € (0,1) das Element tx zum Inneren
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von V gehdrt. Jede Nullumgebung enth#lt eine einfachberan-
dete (und abgeschlossene) Nullumgebung und das Minkowskifunk-
tional einer solchen Nullumgebung ist im ganzan Raum stetig
(vgl.[91, dort "schrinkable reighborhood"). Eine Nullumgebung
V¥ eines topologischen Vektorraumes heisst sternf8rmig, wenn
mit xeV und t el 0,1] auch tx zu V gehdrt. Sie heisst sym-
metrisch, wenn mit x auch (~ x) ein Element von V ist. Eine
nichtleere, konvexe, abgeschlossene Teilmenge K eines Vektor-
raumes heisst Kegel, werm K4 0% ist und mit xeK auch txe

€ K (£t20), nicht aver ( - x)e K gilt, sofern x# O ist.

2, Hilfsmittel. Wir formulieren nun drei Aussagen, die
das einzige Hilfsmittel fUr den Beweis unserer StB8rungssftze

darstellen. Besondere Bedeutung besitzt dabei der folgende

Hilfssatz 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, A
und B zwei Teilmengen von E mit AcB, A = X und o&A sowie F:
: B—> E eine kompakte Abbildung. Weiter sei /A eine abge-
schlossene Menge von reellen Zahlen mit O ¢ A . Dann ist die
Menge

M=4{zeE|z=Ax-Fx, xed, A e Al

abgeschlossen.

Beweis. Sei zel, Dann existieren Netze (xj) mit

T Jed <<
xs€ A (jeu), (‘a'j)jeJ,« mit Aje A (jed), so dass die
Konvergenz za- = ﬁ,jxj - ij-) z gilt., Weil die Menge F(A) re-
lativ kompakt ist, existiert ein ye€ E, so dass o. B. d. A.
(s.z. B. J.L. Kelley [ 81) ij--,u y und damit ijj-—) z+y
gilt. Weil o kein Bertthrungspunkt von A ist, existiert eine

abgeschlossene, einfachberandete Nullumgebung V aus E mit
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VAA = @, Sei m das Minkowskifunktional von V., Fir alle x €
€A g.ilt m(x)>1, Aus der Stetigkeit von m folgt m( 7‘3"5) =
= ﬂj m(xj)-—> m(z + y). Deshalb existiert eine Konstante C
mit |9LJ- m(xj) = | Xj | m(xj)é C. Dann gilt auch |A jl4
£C (jeJ), denn x5 (je J) gehdrt zu A, Fidr ein AL e A gilt

somit 0. B. d. A. die Konvergenz &j—+A , Wworaus xj—+
— -z—i—xel' = A folgt. Die Stetigkeit von F bewirkt die Re-

lation Fx;—> P(_z__i_x)‘ Dann ergibt sich y = F(%—I) und

nach Umformung z = A [3—;—1] - F(E—i—x). Also gehlrt z zu M,

und Hilfssatz 1 ist bewiesen.

Hilfssatz 2. Es seien E ein lokalbeschriénkter topolo-
gischer Vektorraum, W eine abgeschlossene und beschriinkte
Nullumgebung aus E, y ein Element von E sowie F: 'E—\—i’—a E
eine kompakte Abbildung., Dann ist die Menge

M={zeElz=x~-Fx~-1ty,xedW, tz0%

abgeschlossen.

Beweis. Sei ue M. Da jeder lokalbeschrinkte topologische
Vektorraum metrisierbar ist, existiert eine Folge w e N (n =
=1,2,...) mit u —> u. Somit gibt es Folgen (x,), (tn)'mit
x, € OW, 1,20 (n=1,2,...) wmd w, =x - Fx) ~ t,y—> u.
Weil F kompakt ist, existiert ein we E, so dass o. B. d. A.
Fx,—> w gilt. Die Mengen {x ,neN},{Fx ,neN} ,{w ,neN}
sind beschrinkt. Dann ist auch die Zshlenfolge (tn) beschrinkt.
Somit existiert ein tZO0, so dass o. B. d. A. die Konvergenz
t,—> t gilt. Damit ergibt sich xn-——> (u+w+ ty)e O Wund
Fx,— F(u + w + ty) = w, Daraus folgt die zu beweisende Be-

ziehung
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u=[f(u+w+ty) =Flu+w+1ty) —tyleM
Bereits tekannt ist folgendes Ergebnis (vgl. z.B. [10]):
Hilfssatz 3. Es seien E ein topologischer Vektorraum,
A eine abgeschlossene Teilmenge von E, a und b zwei reelle

Zghlen mit a4b sowie F: A< L[ a,b] —> E eine kompakte Abbil-

dung. Dann ist die Menge
M=4zeE|z = x - F(x,t), xeA, te€[a,bl}

abgeschlossen.

3. St8rungssfitze zu Fixpunktaussagen. In [6] wurde fol-

gender Existenzsatz bewiesen.

Existenzsatz 1, Es seien E ein topologischer Vektorraum,
W eine abgeschlossene Nullumgebung, K eine abgeschlossene, kon-
vexe, zul¥ssige Teilmenge von E mit oeK sowie F: WnK— E
eine kompakte Abbildung mit F(WnK)c K. Fir alle xe€ & WnK
folge aus Fx = o x stets oo £ 1. Pann hat F einen Fixpunkt.
In sehr einfacher Weise beweisen wir nun einen zugeh8rigen
St8rungssatz. Das Beweisprinzip verwendet lediglich die durch
die Hilfss#tze ausgenutzte Struktur der kompakten Abbildungen

und den zugeh¥rigen Existenzsatz.

St8rungssatz 1. Es seien die Voraussetzungen des Exis-

tenzsatzes 1 erftillt. L sei die Menge aller Fixpunkte von F
und es gelte LN(OWnK) = @. Dann existiert zu jeder Nullum-
gebung U aus E eine Nullumgebung V aus E derart, dess jede kom-
pakte Abbildung F: WAK—> E mit F(WnK)c K und Fx - TxeV

(xeWnK) einen Fixpunkt x, mit x,eU + 1L besitzt.
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Beweis. Sei U cU eine offene Nullumgebung. Weil die
kompakte Abbildung F asuf der abgeschlossenen Menge A =
= (Wn K)\(Uo + L) keinen Fixpunkt besitzt, existiert nach
Hilfesatz 3 eine Nullumgebung V; mit Fx - x¢V; (xeA). Aus
Fx - Bx40 (x € 9 WNK, B2 1) folgt mit Hilfssatz 1 (A =
=[1,00)) die Existenz einer Nullumgebung V, derart, dass '
Fx -~ Bx¢V, ftir alle x € 3 ¥nK und alle (3 = 1 gilt, Sei
nun V = Vln V,, und F: OWAK— E eine beliebige kompakte Ab-
bildung mit F(OWAK)c K und Fx - Fxe V. Dann gilt fir alle
x € @ WnK mit Fx = ocx stets o« < 1. Sonst glibe es nfimlich
ein (3,Z1 und ein x, € & WAK mit 'fxo = (3,X,+ Daher wire .
die Beziehung Fxo - {soxo = Fxo - 'i"xos vev, im widerspruch
zu Fx - B x¢V, (x e SWNK, 3 Z 1) glltig. Nach Existenz-
satz 1 hat die Abbildung ¥ einen Fixpunkt ¥,. Ware x & U, +
+ L, 80 stlinde die Relation F¥ - ¥ = F¥, - ?xee. VeV, im
Widerspruch zu Fx - x¢v1 (xed), Somit gilt ’i’oé (U, + L)c
c (U + L), und unser Beweis ist vdlletandig gefthrt.

Setzen wir im Existenzsatz 1 speziell K = E, so erhal~-
ten wir eine Fixpunktaussage, die erstmalig in [5] bewiesen ,
wurde. Sie enth#ilt als Spezialfall viele hekannte Fixpunkt-
sftze, z.B. von J. Schauder [22], E. Rothe [ 21], M., Altman
(1], V. Klee [10], M. Landsberg [12] (vgl. dazu [ 5],[61).
Durch den StBrungssatz 1 ist damit auch die Stabilitit der
Fixpunkte (im obigen Sinne) solcher Operatoren gezeigt, die

den Voraussetzungen der genannten Fixpunkts¥itze gentigen.

Existenzsatz 2 (Hauptsatz 3 aus [61). Es seien E ein zu-
l4ssiger, lokalbeschriéinkter topologischer Vektorraum, ¥ eine
abgeschlossene, beschrfnkte Nullumgebung aus E, F: EXY—E
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eine kompakte Abbildung und y ein Element aus E. Es gelte
x - Fx$ty (x € 3 W, tZ0). Dann hat F einen Fixpunkt.

St¥rungssatz 2. Es seien die Voraussetzungen des Exis-
tenzsatzes 2 erftllt. L bezeichne die Fixpunktmenge von F.
Dann existiert zu jeder Nullumgebung U aus E eine Nullumge-
bung V aus E derart, dass jede kompakte Abbildung F: BN —
—> E mit Fx - Fxe V (x¢ EX¥) einen Fixpunkt ¥, besitzt, fr
den die Beziehung ’foe U + L gilt.

Auf den Beweis dieser Aussage verzichten wir, da er un-
ter Verwendung von Hilfssatz 2 entsprechend dem vorigen Beweis
verl&uft. o

Aufgrund der Eigenschaften der kompakten Abbildungen in
zul¥ssigen topologischen Vektorr#umen ist die M8glichkeit ge-
geben, finite Abbildungen als Resultat "beliebig kleiner" St&-
rungen der gegebenen Abbildung zu erhalten. Dies ist, insbe-
sondere fiir numerische Zwecke, von besonderem Interesse. Kon-
kretere Untersuchungen in diesem Zusammenhang fHr allgemeine
topologische Vektorrfume wurden vom Verfasser in [3] vorgenom-
men, die sich auf den in [ 71 eingeffihrten Abbildungsgrad in

allgemeinen topologischen VektorrZumen stfitzen.

4, St3rungssitze fiir Eigenwertprobleme. In [181 bzw. [13]

bewiesen Riedrich bzw.landsberg und Riedrich folgende Aussagen.

.

Existenzssatz 3 (8.[18]1). Es seien E ein vollst4ndiger
metrisierbarer lokalkonvexer Raum, W eine abgeschlossene Null-
umgebung aus E und F: O W—> E eine kompakte Abbildung. Es
existiere ein y e ENW derart, dass kein Element x € 3 W auf der
Verbindungsstrecke von y und Fx liegt. Dann existiert ein
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X, € @ W und ein .Z,°>1 mit Fx = .ﬂ,oxo.

Existenzsatz 4 (s8.113]). Es seien E ein topologischer
Vektorraum, K ein abgeschlossener und zul#ssiger Kegel in E
und W eine abgeschlossene Nullumgebung aus E mit beschrink-
tem WnK. Ist G = @3WNK und F: G—> E eine kompakte Abbil-
dung mit F(G)c K und o¢ F(G), so existiert ein x,& G und ein

9\.°>0 mit Fxo = -7L°x°.

Existenzsatz 5 (8.[13]). Die Aussage von Existenzsatz 4
bleibt erhalten, wenn man in den Voraussetzungen dieses Sa-
‘tzes die Forderung der Beschrénktheit von WNK durch die der
radialen Beschriinktheit abschwfcht und fir W zus#ftzlich die
Sternf8rmigkeit verlangt. (Eine Teilmenge A eines Vektorrau-
mes E heisst radial beschriinkt, wenn der Durchschnitt von A
mit jeder Geraden durch o€ E in einer Strecke enthalten ist.)
Riedrich [171,[18] formulierte entsprechende St8rungsaussagen
fir vollst#indige metrisierbare lokalkonvexe R¥ume (F-Riume).
Existenzsatz 3 1l4sst sich durch Anwendung eines vom Verfasser
in [41 vorgestellten Homotopieerweiterungssatzes, der in all-
gemeinen topologiséhen Vektorrfumen gliltig ist, auf zul¥ssi-
ge topologische VektorrHume {lbertragen. Diese Tatsache und die
Glltigkeit der Existenzs&tze 4 und 5 in allgemeinen topologi-
sthen Vektorrfumen veranlasst uns, die entsprechenden St8-
rungsaussagen ebenfalls fur allge;neine topologische Vektorriu-
me bereitzustellen.

Wir geben nun einen Stdrungssatz an, der das Hauptergeb-
nis dieser Arbeit darstellt. Aus ihm lassen sich relativ ein-
fach die zu den Existenzsftzen 3 - 5 gehSrigen St3rungssftze
ableiten.
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Theorem. Es seien E ein topologischer Vektorraum und

G eine abgeschlossene Teilmenge von E mit o¢ G. Weiterhin
sei F: G—> E eine kompakte Abbildung von G in E, Die Glei-
chung Fx = Ax (x€ G, A reell) besitze genav eine Ldsung

(x,s 4,), und es gelte A+ 0. Es sei & > O eine Zshl mit .
lJLél > & . Dann gibt es zu jedem € > O und zu jed'er Null-
umgebung U aus E eine Nullumgebung V aus E derart, dass fir
jede Abbildung F: G—~E nit Fx - FxeV (x6G) aus dem Beste-
hen der Gleichung ¥& = A ¥ £Or ein ¥ G und ein reelles A
mit | X 1> & aie Relatiomen

(x, ~-¥)eU wd A - Al=c¢

folgen.

Beweis. Es sei U c U eine offene symmetrische Nullum-
gebung aus E und €0 eine reelle Zahl mit O < €, <
<min(€, l.7(.°[ ~ & ). Die Menge A = G\ (Uo + xo) ist abge-
schlossen und enth#ilt das Nullelement nicht. Wegen der Uni-
tBt von (x,, A ) gilt Fx % 4 x (xe4, IA1Z 6 ). Nach Hilfs-
satz 1 ist die Menge M =fz¢E|z = Ax - Fx, xeA, A 6 A}
(A = (o0 ,~8Ju [€,+ ) abgeschlosse;z. Da o nicht zu
M gehdrt, existiert eine Nullumgebung ¥ derart, dass

(1) Ax-Fr¢¥ (xe4, A1z 6 )

gi.lto
Ferner muss fOr alle x€ G und alle reellen A mit |AIZ &
und |A -2 | 2 € stets Ax4Fx gelten. Die Menge

¥ ={zeE|z=Ax-Fx, xeG,IAl26, IA-A |2 ¢,}
ist nach Hilfssatz 1 ebenfalls abgeschlossen. Daher existiert
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eine Nullumgebung Ve ¥ mit

(2) Ax-~TFx¢V (xe6, 12126, 12-2,12¢,).

) ]

Sei nun F: 6 —> E eine kompakte Abbildung mit Fx - FxeV
(x€ @), ftr aie die Gleichung Fx = A x durch ein A mit
X126 und ein ¥eG 1¥sbar ist. Denn gilt

(%) FE- A% = FE - eV,

Nun erkennt man leicht die Beziehungen (x, - )€ UoéU und
Ay - 2« €, < € . Wire nimlich (x, - ¥)¢ U,, so mlisste
T zu G\ (U, + x,) = A gehBren. Dann ist die Beziehung (1) er-
fA11lt. Dies widerspricht wegen VeV der Beziehung (% ).
Ebenso liefert die Annahme |4, - Alz €, die zu (> ) wi-
dersprechende Relation (2), womit das Theorem vollstfindig be-
wiesen ist. Wir formulieren und beweisen nun die zu den ange-

gebenen Existenzs#tzen geh8rigen Stbrungssftze.

St8rungssatz 3. Es seien die Voraussetzungen des Exis-
tenzsatzes 3 erfUllt (E kenn dabei als zul#issiger, nicht not-
wendig lokalkonvexer vollst¥ndiger metrisierbarer, topologi-
scher Vektorraum angesehen werden). Es sei (x, .7\,0) nit x, €
e ow, No>1 die einzige LBsung der Gleichung Fx = Ax
(x € dW, A> 1). Dann gibt es zu jedem € > 0O und zu je-
der Nullumgebung U aus E eine Nullumgebung V aus E derart,
dass jede kompakte Abbildung F: 3 ¥—> E mit Fx - FxeV
(x € 3 W) einen Eigenvektor 'i'o € & U mit éinem Eigenwert

%°>1 besitzt, fiir die die Beziehungen

(x, -X)elU, |Ag = A 1= €
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gelten,

Beweis. Das vorhergehende Theorem liefert die Existenz
einer Nullumgebung V o derart, dass fiir jede kompakte Abbil-
dung ¥: 8 W—> E nit Fx -FxeV, (xe 8 W) aus F¥ =X ¥ ror
ein A > 1, ¥ € 8 W die Beziehungen (x, - %)e U und

I A, = 1614 ¢ folgen. Wir zeigen nun, dass V_ so ge-
wBhlt werden kanmn, dass auf F Existenzsatz 3 anwendbar ist.
Sei dazu die Abbildung H: d W= [0,1] —> E durch die Vor-
schrift H(x,t) =t Fx + (1 - t) y (xe 3 W, te[0,1]) er-
kl&rt. Weil H kompakt ist, muss nach Hilfssatz 3 die Menge
X =4{zeE|z = x - H(x,t), x€ 3 W, te [0,1]} abgeschlos-
sen gein. Nach Voraussetzung gilt o& X. Deshalb finden wir
eine sternfdrmige symmetrische Nullumgebung Vc Vo aus E, so
dass x - t Fx - (1 - t) y¢V fir jedes xe 3 W, te[0,1]
gilt, Es erfullt jede kompakte Abbildung F: 3 W—> E mit
Fx - '1'~"‘er (x €9 W) die Voraussetzungen von Existenzsatz 3.
Sonst glbe es n#mlich ein x, €3 W und ein t € [ 0,11 mit x
= toﬁoxo + (1~ to) y. Dann wiirde die Relation
x, ~tFx,-Q-t)ys= to(‘é x, - F x,)et, VeV
folgen, was ein Widerspruch zur Wahl von V wlre. Somit ist
fir jede kompakte Abbildung F: @ W —> E mit Fx - FxeV (x €
€ 0 W) die Gleichung Fx=2Axfir ein & > 1 und ein T €
€ 8 W 18sbar, Wegen Vc Vo folgt die Behauptung unseres Satz-~

es aus dem Theorem.

St3rungssatz 4. Es seien die Voraussetzungen des Exis-

tenzsatzes 4 erftllt. Es sei (x,,A.) mit x € G, A >0 die
einzige L8sung von Fx = Ax (x€G, A > 0). Dann existiert

fir jedes € > O und jede Nullumgebung U aus E eine Nullum-
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AY
gebung V aus E derart, dass jede kompakte Abbildung F:
: G— E mit ¥F(G)c K und Fx - FxeV (xe G) einen Eigenwert
3\’. > O mit einem Eigenvektor X G besitzt, ffir die die Be-

ziehungen

I.ﬁ,o-./'H‘e und (?:'-xo)év

gelten,
Beweis. Wir zeigen die Existene einer Nullumgebung V
derart, dass eine positive Zahl & zu finden ist, so dass
fir jede kompakte Abbildung F: G—> E mit Fx - FxeV (xeG)
und F(G)c K d e Voraussetzungen des Existenzsatzes 4 erfillt
8ind und ftr den damit existierenden positiven Eigenwert A
stets die Absch&tzung A>6 gliltig ist. Speziell gilt
dann auch A, > & , und wir kinnen aus unserem Theorem
die Behauptung dieses St8rungssatzes folgern.
Wegen 0¢F—(—E) existiert eine Nullumgebung Vl mit Vlnm =
= P. Ferner gibt es symmetrische Nullumgebungen V, und £
mit V2 + V,C Vl und V3 + V3C Vz. Dann gilt ftir jede kompak-
te Abbildung F': G — E mit Fx - F'xeV, (x€G) stets V3 N
AT (G) = f. Wire das nZmlich nicht der Fall, so wiirde ein
Netz (xj) j

- 4 o .
€J,<< mit xjeGund ij-—azfﬁr ein zeV3 exis-

tieren. Damn gibe es ein j e J, so dass E'xje z + V3 for al-
le j >>jo gilt. Daraus erhielten wir

Fxj = (Pxj - F'xj) +FPx elV, + (V3 + 2)1c (¥, + V3 + V3)c
€V, (§>>j,) im Widerspruch zu V;n F(G) = #. Sei nun F’:

: F—» E eine kompakte Abbildung mit F'(G)cK und Fx - F'x €

€V, (xeG). Dann gilt o¢§—'(—G—-), und mach Existenzsatz 4

existiert ein x’e G und ein A’ > O mit F'x" = A'x’, Sei
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n das Minkowskifurktional von V. Weil G beschrénkt ist,
existiert eine Konstante kx>0, so dess m(x)< k (xe€G) gilt.
Ferner folgt aus F'x¢V; (x€G) stets m(F‘x)Z'1. Deshalb
ergibt sich m(F'x") = m(A" x’) = A’ m(x") = A’ k, also

A > .".‘SEL_Z.; % = 6 > O, Man finden wir nach unserem

Theorem eine Nullumgebung V derart, dass fir Jjede kompakte
Abbildung ¥: 6—> E mit F(G)c K und Fx - Fx eV (x€@) eus
F¥ =2 F f0r ein ¥cG und ein A > 6 die Relationen

(x, - %)e U und IAq = Al< e folgen, falls Ay >0
ist. Weil wir o. B, d. A. Vc V, wihlen kdnnen, ist damit

alles bewiesen.

St8rungssatz 5. Die Aussage von St3rungssatz 4 bleibt
erhalten, wenn wir flir WNnK statt der Beschr#nktheit nur die
radiale Beschr#inktheit und fir W zus#tzlich die Sternf3rmig-
keit fordern.

Beweis. Wie im vorigen- Beweis zeigt'man die Existenz
einer Nulluﬁgebung Vs, 80 dass es fr jede kompakte Abbil-
dung F': G—> Emit F'(G)c K und F'x - FxeV, (xe@) ein
x’ce Gund ein A’ > O mit F'x’= A"x” gibt. Weil G hier
nicht notwendig beschrfinkt ist, muss die Existenz einer po-
sitiven Zahl & , fOr die A’ > &  gilt (f0r einen Eigen-
wert, der zu einer beliebigen Abbildung F’: G —> E mit Fx -
- F'xevz, (xe G) gehdrt), anders gezeigt werden, Sei m das
Minkowskifunktional von W. W ist sternfdrmig und damit m
halbstetig nach unten (8.[9]1). Deshald nimmt m auf der kom-
pakten Menge F(G) sein Minimum an. Da m(x) = O (xe K) genau
denn gilt, wenn x = O ist, muss flr alle ze F(G) stets
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m(z) >0 sein. Somit existiert ein oc € (0,1) mit m(z)z oc
(zeF(G)). Weil W abgeschlossen und sternfdrmig ist, muss
W ={xeE|m(x)£1% gelten (8.[9]). Deshalb ist die Menge
N =4xeE|m(x)>%3= ENixeE|nx) 5 = EN(FW

offen., Wegen F(G)c 2 existiert zu jedem 2€ F(G) eine offe-
ne Nullumgebung Vz mit z + v, +7V,c L, Infolge der Kom-
paktheit von F(G) existieren Elemente ZygeessZy mit F(G) <

c GQ,, (2t ¥y ) € Q . Sed V3cV,n E(fj,, T, ) eine
symmetrische Nullumgebung und F: G—> E eine kompakte Abbil-
dung mit F'(G)cK und Fx - F'x €V3 (x€G). Dann gilt F'(G)c
c {0 . Sei n#mlich x€ G. Es gibt ein x’e V3 mit F’x = Fx +
+ x’ und damit ein e £1,...,n% mit F'xe 2g + vz‘u‘r V;ﬂ,
Dies fthrt zur Relation F'x € L . Wegen Fx - F'xe V3< ¥,
(x€G) existiert ein A’ > O und ein x’s G mit F'x’= A'x’,

Daraus folgt m(F'x) = m(A ' x") = A’ m(x’) und A’ =
e’ 0
= !13(1_%‘_%7).> %‘ , weil F'x’e £l und (wegen Ge W) m(x’)£1

gilt. Also ist fér jeden Eigenwert A’ einer Abbildung F°:

: 6—>E mit Fx - F'x€V, (x€G) (speziell far A ) qie Ab-
schiitzung A’ > °29 = 6 > Q giltig. Die Behauptung von St¥-
rungssatz 5 ergibt sich nun ebenso wie im vorigen Beweis aus
dem Theorem, denn wir wihlen o. B, d. A. V so, dass Vc "3
gilt.

Die St3rungssftze 3 -~ 5 konnten also mit Hilfssatz 1 und un-
ter Verwendung der dazugeh¥rigen Existenzs¥tze ohne die re-~
lativ komplizierten Homotopiebetrachtungen aus [17],[181,[19]
bewiesen werden. Gerade dies erm8glichte uns die Ubertragung

der StSrungsfitze von Fréchet-Rfumen (F-Rfumen) auf allgemeine
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topologische Vektorrfumen. Wie inzwischen von T. Riedrich
mitgeteilt wurde, 1#sst die Anwendung der Homotopiemethode
eine Verallgemeinerung der St¥rungssftze 3 - 5 in F-Riumen
zu, Die "NZhe" der Abbildungen F und ¥ muss dann nicht mehr
global (auf ganz G) gefordert werden, sondern nur lokal, n&m=-
lich in U + Xye

Dass die hier vorgestellte Methode nicht nur in allgemeinen
topologischen VektorrZumen nlitzlich ist, sondern auch in nor-
mierten Rfumen, zeigt unser letzter Stdrungssatz. Fir die be-
kannte Methode der monotonen Minorante von M.A. Krasnoselski
und gewissen Verallgemeinerungen (E. Zeidler [23]) liess sich
bisher mittels Homotopiebetrachtungen kein St3rungssatz be-
weisen., Wir zitieren zun¥chst dié entsprechende Existenzaus-

sage [23].

Existenzsatz 6. Es sei B ein durch den Kegel K halbge-

ordneter Banach~Raum und G = Kn€xeB: l x| = r%. Weiter
sei F: G—> B eine kompakte Abbildung. Auf G existiere fir F
eine Minorante T, d.h., es ist FxZTx (x&G). T habe folgen-
de Eigenschaften:

1. T ist auf K erklért.

2. Es existiert ein festes Element X,>0, und es gibt

Zghlen s € (0,1] und 7 (r)>0 mit
Tx ZLE(x)1® @ (r) x, (xe0).

Dabei ist «(x) =sup 4 : x Z 0, xZ X, . Dann exis-
tiert ein A >0 und ein y e 3G mit Fx, = Ay Yoo (Die Vor-
aussetzungen des Satzes sind z.B. "erf‘ﬂllt, wenn T eine posi~-

tive, mQnotone Minorante darstellt, die homogen vom Grade s
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ist und einen Eigenvektor x> 0 besitzt.)

Fir diesen Satz, der interessante physikalische Anwen-
dungen hat ([24]), whre ein StSrungssatz fiir numerische KA«
Anwendungen von Interesse.

Im Beweis von Existenzsatz 6 (vgl.[23]) wird eine Fol-

x
ge von Hilfsoperatoren F, durch F x = Fx + -2 s, 1= 1,2,.0.,
n

erkl&rt. Alle diese Operatoren haben eine Eigenl®sung

(xn,Jtn) mit x € G, A,>0. Die gesuchte Eigenldsing von F
erhfilt man dann als Grenzwert einer Teilfolge von (xn) bzw.
(N ). Natlirlich wird diese Teilfolge i.a. unbekannt sein,
so dass eire (nZherungsweise) Berechnung der Eigenl¥sungen
(745 A,) von F auf diesem Wege nicht zum Ziel filhren wird.
Mit unserem Theorem 1#sst sich jedoch folgender St3rungssatz

beweisen, der die Auswahl von Teilfolgen nicht benBtigt.

St8rungssatz 6. Es seien die Voraussetzungen von Exis-
tenzsatz 6 erftillt. Es sei (yo,JLo) mit y € G, A,>O die
einzige L3sung der Gleichung Fx = A x (xeG,A> 0). Dann
existiert zu jedem € > O eine natfirliche Zahl no(s ) der-

art, dass ftr die Eigenwerte ﬂ.n bzw. die Eigenvektoren X,

x
(néno) der durch an = Fx + -% (x € G) erklfrten Abbildun-

gen Fn die Beziehungen
A, - Aol =< e , an-yol\<e
gelten.
Beweis. In [23] wird ie Existenz einer positiven Kon-
stane & gezeigt, flr die A, 226 > 6 (n = 1,2,...)
gilt. Da der Eigenwert .‘7\.0‘ der Grenzwert einer konvergen-

ten Teilfolge von (.”\«n) ist, muss auch -7\,02 26 > 6 gel-~
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ten. Aus unserem Theorem ergibt sich dann die Behauptung.

Der Verfasser dankt Prof. Dr. Riedrich (Dresden) flir

wertvolle Anregungen.

[l

(21

(31

4]

{51

16]

(7l

(81

[91

Literatur

ALTMAN M,.: A fixed point theorem in Banach spaces, Bull,
Acad. Seis 5(1957), 89-92.

CAIN G.L., NASHED M.Z.: Fixed points and stability for
a sum of two operators in locally convex spaces,
Pacific J.Math. 39(1971), 581-592.

HAHN S.: Uber N#herungsl®sungen von nichtlinearen Ope-
ratorengleichungen in topologischen Vektorr&umen,
Wiss. Z. TU Dresden 22(1973), 489-493.

HAHN S.: Zur Leray-Schauder-Theorie in topologischen
Vektorrfumen, Wiss. Z. TU Dresden 24(1975), 375-
378.

HAHN/S., POTTER K.F.: Eine Verallgemeinerung eines Satz-
es von H.H, Schaefer, Wiss, Z. TU Dresden 19(1970),
1383-1385.

HAHN S., POTTER K.F.: Uber Fixpunkte kompakter Abbil=-
dungen in topolcgischen Vektorrfiumen, Studia
Math. 50(1974)’ 1-16.

HAHN S., RIEDRICH T.: Der Abbildungsgrad kompakter Vek-
torfelder in nicht notwendig lokalkonvexen topo-
logischen Vektorr#umen, Wiss., Z. TU Dresden 22
(1973), 37-42.

KELLEY J.L.: General Topology, New York: D.van Nost-
rand Company,1955.

KIEE, V.: Shrinkable neighborhoods in Hausdorff line-
ar spaces, Math. Ann. 141(1960), 281-285.

[10] KIEE V.: Leray-Schauder-theory without local convexi-

ty, Math. Ann, 141(1960), 286-296,

- 438 -



7111 KRASNOSELSKI M.A.: Topological methods in the theory
of nonlinear in.tegral equations, Oxford-London=-
New York-Paris, 1964,

{12] IANDSEERG M. Uber die Fixpunkte kompakter Abbildun-
gen, Math. Ann. 154(1964). 427-431.

{13] IANDSBERG M., RIEDRICH T.: Uber positive Eigenwerte kom-
pakter Abbildungen in topologischen Vektorr#u-
men, Math. Ann. 163(1966—), 50-61.

[14] REEKEN M,: Stability of critical values and isolated
critical continua, Manuscripta Math. 12(1974),
163"193-

{15] RIEDRICH T.: Die Riume IP/0,1) (0<p<1) sind zullssig,
Wiss. Z. TU Dresden 12(1963), 1149-1152.

. [16] RIEDRICH T.: Der Raum S(0,1) ist zul#ssig, Wiss. Z. TU
Dresden 13(1964), 1-6.

[17] RIEDRICH T.: Uber die Stabilit#it positiver Eigenwerte
finiter Abbildungen, Math, Nachr. 41(1969),
301-307- -

[18] RIEDRICH T.: St3rungen nichtlinearer Operatorengleichun=-
gen, Wiss. Schriftenreihe der TH Karl-Marx-Stadt,
1975, 5. TMP Heft 2, 345-350.

[19] RIEDRICH T.: Nonlinear operator equations in topologi-
cal vector spaces, Preprint 07-04-75 TU Dresden,
1975.

[20] RIEDRICH T.: Uber die Stabil‘itat positiver Halbeigen=-
werte kompakter Abbildungen. Erscheint in: Bei-
™
trige zur Numerischen Mathematik 4(1975),179-190.

[21] ROTHE E.: Zur Theorie der topologischen Ordnung und der
Vektorfelder in Banachschen RBumen, Compositio
Math. 5(1937), 177-197.

[22] SCHAUDER J.: Der Fixpunktsatz in Funktionalrfumen, Stu-
dia Math, 2(1930), 171-180.

[23] ZEIDIER E.: Zur Methode der monotonen Minoranten von
i.A., Lrasnoselski, Math. Nachr. 49(1971),69-83.

- 439 -



[24) ZEIDLER E.: Topologischer Existenzbeweis f{ir Kapil-
lar-Schwerewellen, Math. Nachr. 49(1971),
85'990 v

Technische Universit#t Dresden
Sektion Mathematik
Mommsenstr. 13, 8027 Dresden

DDR

(Oblatum 3.2. 1976)

- 440 -



		webmaster@dml.cz
	2012-04-28T00:15:10+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




