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COMMENTATIONES MATHEMATICA.Ш UNIVERSITATIS CAROLINAE 

18,2 (1977Ì 

ЗAMEЧAHИЯ 0 HШQДBИЖHЫX TOЧKAX И COБCTBEHHЫX BEKTOPAX 

ПOЛOЖИTEЛЬҢЫX УШIOTHЯЩИX OГІEPATOPOB 

A.C. ПOTAПOB, T.Я. ПOTAПOBA, B.A. ФИЛИH, Bopoнeж 

Резюме: Вычислен индекс уплотняющего сжатия и рас­
тяжения конуса и установлены теоремы существования нену­
левых неподвижных точек некоторых положительных уплотня­
ющих операторов. Доказана также одна лемма о переопреде-
нии положительных уплотняющих операторов. 

Ключевые слова: Положительные уплотняющие операторы, 
неподвижные точки. 

АМЗ: 47Ш.0, 47Н15 Ве2. 2.: 7.978.5 

Известные теоремы М.А. Красносельского [ Ц о неподвиж­

ных точках операторов, сжимающих или растягивающих конус, 

обобщались многими авторами в различных направлениях. В ра­

ботах [2] - [7] эти результаты переносятся на уплотняющие 

(Г81) (относительно различных мер некомпактности) операто­

ры;. Однако во всех указанных работах на конус или оператор 

накладываются дополнительные (по сравнению с вполне непре­

рывным случаем) требования, обусловленные методикой доказа­

тельства. В настоящей заметке показываете», что эти допол­

нительные требования можно опустить, а доказательства зна­

чительно упростить, если воспользоваться теорией вращения 

уплотняющих векторных полей. Основную роль при этом играют 

простые теоремы 1 и 2 (п. 2), по существу хорошо известные 

для вполне непрерывных, а частично и для уплотняющих опе-
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раторов ([9] - 1123,[14}). В п. 3 мы также показываем, что 

аналогичной методикой легко получаются обобщения некоторнж 

теорен М.А. Красносельского о позитивных собственных значени­

ях вполне непрерывных положительных операторов на случай уплот­

няющих операторов (по поводу таких теорен см. также [2],[13]). 

В последнем 4-м пункте мм доказываем одно утверждение, кото­

рое часто оказывается полезным при исследовании вопроса о не­

подвижных точках положхтельннх уплотняющих операторов. Различ­

ные теоремы о переопределении уплотняющих операторов имеются 

также в работах [4] ,[?3 ,С13.Ь 

1. Предварительные сведения. Пусть В - вещественное 

банахово пространство с конусом К . Обозначим череа 2^1 мно­

жество всех ограниченных подмножеств Е , а через (Д , .6) -

некоторое частично упорядоченное множество (знаком & мы обо­

значаем как частичный порядок в Я) , так и полуупорядоченность 

в В , порождаемую конусом • К. ; это делается во избежание на­

громождения обозначений, из текста ясно, о каком порядке идет 

речь). Мерой некомпактности в В навивается функция У : 

: Ж—*» 3) такая, что ЪГ(&Л) - 1ГСЛ) для любого 

Л € 1Й1 . 

В дальнейшем мы будем рассматривать нерн некомпактности, 

которме обладают некоторнни наборами ив следующих свойств: 

мера некомпактности У : 

»°. монотонна, т.е. из 1-Ц я Л2 следует, что 

ИГС1Ц) <- ПЛ2) ; 

б°. полуаддитивна, т.е. для любнх .Х-Ц., Л2 е ЮЬ 

Ж1Л^иЛг) - т*х-1Г(Л^),У(Л1)\ ; 
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в
0
, инвариантна относительно сдвигов, т.е. 

УГхсВ) У ( Л в 9Л) 1У(х + Л ) . * С Л ) 3 % 

г°. полуоднородна, т.е. 

У(Л € ?Й,оое К*) СУСссЛ) » 1ос1 У (Л) Л ; 

д°. алгебраически полуаддитивна, т.е. 

У(А,,Д
а
с т ) ЕУ(Л

1 +
 Л 2 ) . 4 Г(Л^) + Г (Иг ) Л ; 

е°. отличает некомпактные множества, т.е. если Л не 

относительно компактно, то ^-Г(-П.)4-'ИГ(-{6$); 

ж
0
, множество значений 3> меры не компактности У ли­

нейно упорядочено. 

При формулировке того или иного свойства меры некомпакт­

ности, естествешо, предполагается, что область ее аначений 

2) обладает необходимыми качествами (можно производить ал­

гебраические операции, для любых двух элементов существует их 

верхняя грань и т.д.). 

Заметим, что если мера некомпактности !Г полуаддитивна, 

то она монотонна. 

Пусть А - призвольное множество, М - некоторое под­

множество Б . Оператор А * А к М — * Б называется уплот­

няющим относительно меры некомпактности Ж (или Ж - уплот­

няющим), если для любого ограниченного множества Л е Л! 

множество А (А х Л ) также содержится в $1 и неравенст­

во У [ А ( Л х Л ) ] 2г ЗГСИ) возможно лишь в случае, 

когда -П. относительно компактно (если область значений 3) 

меры некомпактности У линейно упорядочена, то последнее 

условие означает, что 1Г С А ( А х Л)1 «< V (XI) для любого 

не относительно компактного множества Л я М )• Оператор 

А ? Л н М —** В называется ( $ ,У )-ограниченным, если для 

221 



любого ограниченного подмножества ЛёМ А ( А х Л . ) е Ш, 

ж Т С Л С А х - П . ) ! - ^ ^ С Л ) . 

Пусть Т - замкнутое подмножество банахова простран­

ства Е . Обовначим черев II ж 11 соответственно замыкание 

и границу в индуцированной топологии пространства Т откры­

того в Т множества и • Пусть на Ч определен непрернв-

няй уплотняющий относительно монотонной мерм некомпактности 

У оператор А: и —-» Т не имеющий на 11 неподвижных 

точек. Окавывается, что в ©той ситуации можно определить це­

лочисленную характеристику ЪпоЬ С А , и ) (индекс уплотняю­

щего оператора А на И , или вращение векторного пол» 

I - А ), обладающую: основнмми обмчнями свойствами враще­

ния вполне непрерывных векторнмх полей: 

1 Если операторн Ал и А
а
 гомотопны на и относи­

тельно Т , то 

ЬпЛ С А
1
, И ) - ЬгиЛ с А 2 , и) . 

2° Если ЬпЛ СА, Ц ) Ф 0 > то оператор А имеет 

в и хотя бк одну неподвижную точку. 

Ш° Дусть А х ш а, - Тогда? ЬгъсЬ С А у II) » 4 ,еслж 

а, е Ч и Ьпх1 С А, II ) « 0 , если а I и . 

4 Пусть 4 ш
 #
1 ^ и ^ , где Ч^ - открнтке в Т по­

парно непересекающиеся множества, на относительных границах 

котормх нет неподвижных точек. Тогда 

ЪпЛ С А ^ Й ) =»
г
2^ <^1 СА, й ^ ) . 

2. Теоремы об индексах. В дальнейшем черев В Сх
0
, >о) 

обозначается (открытый) шар радиуса л, с центром в точке 

х
0
 , а черев К

Л
 и &^ - соответственно множество 
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В (9,Л/) Л К и (относительная) граница множества К^ 

в К. (очевидно, 5^-т-Сх.хеК, Я х Я » л, ? ). 

Теорема 1. Пусть на К ^ задан У -уплотняющий непре­

рывный положительный оператор А , причем мера некомпактнос­

ти Ж обладает свойствами б°,в
0
,е°,ж

0
. 

Пусть существует ненулевой элемент М0 е К такой, 

что 

(* ) х -*• А х -*- ос Ли0 

при любых ос гь 0, х б ~5
Л
 . Тогда ЬпЖ ( А, К

л
 ) -= 0 * 

Доказательство. Заметим прежде, что в условиях теоре­

мы можно считать, что \\Ль0 II >• л. +• -я*.^ II А х И . Далее, 

х е 5^ 

ив свойств меры некомпактноети ИГ вытекает, что операторы 

АиХ = Ах +• А 0 и А 2 х а Яг0 *Г -уплотняют. Докажем, 

что оператор А гомотопен оператору А2 на Вк относительно 

К • Рассмотрим оператор 
Г А х + 2Л#10 , 0 & Л & у 

С?СЛ,х) - 4 л 

I 2 ( 1 - Л ) А л + Л ь , \** X ** \ 

Очевидно, Сг непрерывен, положителен и б ( 0, • ) я А , 

6(
/
!,*) = А« . Кроме того, (I ИГ -уплотняет (по совокуп­

ности переменных Л , х ). Действительно, пусть Л е Ш- . 

Нетрудно видеть, что 

6 ( С 0 , 4 Э х П ) Б с* С А ( Л ) Ы (А ( Л ) + \ ) 3 I/ 

У со- С А С И ) -г М,0 > ^ 0
 3 

Воспользовавшись свойствами полуаддитивности и инвариант­

ности относительно сдвига меры некомпактности У , а также 

линейной упорядоченности ее области значений, получим: 
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? с б с с о , П х Л ] - ; У С А ( Д ) З < -тел.) -

И, наконец, С (Л,х ) 4* х при х е 5
Л
 и Л с ГО,'!] • 

В самом деле, равенство х -г А х + 2Х Ли0 невозможно по усло­

вию, а х4»2.(4-А)Ах-»- Ль0 в силу выбора Ль0 • Ив 

свойств 1°,3° индекса получаем требуемое. 

Теорема 2. Пусть на .КЛ вадан ЦТ -уплотняющий ( У • ме­

ра некомпактности, обладающая свойствами б
0
,в°,е°,ж

0
) непре­

рывный положительный оператор А , причем 

(**)) А х 4» Л х 

при любых # е 3
Л
 , X >. А . Тогда КАГЪОС С А, К

 Л
 ) » А • 

Доказательство очевидно: в условиях теоремы оператор А 

гомотопен на .3^ относительно К оператору А
3
Х я & . 

3. Теоремы о неподвижных точках и собственных значениях» 

Напомним, что неравенства 

А х 2 х , 1 х 1 « Л , х с Х 

Ах И (4+ е )х , 1 х 1 » И , е > 0 , х е Х 

определяют оператор "сжатия" ( Я > Я ) или "растяжения" 

( Л- > К ) конуса (ИЗ) . 

Ив этих неравенств следует, что, во-первых, для любого 

Яг0 с К С^о * $ ) выполнено условие ( * ) теоремы 1 не 

Вк и, во-вторых, на 5 ^ выполнено условие (ж ж) теоремы 2* 

Но тогда из свойств 4° и 2° индекса и теорем 1 и 2 очевид­

ным образом вытекает следующая 

Теорема 3* Пусть мера некомпактности Ж обладает 

свойствами б ,в°,е ,ж и пусть непрерывный положительный 

Ж -уплотняющий оператор А является "сжатием" или "растя-
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жением" конуса К . Тогда А имеет по крайней мере одну 

ненулевую неподвижную точку. 

Как и в случае вполне непрерывных операторов, индекс 

уплотняющих операторов обладает "устойчивостью" при малых 

возмущениях (см., например, 183)* В частности, если положи­

тельный оператор А: X — > К (̂  , Т )-ограничен, где %«=• \ 

и мера некомпактности Ч удовлетворяет условиям а ,в ,г , 

д°, то линейные операторы А'(9) и А'(со) (проиввод-

ная Фреше в нуле по конусу и сильная асимптотическая произ­

водная по конусу, соответственно; (если они существуют) так­

же ( о̂  , У )-ограничены и при достаточно малых л, 

ЬпА, СА,К
Л
) - 1тлЬ(А'(Ъ),Хк) , 

а при достаточно больших К. 

ЬпЛ (А,К
К
) Ш <опЛ (А' (оо) 9ЖЯ) . 

Используя последнее соображение, нетрудно видеть, что 

ив теорем 1 и 2 вытекает 

Теорема 4. Пусть непрерывный положительный (о^,У)-огра­

ниченный оператор А (А8 *» 9) (<1<<4, У удовлетворяет 

условиям б° - ж ) имеет производную Фреше А' ( Э) по ко­

нусу и сильную асимптотическую проивводную А'С со) по ко­

нусу. Пусть выполняется одна из следующих пар условий: 

1. Оператор А'С со) не имеет позитивных собствен­

ных значений, превосходящих или равных 1. 

г. Оператор А'( 0 ) имеет собственный вектор 

Лъ0еК* А'(9)Я1ь~Л0Яъ0 , где Я
0
 з* А ж 1 не является его 

по-гитивным собственным значением. 

Или 

1*. Оператор А'( 9) не имеет позитивных собствен-

225 



нмх вначений, превосходящих или равных 1. 

2*. Оператор А'(а>) имеет собственный вектор 

\ е К { А'(со ) Лг0 «• Х0 Ль0 , где Я
0
 > 4 и 1 не явля­

ется его позитивным собственным эначением. 

Тогда оператор А имеет в К по крайней мере одну 

ненулевую неподвижную точку. 

Замечание. Нввестно, что условие ЪгиИ (А,К^) ~ О 

обеспечивает существование поаитивного собственного значе­

ния Л, > 4 у оператора А . Поэтому условия А-х Ж" «х * 

х б К , I х I = Л
 ;
 теоремн 3 или условия 2 и 2' теоремы 

4 можно рассматривать как достаточные условия существования 

собственных векторов в конусе у уплотняющего (относительно 

соответствующей меры некомпактности) оператора А • 

4. Лемма о переопределенном операторе. Пусть А : .К—> 

—* К непрерывный положительный ( %,У)-ограниченный опе­

ратор, где У - вещественна* полуаддитивная инвариантная 

относительно сдвига и полуоднородная мера некомпактности. 

Зададим оператор А формулой 

*---!--* (lír « ) . * • - • 
где п. >• 0 - некоторое число. 

Очевидно, А - непрерывный, положительный оператор. 

Лемма. Оператор А является ($, • 6,У^ограниченным 

оператором, где е - произвольное положительное число. 

Доказательство. Пусть II с К - некоторое ограни­

ченное множество ( II х Л --= И , если х е Л. ). Нетрудно ви­

деть, что Я Л также ограничено, поэтому, для доказа­

тельства леммы необходимо проверить, что 
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У С Х Л Д ^ (с^ч-е) У (Л) . (Ложно считать, что УС-4Л.Д Ф 0 .) 

Так как оператор А непрерывен, то для любого % >• О 

существует сГ такое*, что ХИВ(в,сГ)1 с В (А в, ̂  ) • 

Представим множество -0. в виде объединения Л = Л
1
 II -Л.

 2 

где- Л
4
- { х « х в Л , II х И -* <У* $ , Л

а
 - 4х.« х б Л , 

II х И г сГ \ . В силу свойств Ж, Ж 1%Л^ Д «4 

-= 12^Г1-В(8, 4)2 . Возьмем 1̂  настолько маленьким, чтоб» 

^.?[В(8,03 было меньше У п Х л ! и по нему выберем 

соответствующее сГ . Тогда 

ТСЯлД ^тусис 1 Г СХп^ 1, Г IX И2 2 } - У Г А Л 2 Д . 

Поэтому для доказательства леммы достаточно проверить, что 

*сХ11аз * Ц + е ) у / т 2 д . 

Раэобьем отревок € сГу К Д точками сГ-=г п*л < д, 2 -с л3-с... 

... л, а К таким образом, что *"*"* & —-г— . Тогда 
^* -Чт • О 

%~.Е?4 *** > г д е 

о>г е -Сх : х € .Яа,л.^* Их II* л ^ ? , - 1 - 4 , 2 , . . . , /к - 1 . 

Заметим теперь, что если множество -0.2 представлено в 

виде объединения конечного числа множеств И 2 «•* У сэ>^ , то, 

в силу полуаддитивности ЦТ для доказательства последнего не­

равенства достаточно установить, что для любого л* 

Т С А ^ З * ( 4 + е ) У Са^Д . 

Введем в рассмотрение следующие множества 

4 Я 

СО. ш - — < У . , 
*. '-І 

а также множества 
I./ 

CO, "л^A^l • 

2 «*-* 
C*^» sяr • ^ л Ł > 

, X € CD^ í , 

^ i 5 " ^ ^ A ^ ^ > 
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Нетрудно видеть, что о>. з сиг {со* и со. ? и 

<а* е Со*-С со* о й ) ? ? , 

Теперь, воспользовавшись свойствами мерм некомпактности 

У и ( ^ , У)-ограниченностью А получаем 

У С Х о ь ] - УСо|3-*- тии^ЯГСоа? .3, УГо>?11 -

* *.±±1 о л.ии; -(УСсо, .1, ГСоЗ 3 5 -

« ±й±1 ^ ТСса43 -4 Се* е)ИГС^З . 

Лемма докааана. 

Замечание. Если оператор А является ^Г-уплотняжщим, 

то аналогичным приемом можно доказать, что переопределенный 

оператор А также будет ИГ-уплотнять ( !Г - мера некомпакт­

ности со свойствами, перечисленными в начале п. 4). 

Авторы искренне благодарны В.Н. Садовскому за советы и 

полезное обсуждение этой статьи. 

Примечание (2.2. 1977). Когда статья была уже в редак­

ции, авторам стали известны (еще неопубликованные) результа­

ты Й. Данеша, в которых, в частности, аналогичной методикой 

получаются обобщения теорем М.А. Красносельского о сжатии и 

растяжении конуса и содержатся некоторые утверждения этой 

статьи. 
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