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æMMENTATIONES MATHEMATICAI UNIV.ШSITATIS CAROLIIШC 

18,2 (1977) 

PAДЦKAЛЫ KQДЩ C ЙHBOJUQЦИEЙ. 1. 

Kaтapинft CAЛABOBA, Bpaтиcлaвa 

Резюме: в 17.) были перенесены в теорию категорий резуль­
тат» общеТПтеории радикалов и алгебр. Категория колец с ин­
волюцией % является достаточно "хорошей" и в ней удается 
развить теорию радикалов в смысле Г 73• Специальные и наднидь-
потентные радикалы могут быть определены в любой достаточно 
"хорошей

11
 категории. Выяснено, что в категории &* они могут 

быть охарактеризованы так же, как и в категории колец с инво­
люцией % . Но между радикалами в категории колец & и в ка-
тегоии колец с инволюцией &* есть и существенные различия. 
Так, например, полупростой класс колец может не быть эамкну-
тым относительно * - идеалов. 

Ключевые слова: Инволюция, категория колец с инволюцией, 
ж - идеал, симметрические элементы, кососиммметрические эле­
менты, радикал. 

АМ : 16А21 Реф. Ж.: 2.723.211 

О* Обозначения. Будем рассматривать категорию колец с 

инволюцией Я * . Объектами этой категории считаем ассоциатив­

ные кольца с инволюцией, т.е. антиавтоморфизмом порядка два. 

Морфиэмами в этой категории считаем ж - гомоморфизмы, т.е. 

такой гомоморфизм <р , что для любого х е А , <$>(**) * (ср(х))*'. 

Множество I будем называть ж - идеалом, если 1-идеал м 

I*« I Элемент .х кольца с инволюцией А называется сим­

метрическим (кососимметрическим), если х*=«х (\х* » -.х),Еслн 

I - Ж - идеал, то инволюция на кольце А индуцирует инволю­

цию на фактор-кольце А Д « Категория колец с инволюцией удо-
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влетворяет аксиомам 1 - 7 ив работы [73 и поэтому в ней мож­

но ввести понятие радикала следующим обраэом. Пусть л> -

проиэвольное свойство колец с инволюцией. Множество 1 будем 

навивать Л - * - идеалом, естлн I - * - идеал и кольцо, 

обладающие свойством л> . Черев л> (А) обовначим сумму всех 

/Ь - ж - идеалов кольца А . В категории колец с инволюцией 

Л* определен радикал л> , если выполнены условия: 

К*Ч « Всякий Ж -гомоморфный образ А> -кольца есть А> -

кольцо ̂_ 

Я.%* м(А) является Л> - % -идеалом для всякого кольца 

А , 

&*Э. (л> А/ /д,)* 0 для любого кольца А . 

!• Несколько примеров. Будем говорить, что радикал в 

категории & замкнут относительно инволюции, если (л> (А))*с-

5 Л»(А) для любого кольца с инволюцией А • Радикал Джекоб-

сон», первичный радикал, ниль радикал Кете, антипростой ради­

кал, радикал Врауна-Маккоя, замкнуты относительно инволюции. 

Пример 1,1, Существует радикал в категории «Я̂  , который 

не вамкнут относительно инволюции. Пусть А - простое кольцо 

с единицей, нетерово слева, но не справа (см, С 6]). Пусть 

Бзд это верхний радикал в категории & . определенный клас­

сом 'Ш' 9 состоящим не одного кольца А . Рассмотрим кольцо 

А ф А ° С инволюцией (й/,^)*- (%ои), где А
0
 кольво, анти-

иэоморфное кольцу А • Тогда (0,А°) <= 5 ^ ( А Ф А ° ) , но 

(А,0) $ ВШСАФА°) , так как Вт <А,0) - 0 . 

Определение 1,2. В категории колец с инволюцией /&* 

можно определить верхний радикал следующим обраэом (см. 173). 
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Пусть Ш> - произвольный класс колец с инволюцией, удовлет­

воряющий требованию: 

II* ) Если кольцо А с инволюцией принадлежит классу 971 

и В ненулевой * - идеал в кольце А , то существует такой 

* -идеал I в В , что 1 4» В и ВД « Ш. Кольцо А с инволю­

цией называется &^ -кольцом, если А не отображается * -

гомоморфно на ненулевые колы а из класса %1 . 

Предложение 1.3» Свойство &ш является радикальным 

свойством в категории %* • 

Доказательство дано в 173 для любой "хорошей" категории. 

Следующий пример показывает, насколько радикал кольца с инво­

люцией зависит от инволюции на кольце. 

Пример 1.4. Пусть Т - поле с тривиальной инволюцией, 

т.е. х * « х для всех х е Р, &$Я, - верхний радикал в Л*, опре­

деленный классом, состоящим из одного поля Р . Рассмотрим 

кольцо Р ф р с инволюцией Са,^")*» (&,&,) .Тогда 5^(РфР)=г 

= ?Ф? . Рассмотрим на кольце Р ф Р тривиальную инволюцию. 

Тогда &т ( Р Ф Р ) * 0 . 

Перейдем теперь к построению примера радикала в категории 

%* , для которого класс полупростых колец не замкнут относи­

тельно ж - идеалов. 

Определение 1.5. Обозначим через "И0 (А)г ТГА)иЖА ) -

подкольцо кольца А , порожденное множеством Т(А)иЖА),где 

ЖА) « 1 х х * | х 6 А \ и Т(А) . 4 . х + х * | х € А \ . 

Замечание 1.6. Если А - *с - подкольцо кольца В > то 

и0СА) Я и 0 с в ь 

Замечание 1.7. Пусть ср - *. - гомоморфизм кольца А 

на кольцо В . Тогда у ( Ц
0
( А ) ) с и

о
( В ) . 
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Будем говорить, что кольцо А обладает свойством со , 

тогда и только тогда, когда Щ (А) = А . 

Теорема 1.8. Свойство со является радикальным в кате-

горжж &* . 

Доказательство. Выполнение свойства К* 4 следует не­

посредственно иа замечания 1.7. К* 2 , со (А)-= % 1д , где 

1^ - .%. -идеалы в кольце А такие, что И^ (1̂ .)-* 1^ .По­

кажем, что ЩСсоСА))» со (А) , Пусть хесо(А). Тогд* ос** гл+<~ 

••• + ̂ т. У
 г д е

 ^ € *3- в ̂  С1
3"^ - ^о ̂  ^ ) ) • Таким обра­

зом, х е 11
0
Со)СА)) . Осталось покавать, что

 с0\^/сл(^)) ж ®' 

Пусть существует * - идеал I/ ,.. такой, что ̂ (З^СА))* 

в
 % С А ) '

 Т о г д
*

 Х/ыМ ' ̂ ( ^ ( А > ) - ^ - >
+
* " & < А > '

С л в д о
-

вательно, Т1
0
С1) + й>СА) * I . Но I з со СА)

 ?
 т.е. I/ « 

-И
0
(1/ ^д^«ги

о
(1)+си(А)/ /.. .Таким образом, I * 1Х

0
 С1). Отсю­

да следует, что I ~ со С А) -

Теперь покажем, что класс со - полупростых колец не 

замкнут относительно ж -идеалов. 

Пример 1.9, Пусть А - поле рациональных чисел. Рас­

смотрим кольцо ФГ^З с инволюцией щ.* ** ~ л^ и кольцо 

АшсЗС/и-З/ ̂ . с индуцированной инволюцией. Любой элементов 

б А можно однозначно записать в виде -̂» а.
0
+а^+а^+о^/м? • 

Рассмотрим множества 2# - * а,
д
/̂ ?4- а ^ ^ | а^, а>

3
 б й } и Ъс » 

ж
 ** ^а.^ 1 а^ е б» } . Тогда 2 - * - идеал в А , а 2.

0
 -

Ж - идеал в кольце 2 . Но И
0
( 2

о
) в 2

0
 .Таким образом, 

&(Ъ) + 0, но а(А) • 0 • 

2 * * - первичные идеалы и модули 
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Определение 2.1. Кольцо с инволюцией А называется 

Ж - первичным, если для любых двух ж -идеалов В и С 

кольца А иа ВС * О следует, что либо В» 0, либо С * 0 • 

Предложение 2,2. Кольцо А - Ж -первично тогда и толь­

ко тогда, когда иэ с А # ж с А & * ** 0 следует, что либо с = 

* 0 либо кг « 0 -

Замечание 2,3. Любое первичное кольцо Ж -первично. 

Пусть Р -поле, А » Р Ф Р с инволюцией (а,4И* « С^а)*Тогда 

А - Ж -первичное, но не первичное кольцо. 

Определение 2.4. А - модуль М называется первичным, 

если МА Ф 0 и иэ равенства хВ » 0
 7
 где х € М и В -

идеал в А , следует, что либо х » 0 , либо В г А-тиъдСМ)« 

М х е А |Мх • 01 . 
Определение 2.5. Назовем Ж - аннулятором множество 

Ап/Пд СМ)-**х|х€ А, М* « М х * » 0} . Если Апъ\(М) ж 0 , то 

М называется ж -точным А -модулем. Если МА =» 0 , то М 

- тривиальный модуль. 

Определение 2.6. Пусть А - кольцо с инволюцией. А -

модуль М называется Ж -первичным, если М А + 0 и иэ ра­

венства хВ ** 0 , где х с М и В - Ж -идеал в кольце А 9 

следует, что либо х * 0 , либо В Я Ап^дСМ) • 

Замечание 2,7. Любой первичный модуль над кольцом с ин­

волюцией является Ж - первичным модулем. Кольцо из замеча­

ния 2.3, рассматриваемое как правый А -модуль, служит приме­

ром Ж -первичного, но не первичного модуля. 

Лемма 2,8. Кольцо А является Ж -первичным тогда и 

только тогда, когда существует Ж -точный, Ж -первичный А -

модуль. 
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Доказательство. Пусть кольцо А - Ж -первхчно, тогда 

по теореме в ив 1.4 3 существует такой первичный идеал Р в 

кольце А , что Рп Р * * 0 . Ввиду предложенхя 5 иэ 12 3, сущест­

вует первичный А -ыодуль .М такой, что Р«Ап/яд.(М) ,т.е. М 

является * -точным ж -первичным А -модулем. Пусть теперь 

кольцо А обладает * -точным, ж -первичным А -модулем М . 

Предположим, что СВ - 0 х С Ф 0 , где С к Ъ - * - идеалы 

кольца А . Если О ф х е М , то х С Ф 0 • Воаьмем ОФ^елС • 

Тогда ^ » з с с , где с е С к ^ Р е (*С)1) «. 0 . Следователь­

но, 3 ш 0 . 

Лемма 2.9. Еслх В -ненулевой * -идеал в кольце А х 

В - * -первичное кольцо, то АпцЪ -Ж - первичный идеал 

в А . " * * 

Доказательство. Во первых, АлмиЪ 4= А . Во вторых, пусть 

С и I) - также Ж -идеалы кольца А , что СР с Апт>лЪ . Ив 

* - первичности кольца В и равенства (ВСВ) (ВИВ) • 0, сле­

дует, что либо ВСВ * 0 , либо ВЗ)В *- 0 . Пусть ВСВ в 0, 

но СВ * 0 . Тогда существуем 0 4* о1 с СВ й В . Если # е В , 

то ЛгВс1» А-*Вс1 • 0 • Я) предложения 2.2 следует, что Ьт О, 

т.е. В т 0 . Получили противоречие. Следовательно, С В -= 0 # 

Аналогично, В С » 0 , т.е. С Е АТУП^В . 

Лемма 2.10. Пусть В - Ж - идеал кольца А , С - ж -

идеал кольца В , В Л - полупервичное кольцо. Тогда С * 

* - идеал в кольце А • 

Доказательство. Так как кольцо В Л* не содержит нену­

левых ихльпотентных идеалов, то на /АС + СЛ ) » 0 , следу­

ет, что АС с С . Аналогично, СА с С • 

Лемма 2.11. Если М - Ж -первичный А -модуль, и 
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Р - * -идеал кольца А такой, что Р 5 Апп^(Ж) , то при 

композиции х ( а , + Р ) « ха* .М является * - первичным 

А/р - модулем и имеет место равенство: 

(1) кт^А, (М) • к<пт% СМ)/р • 

Если М - # - первичный А/р -модуль, где Р - * -

идеал в А , то при композиции ха, » х (а, + Р ) получаем, 

что М является * -первичным А -модулем и имеет место 

(1). 

Лемма 2*12» Пусть I - * - идеал в кольце В , В -

* - идеал в кольце А . Тогда 1д * 1^А ̂  , где *(А,*) ~
н
*

и
* 

меньший Ж -идеал в кольце А , порожденный множеством I , и 

1д - наименьший идеал в кольце А , порожденный множеством 

I . Следовательно, 1*д % е I . 

Лемма 2.13. Если М - # - первичный А -модуль и В 

такой ж -идеал в кольце А , что М В Ф 0, то -М является 

Ж - первичным В - модулем. 

Доказательство* Пусть х1 » 0 , где О Ф х € .М и 

1 - * - идеал в кольце В . в силу леммы 2.12,1^ ̂  е Ь 

Поэтому х I?* .. ч * 0 . Пусть <пг - наименьшее ив чисел 

44, 2,3 } 9 удовлетворяющих равенству х -СТ-^ -* 0 • Если 

/щ- ж 4 , то, в силу * - первичности А - модуля М , 

*(А )*Аля$СМ). Но так как I & 1
( А
 ̂  , то I & кпп% СМ)пВ» 

« Ап-п^СМ)» Если же т. > 4 , то пусть 0 * ̂ € х 1^"^) • Тог­

да /о. » хс,, , где
 с
1 € ^ " ^ ) . Следовательно, п^1^^ш 

-» хс,, 1/д ф) Е х 1ц
> ж
) * 0 * Отсюда, как и выше, полу­

чаем, что I еАчгпЗ! С М ) . Итак, М - * - первичный В -

модуль. 
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Демма 2.14. Еслж М - * - первичный В -модуль, где 

В ~ *. -идеал кольца А , то МВ является ;* - первичным 

А - модулем, причем Ат^ СМ) » Апп% СМВ) л В . 

Доказательство. Покажем сначала, что МВ можжо рас­

сматривать как А - модуль. Пусть а е А к х е МВ , т.е. 

* * ^4%*% 1 ГД* 1*4. 6 -^ 1 ^.1 е В • Положжм х а » .8^ С&а-). 

Проверим, что К0МП08МЦМШ определена корректно. Пусть х » 
ж ?^*^Л^ > г * # ^ « М , ^ б В , Если ^ - произвольжый эле­

мент кольца В , то (2>ф±<Я%а>Ш* &<&*, (&±а,Лг1 » 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ &ъ$.(&уь)) & . 

Так как МВ Ф 0 , т*е* В .ф А п ^ СМ) , то на (-8/^. ( ^ а ) -

- 22г^.С^а))В» 0, ввиду * - первичности В - модуля М , сле­

дует, что 2 / ^ С-б^а)» .38«^(^а). Ясно, что относительно вве-

дожжой композиции МВ будет А - модулем. Докажем теперь, 

что МВ будет * - первжчнмм А - модулем. Пусть ОФХ € 

с МВ ж х I * 0 , 1»д# х - * - идеал в кольце А . Так как 

* 1 В 5 » 1 А б х 1 - 0 н х В 1 в * А 1 * * 1 . О , то хС1В + В 1 ) -

« 0 . Но 1В + В1 является ж - идеалом в В . Следователь­

но, так как х 4* 0 } * 0 ввжду * - первичности В -модуле М , 

1В + В1 Б А*/л* СМ) , т.е. О * М СВ1)» СМВ ) I жлж 

I 5 Ап-^дСМВ) , ц 0 « а к как. I - * - идеал, то I * А<ппд СМВ). 

Покажем, что Атиг% ( М ) ш Аъп\ СМВ) п В (отсюда, в част­

ности, еледует, ч*0 ^МВ)А + 0 ) . Пусть *> € Ап/п* СМ), т.е. 

_Щг т М*У* • 0 . * 0 Г д а ЖЪ& я 0 ж цъь* ж 0 . Следователь-

жо^ А ^ С М ) в АП и* ( А 1 В ) А Б # Пусть ^ е А ^ я | С М В ) л В . 

Тогда М В * * М В * * т 0 ф По лвмме 2.11, х ! * 0 , где I -
ш В Д г т * СМ) » ° + х е -М . пусть 0 - ? ^ с . х Ь . 

Тогда ^ С * { д > ж > ^ 0 # Следовательно, # . О , т.е.^еАтт*(М). 
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3. Наднильпотентние радикали в &*
#
 Пусть Ж класс ко­

лец. Идеал В кольца А назовем Ш -идеалом, если А/$ -

ненулевое кольцо иэ класса Ш , Категория колец с инволюцией 

удовлетворяет аксиомам 1 - ? ив С73 и поэтому в вей можно ввес­

ти понятие иаднильпотентного радикала* 

Определение 3,1» Под маднильпотентним радикалом в кате­

гории Я* будем понимать верхний радикал &зд
 в

 категории 

Я,*, где Ш класс колец с инволюцией, удовлетворяющий свойст­

вам: 

3*1) Если Ш - * - идеал С кольца А не содержит 

ж-идеал Ъ кольца А. | ])» С л ̂  ^ то Ъ есть Я! - ** -

идеал кольца В $ 

5*2') Вели В - ненулевой # - идеал кольца А , С -

ТУС - Ж - идеал кольца В , то существует Ш - # - идеал В 

кольца А такой, что 1 л В ? С . 

Класс колец с инволюцией Ш , удовлетворяющий условиям 

3*4 и 5*2' навивается! ж - слабо епециальнмм классом колец. 

Рассмотрим условия: 

*э*3') Все кольца на класса Ш полупервмчнн; 

5*4) Всякий ненулевой ж -идеал кольца на класса VI 

принадлежит классу Ш> ; 

3*5') Если ненулевое кольцо В , принадлежащее классу 

7/1 , является М - идеалом кольца А , причем А П Л А В * 0, то 

ке Ш . 
Теорема 3,2, Следующие группе условий эквивалентнн: 

1) 5*4 , 5*2' > 

г) 5*3', 5*4-, 5*5' , 

Доказательство, 5*4 «---> 5*4- • Пусть В -ненулевой # -идеал 
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в кольце А е Ш у т . е . О есть ЪУ1 - * - идеал в кольце 

А • Ив 5*4 следует, что 0 - В п Я есть 3& - * - идеал 

в Б , т . е . В е Ж > 

5*4. =-с> 5 * 4 . Пусть С есть Я# - # - идеал в кольце 

А и * - идеал С не содержит *. - идеал В кольца А . 

Тогда О ф М в ^ Б + С / 3 . = А/с € <Ж . Из 5*4 следует, 

что В/^Л^ € Я& , т . е . С л В - ^ 1 - * - идеал в кольце В . 

5**2. -*-*> 5 * 5 ' • Так как 0 - ЯЙ* - * • идеал в кольце 

В , то существует Ж* М - идеал С такой, что В л С =» 0 -

Тогда С Б кгиьрЪ я 0 , Следовательно, А € 191 * 

Покажем теперь, что все кольца в классе Ш полупервич-

нм. Допустим противное, т . е . что слабо * -специальный класс 

содержит не полупервичное кольцо. Тогда класс Ш содержит и 

ненулевые кольца с нулевмм умножением. Пусть А одно из них. 

Рассмотрим два случая: ас) в кольце А существует ненулевой 

симметрический экемент 1г ; (I) в кольце А существует нену­

левой кососимметрический элемент АУ • Всегда имеет место одна 

хз этих возможностей. Группа 2-гг будет * - идеалом в коль­

це А . Поэтому %1Г € Ш> . Пусть 2 « 2/л . Тогда по-

лучаем, что 2 - кольцо с единицей. Рассмотрим на кольце 2 

нулевое умножение и обозначим это кольцо %° . В случае ос ) 

на кольце 2 ° рассмотрим тривиальную инволюцию, тогда 2.°-Э& %* 

х 2 ° е /Ю(1 0 в случав /3 ) ка кольце 2 ° рассмотрим инволю-

циж* ( » ) * ' . » - % . В этом случае также 2 ° * 2,1? ж 2>* е Ш . 

Построхм кольцо К » { ( о с , (5, у ) | 5 с , ^ ; Т € ^ $ , опре­

деляя операции сложения покомпонентно, а умножения по правилу 

Нетрудно видеть, что К - ассоциативное, коммутативное коль­

цо и К*1'* 0 . А именно, если М, ж (4.3,0) , то к1» ( 0,Т, 5 ) , 
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Л 3 - (0, 5, 7) 1 * * . 0 , Ясно, что К. » 2.Ж + 2.&%2&5 и 

К * <Л^> - однопорожденное ассоциативное коммутативное 

кольцо с определяющими соотношениями М/ ш 0, сГА, « 0 для 

любого сГе Ат̂ ть̂ ^ • ^ случае об ) на К рассмотрим триви­

альную инволюцию. В случае /3): .&*« - <0е . ф 

Положим В * 2»М* +7*М, и С * 2 4 « Ясно, что в случае 

ее) и (3) В - # - идеал кольца К , С - * - идеал коль­

ца В и В /Л -в 2 ° , Между тем кольцо С не является * -

идеалом кольца К . Получили противоречие. 

Осталось покаэать, что &*Ъ и 5 * 5 ' влечет 5*2'. Сна­

чала заметим, что если I - ненулевой * - идеал в кольце А 

и I с Ш ) Т 0 А/ уй Ш. Пусть В - * - идеал кольца А, 

С - # - идеал кольца В , причем ВЛ - ненулевое кольцо 

ив класса Ш • Ввиду леммы 2.10, С - Ж - идеал кольца А • 

Заметим, что А/п/*д/ (В/^)* (С.В)/^ , где (С/ В) » 

«Ча | а € А, е В 5 С , Во* в С К Следовательно, 

•̂/(С - В) с ®^ ' Я с н 0» Ч т о ^ { В ) л Б - С , т.е. выполнено 

условие В*2' . 

Определение 3.3. Радикал /Ь в категории Л5*6 назовем 

наследственным, если любой * - идеал /ь - радикального коль­

ца /* - радикален. Радикал Л> в категории Я* назовем иде­

ально наследственным, если л ( 1 ) « 1 л л (А) для любого 

* - идеала 1 кольца* А . 

Предложение 3.4. Пусть 4> - радикал в Я * такой, что 

все нильпотентные кольца радикальны. Тогда /» - наследствен­

ный радикал в %* тогда и только тогда, когда л - идеально 

наследственный радикал. 

Доказательство. Пусть & - наследственный радикал в 

Я* • Ввиду предложения 2.1 ив 17.3 достаточно показать, что 
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любой # - хдеал Р /9 - полупр остого кодьца А /ъ - по­

лупрост. Пусть й - ненулевой * - идеал в кольце Р такой, 

что />(&)-» % . Тогда РФР - * - хдеал в кольце 6} х в 

кольце А . Такхм образом, Р$р ж 0 . Положим 1^«-1х|х е 

*Р,РхР » 0? , Тогда Р
0
 - ж - идеал в кольце А , Р

0
* * 

в 0, ф & Р
а
 . Такхм образом, 4»(Р

0
)ж^,й8 /о - полупроето-

V* кодьц* А следует, что % » 0 к в яг 0. Получхлх про-

тиворвчив. Следовательно, /Ь СР) » 0 . 

Предложение 3*5» Радикал /о в категории Л * являете* 

хаднильпотеитным тогда х только тогда, когда выполнены усло­

вия! 

1) л> наследственный радикал; 2) любое нильпотеитное коль­

цо е инволюцией радикально. 

Докавательство. Пусть л - хаднидьпотентнмй радикал, 

т.е. ь т &ф, , где ЗА - # - слабо специальный класс колец. 

Тогда: 1) если В - * - хдеал кольца А , С - * - хдеал 

код*** В , причем 0 4* В/- е 3&,т«е* Ву» СЪ) ф 3 , то сущест­

вует #1 - # - хдеал кодьца А такой, что 1> пЗ * С , т.е. 

5
Ж СА) Ф А | 

2) так как все кодьца ив класса 191 не содержат ненуле­

вые* нвльпотеитных идеалов, то все нильпотентные кольца хе 

отображаются Ж - гомоморфно на ненулевые кодьца ив класса 

Пусть А> - радикал в категории %* , удовлетворяющий 

свойствам 1) к 2). Подожхм Ш ** < А |Ае Я*9 /ь<А)*- 0 } , тог­

да Л> « 5зд . Учитывая предложение 3.2 легко проверить, что 

класс Я# - * - слабо специальный. 

4. Специальные радикалы в Л* 
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Одределание 4.1. Под специальным радикалом в категория 

>̂* будем понимать верхний радикал 5 ^ в категории Л* ? 

-\ц
в
 Ш, класс колец с инволюцией, удовлетворяющий свойствам 

5*1 н 5*2 

5*2) Бели В - ненулевой Ж - идеал кольца А , Ъ -

Щ, - * - идеал кольца Ъ , то существует единственный Ш -

-к - идеал С кольца А такой, что С п В =- Л) . 

Класс колец с инволюцией 7&1 , удовлетворяющий услови­

ем 5*4,5*2 называется * - специальным классом колец. 

Рассмотрим условие: .5*5) Если I - ненулевой * -иде­

ал в * - первичном кольце А принадлежит классу 7#1 , то н 

А е Ж . 

Теорема 4.2. Следующие группы условий эквивалентны: 

1) 5*4, 5*2 .; 

2) 5*3, 5*4, 5*5 . 

Докавательство. Эквивалентность условий 5*4 и 5*4 была 

показана в теореме 3.2. Импликация 5*.2 ==-=> 5*5 доказывается 

также как и в 3.2. Теперь покажем, что в классе ЗА , удовлет­

ворявшем условиям 5*4 и 5*2 все кольца * - первичны. Пусть 

существует в классе Ш кольцо А такое, что А не * -пер­

вично. Из теоремы: 3.2 следует, что кольцо А полупервично. 

Таким образом, в кольце А существуют * -идеале 0̂  ., ̂
2
 та­

кие, что Я| л Я
а
 » 0 . Пусть Ф » 4У | V п Я, » 0 , V - * -

идеал в А , V 2 Ой ? . Множество &• индуктивно. По лемме 

Цорна существует максимальный элемент Р . Ясно, что Я, # Я& . 

Таким образом, 0 -ЗА - идеал в кольце А и Э^ . Покажем, 

что ? - ЗА - ж - идеал в кольце А . По свойству 5*2 су­

ществует ЗА - *: - идеал К/р в кольце А/р такой, что 

2, • Р/̂> л К/р ш 0 . Ввиду максимальности * - идеала Р , 
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К т ? и А/« й Ш. . Итак, 0 - Ш - ж - идеал в Я| э 

О - Ж - * - идеал в кольце А , Р - ЧЙ - # - идеал в 

кольце А и О л ^ * Р п Х | . = - 0 # Получили противоречив. 

Осталось показать, что 3*3 и 5*5" влечет 5*2 . При 

помощи леммы 2.9 легко показать, что если I - # - идеал 

кольца А и I € Ш , то А А + € Ш # пусть В - ненуле­

вой Ж - идеал кольца А и В - 'ЗЙ - * - идеал кольца В . 

Так как В/^ - # - первичное кольцо, то по лемме 2.10, В -

* - идеал кольца А . Ясно, что С В : В ) » 4 * € А | х В . в З ) , 

В * в В } * - идеал в А , Но А-пли/ (В/гЛ л ЗА, ш 

-СВ^В)/^ п В / ^ в 0 , иначе СВ:В) А В - ^ , 

Пусть существует Р - Ш> - ж - идеал в А такой, что 

Р о В * В . Тогда РВ в В и В Р в В } т . е . Р с ( В * В ) д . 

Наоборот, так как В Ф В , т о Р ф В . Ив # - первичности 

идеала Р и включений В ( Э * В ) д € ( В : В ) д А В -» В -» Р 

получаем, что С В : В ) д Е Р . Таким образом, Р * ( В ; В ) д • 

Замечание 4 . 3 . В 17 3 построен пример наднильпотентного 

радикала в % , не являющегося специальным. Легко показать, 

что этот радикал замкнут относительно инволюции, т . е . являет­

ся наднильпотентным, но не специальным в Я * . 
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