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ОО.ММЕ.НТАТ10КЕ8 МАТ НЕМАН САВ Ш1УЕЕ31ТАТ1$ СДВОЫЫАЕ 

18,3 С1977) 

РАДИКАЛЫ КОЛЕЦ С ИНВОЛЮЦИЕЙ. 2 

Катарина САЛАВОВА, Братислава 

Резюме: Статья является продолжением 1юЗ. В 11} было 
показано, что радикал в категории всех ассоциативных колец 
&- может быть описан внешним образом на языке модулей. Пока
зано, что и в категории колец с инволюцией %"* это так. 

Ключевые слова: Инволюция, категория колец с инволю
цией, * -идеал, симметрические элементы, радикал. 

АМ5 : 16А21 Реф. Ж.: 2.723.211 

О. Обозначения. Будем рассматривать категорию колец с 

инволюцией %* . Объектами этой категории считаем ассоциа

тивные кольца с инволюцией, т.е. антиавтоморфизмом порядка 

два. Морфизмами в этой категории считаем X - гомоморфизмы, 

т.е. такой гомоморфизм ср , что для любого х е А , <#> (х*)-* 

« (срСх))* , Множество I будем называть # - идеалом, 

если I - идеал и I* * 1 , Элемент х кольца с инволюцией 

А называется симметрическим (кососимметрическим), если 

.у*» х (х*« -х),Если I- * - идеал, то инволюция на кольце 

А индуцирует инволюцию на фактор-кольце А Д . Категория 

колец с инволюцией &* удовлетворяет аксиомам 1 - 7 из рабо

ты [7] и поэтому в ней можно ввести понятие радикала следу

ющим образом. Пусть /ъ - произвольное св-ойство колец с инво

люцией. Множество I будем называть /Ь - # - идеалом, если 

I - * - идеал в кольцо, обладающие свойством /Ь . Черев 
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/о С А) обозначим сумму всех /6 - <* - идеалов кольца А • 

В категории колец с инволюцией Я> определен радикал Л» ., 

если выполнены условия: 

.Я*1. Всякий * -гомоморфный образ А> -кольца есть 

Л> -кольцо; 

В* 2. Л>(А) является Ь - # -идеалом для всякого коль

ца А ; 

К*3. ^(А//д\] =* 0 для любого кольца А . 

5. Модулы и радикалы в Л * . В [13 было показано, что 

радикал в категории всех ассоциативных колец Л может быть 

описан внешним образом на языке модулей. Покажем, что и в 

категории & * это так. 

Пусть А - произвольное кольцо с инволюцией. Под А -

модулем будем понимать правый А - модуль. Пусть 2 ? ^ *) -

произвольный класс А - модулей над кольцом с инволюцией А. 

Ж - ядром класса 23/д * называется пересечение 

К г * 2 ^ .* ЛА1т][ С М ) ,, где .М е 2.^ ̂
 #
 Если 2 ^ д

у
* )

в
 $> 

то считаем, что Клн/ 25/д ч • А , Если К ^ -22^
 ч
 « 0 , то 

%/А
 ж
ч называв!ся Ж -точным классом А - модулей. 

Пусть каждому кольцу с инволюцией А поставлен в соот

ветствие некоторый класс -*§(д
 А
\ нетривиальных А - моду

лей (может быть и пустой), и пусть 22-< - класс всех <-2<^^)' 

где А пробегает класс ассоциативных колец с инволюцией. 

Определение 5»1# Класс модулей 2 ^ назовем % - общим 

классом модулей, если выполнены условия: 

М* 1) Если В - * - идеал в кольце с инволюцией А 9 

то из М € -5/д/ ^\ следует, что М € 2 ^ ч $ 
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М*2) Если В - # - идеал в кольце с инволюцией А , 

то из М е 2и,А . и В с Атм^(М) следует, что 
(А,*) А 

М е *(А/-,.*} » 

М* 3) Если класс 2 ^ ч - Ж - точен, то 

-Е̂ и ̂ чФ 0 для любого ненулевого # - идеала В кольца 

с инволюцией А \ 

М*4) Если _5/« ч 4» 0 Для любого ненулевого * -

идеала кольца А , то класс *̂ (А ж) ~ * " точен. 

Замечание 5.2. Класс неприводимых модулей над кольца

ми с инволюцией является # - общим. 

Определение 5.3. Пусть 2 ^ - * - общий класс моду

лей. Тогда -2^- радикалом 31(21 А) кольца А нааовем 

# - ядро класса -.5^ ^ , т.е. Л С Т*ч , А) « Ул>о %(А$Ж) т 

* П4Апл1^ СМ) | М с Ж^д ^ч . Отметим, что К(.Е
#
,А) - * -

идеал кольца А . Если -Е/д ч * 0 , то кольцо А назовем %%~ 

радикальным. Если класс 22(д
 ж
) - # - точен, т.е. 

ЯС2!|^,А)= 0, то кольцо А назовем 22^ - полупростым. 

Заметим, что кольцо А будет .Й^ -радикальным тогда и толь

ко тогда, когда А е- Я С - Й ^ А ) -

Предложение 5.4. ж - гомоморфный обраэ 21^ - ради

кального кольца с инволюцией является 2ь*- радикальным коль

цом. 

Предложение 5.5. Если В такой * - идеал кольца А , 

что В б И С 8
# ?

А ) , то ЯГ-Й*, А/
в
) » К(2*„УЛ)/3 . 

Доказательство. Если -?/д ) - 0 , то в силу аксиомы 

Л 1
*

1 а
(А/

в
,*) - * . *'••• Я ( - Е . , , Л / Э ) . А

4 -

а ЯС2.^,А)/« . Если же 2Й., * # 0 , то из включений 

В йЯС^АЭ-бАп/п^ СМ) и условий М*1, М* 2 получаем, 
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что Ж Е * , ' В ) - П < А ^ | ^ С М ) | Я е %(А/Ъ,х) $ = 

~(П4Аг^*Ш))Ме %(А,*)*>/Ъ = я(***АУв ' 

Следствие 5 .6 . Я ( -Ё„., А/л(% , А ) ) * ^ ' 

Предложение 5 . 7 . В любом кольце с инволюцией А его 

.И.* - радикал Я С 2 ^ ., А) » К совпадает с пересечением всех 

таких * - идеалов Т^ , фактор-кольца по которым Й ^ - по

лупросты. 

Доказательство. Так как Л (.*.*, А/%) = ^ ., то 

Я Э А Т ^ . Пусть теперь А ^ * Ау т и Я С %м , А^) * 0 , 

т . е . П Атлг^ СМ) «• 0 , где .М 6 Й^д ^ , Если М р а с 

сматривать как А - модуль, то Т^ е А/п/п/̂  СМ) и Ап/п/д Ш ) « 

« Апл^СМ)/^, , т . е . ЛАп/Пд СМ) - Т ^ , где М € 2 ^ } . 
ос ^ 

В силу М*1 иэ последнего равенства получаем, что 

Т* а П-САГУП^СМ) | М € 2 ^ ^ ^ ? - Я . 

Следовательно, П Т^ -» Я . 

Определение 5.8. Кольцо с инволюцией А называется 

% - подпрямой суммой колец с инволюцией А , если в кольце 

существуют такие # - идеалы Т^ , что П Т^ * 0 и кольцо 

А * - изоморфно кольцу А/р с индуцированной инволю

цией. 

Следствие 5.9. * - подпрямая сумма * - полупростых 

колец с инволюцией А^ будет 22^ - полупростым кольцом с 

инволюцией. 

Определение 5.10. Пусть 22*- Ч- - общий класс модулей. 

Через Ш1 С 5^ ) будем обозначать класс всех колец А , об

ладающих # - точным модулем М иэ класса -2(А ж) ' 

Следствие 5.11. Кольцо с ин«олюциеЙ А является 2 ^ -

полупростым тогда и только тогда, когда А - * - подпрямая 
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сумма колец из класса Я# С 2!^ ) • 

Лемма 5.12. Если В - И ^ - радикальный * - идеал 

кольца А , то Б с Я ( 2 ^ , А ) • 

Доказательство. Действительно, если допустить, что 

В фЯ(21*,А) , то существует такой А - модуль 

-М-
 е 3
СА,*> '

 ч т о В
 * ^ » А

 С Я ) ' Поэтому 1 ш Ъ/Ат/^Ш)* 
я В
/влАп^(М) * 3 + Атт% СШ/^^ - ненулевой * -

идеал в 21.4, - полупростом кольце .Л/хън? (М) * ^ силу 

.№* 3, 2 !
с
^ ^ Ф $ , но тогда в силу ,М*1, -^»(з*)* ^ * 

Получили противоречие с -Й^ - радикальностью ж - идеала В * 

Следствие 5.13. Сумма Т любого множества 2!*- ради

кальных # - идеалов К
Л
 кольца А есть 21*- радикальный 

* - идеал. 

Предложение 5.14. --5* - радикал 31(21*, А ) кольца 

с инволюцией А совпадает с суммой Т всех его 21* - ради

кальных * - идеалов. 

Доказательство. Ввиду следствия 5.13 и леммы 5.12 

К С 21^, А) 2 Т фактор-кольцо А/р не содержит ненулевых 

^^ - радикальных Ж - идеалов. В силу М * 4 , кольцо А/р 

21* - полупросто. В силу предложения 5.7, Н С - Й ^ А ) € Т . 

Теорема 5.15. а) Всякий 23* - радикал является ра

дикалом в категории колец с инволюцией Л*
?
т.е. удовлетво

ряет условиям Ш*! - Я* 3. 

б) Обратно, если 4> - произвольный радикал в катего

рии Я**,то существует такой # - общий класс 21*- модулей, 

что л> совпадает с 21* - радикалом. 

в) Для того, чтобы некоторый класс колец Ш совпа

дал с
 ГШ С 21^) для подходящего # - общего класса 21* -
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модулей необходимо и достаточно, чтобы: ос) класс ЯЙ. 

удовлетворяет свойству 1Е* ; $ ) бдй, ~ полупростые коль

ца с инволюцией исчерпывались Ж - подпрямыми суммами ко

лец И8 класса 7Щ, • 

Доказательство, а) Следует непосредственно иэ пред

ложения 5.4, следствия 5.6, предложения 5.14, следствия 

5.13. 

б) Пусть /ь - произвольный радикал в категории &Ь* и 

Ж - ААе Я* |А * 0, * СА) - 0 } . 

Каждому кольцу с инволюцией А поставим в соотвествие 

к л а с с 2
СА,*) ' < % 1-КА * 0, А/А™,% СМ* Ш } • 

Легко видеть, что класс 21* всех 2-(д ^) удовлетворяет 

М * 1 и М*2. Покажем, что для построенного класса 25*-

модулей ЗЛСЙ^) ж <Ш . Пусть А е Ш С-2^) .По определению 

класса 2 ^ ^ -модулей, л>(А) » 0 . Наоборот. Пусть коль

цо А - Л» - полупросто. Вложим кольцо А в кольцо с едини

цей .М и рассмотрим М как А - модуль. Тогда М е 21̂ д .^ 

и А е 121 С 22.^) . Покажем, что Я С 2!^, А ) » /а СА) для любого 

кольца с инволюцией А . Действительно, пусть К С 2^, А) » А , 

т.е. ^сА,*) ~ 0
 и

 * ̂
А
* *

 А #
 Тогда ^(/^/ь^)) в

 0 . 

По предыдущему замечанию, и М*1, 5 ^ % + 0 . Приходим к 

противоречию. Если же *> СА) * А и 2 ^ ̂  Ф 0 , т.е. су

ществует -*->
6
-2(Д*) > то по предыдущему замечанию, 

* (̂ /4т/п-* СМ)) * ^ • Ввиду предложения 1.2 иэ С73, 

д>СА) в Апт% С М ) * А * Получили противоречие. 

Проверим условие М* 3. Пусть класс 22.̂ д * ) " " * "
 то~ 

чен. Тогда >&СА)-» 0. Пусть &(ъ #) т
 ^

 д д я к а к о г о
~

т о 

ненулевого * - идеала В кольца А .Тогда К С2й
ж
,В)« .Ь» 
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»/Ь(В) . Но К С 25^, А )-*/& (А) ш 0 .Следовательно, В в 

вл(А)э 0 .Получили противоречие. Свойство М*4 проверя

ется аналогично. 

Пусть Ш * 1УСС&^) для подходящего * - общего клас

са -Й̂  - модулей. Проверим необходимость условий ос), (I ). 

Пусть В - Ж - идеал кольца 2 и 2 е 'Ш С 25^ ) . Тогда 

К (2^,2) » 0 , по свойству М * 3 , 23^^) * Р , т.е. 

Ж 2 4 , В ) Ф В . Рассмотрим естественный эпиморфизм кольца 

В на кольцо - ^ А ( ^ В)
 # В в и

ДУ следствия 5.11, кольцо 

В̂/нС-Й В) является * - подпрямой суммой колец иэ клас

са Ъ& С 2!,
ж
 ) . Следовательно, условие ос) выполнено. Про

верим $ ). Заметим, что К (2^,3)» &#ы$ )^Б) Д**
 лю
*" 

бого кольца с инволюцией В . Но А(-Й^,~) - полупростые 

кольца - это * - подпрямые суммы колец иэ класса Ш (-5̂ ) 

(следствие 2.11), т.е. выполнено условие (I). 

Проверим достаточность условий ос ) и (I ). Положим 

2^д
)Ж
^=-4М|МА+0 и АД^д,*^) е д а } . Аналогично первой 

части доказательства можно покавать, что
 /Ш » 'ЖС-Й^) и 

класс удовлетворяет условиям .М*1 - .М*4. 

6. Специальные радикалы и специальные модули 

Определение 6.1. Пусть каждому кольцу с инволюцией 

А поставлен в соответствие некоторый класс -Й/д . ̂  - * -

первичных А - модулей. Класс 2».̂  * О -2^, ̂  называется 

Ж - специальным классом модулей, если выполнены условия: 

М3*1) Если .М е 2(д/' *) , где Р -ж - идеал в 

А , то М € 2}(
Л
 ^ (эдесь ха » ха ); 

№&к2) Если 14 € Зь,^ ̂  и ? - * - идеал в А 
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такой, что 7 в А ™ * (ЛО > т 0 Я & ^ ( А / р > * ) ' 

М * * 3 ) Если Л1 6 2 1 г Л > * ) и .МВ * 0 , где В - * -

идеал кольца А , то М е >(3,*) у 

МВЧ) Если й б ^ с в , * ) и В - * - идеал в Л , то 

МВ * 2-<А * ) * * ^ * • специальным радикалом кольца с инво

люцией А назовем пересечение К ( ^ д < ? А ) - г ПАт^г-д (М ) . 
- ^ е ^ ( А * ) 

Если К д » 0 , то будем считать, что ЛСЁ, ж ,А) '-= А - Если 

В. ( 2 ^ , А ) г 0 , то кольцо А назовем 2 5 * - полупростым. 

* - идеал В кольца А назовем 25* - радикальным если 

В 9 рассматриваемое как кольцо, является - 5 * - радикаль

ным. Далее под 2 2 * - радикалом будем понимать 2Й*- специ

альный радикал. 

Следствие 6 . 2 . Класс всех * - первичных модулей над 

кольцами с инволюцией является * - специальным классом мо

дулей. 

Доказательство. Следует учесть лемму 2 . 1 1 , лемму 2.13 

и лемму 2.14 из СЮ!. 

Предложение 6 . 3 . Если В - * - идеал кольца с инволю

цией А , то И ( % , В ) ~ В п Л ( ^ * , А ) . 

Доказательство. Из определения 2, условий М&*39 

М&А леммы 2.14 следует, что В л Л ( 1Й*,А)--г 

• В п СГ.Ап/п*СМ) ).Ме 2 ^ * ) ) - П < А п ^ | С М | М е - 8 ^ * ) 3 2 

5 > Л ( 2 ^ , В ) ; Л С Е ^ В ) * П<Атлг%СЮ\Ме - 2 С В ^ ) ? * 

» П < В п А | М | ^ С в М В ) | М е ^ ч в , * ) * * 

-*ВПГП<А/п/п^С.М§) 1Ме ^ ( в , ж ) * » В п Л ( 2 * , А > -

Следствие 6*4. 25* - радикал произвольного кольца А 

является 2 * - радикальным * - идеалом, содержащим любой 

другой 25* - радикальный * - идеал кольца А . 
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Следствие 6.5. Любой 21^ - * - специальный класс мо

дулей является * - общим классом модулей. 

Следствие 6.6. 25^ - спциальный радикал является ра

дикалом в категории *%* • 

Теорема 6»7. Если -Й* - * - специальный класс модулей, 

то 1Г$1(%ъ) является * - специальным классом колец. Об

ратно, для всякого Л - специального класса Ш> существует 

Ж - специальный класс модулей 2 ^ такой, что 'Ш *= №1 С ^ ) . 

Доказательство. Пусть 2
Ж
 - # - специальный класс мо

дулей. Покажем, что класс Ш- ( 2!^ ) удовлетворяет условиям 

5*1, ё*4 и 6*5. Проверим условие 5*1. Пусть А е Ш(2$^), 

тогда по лемме 2.8 в С101 А - <* - первичное кольцо. 

Й *4) Пусть В - ненулевой * -идеал кольца А € 

с ШС%^)
 ?
т.е. существует * -точный А - модуль -М.̂  е 2!

с
д^)« 

Тогда МВ Ф 0 и Ж3е 2 } ^ ^ . Но А<п/п̂  СМ)* Атм^ СМ) г. 

п В » 0 , т.е. В € ЪЖЯ^) . 

ё*5) Пусть А - ненулевой *.- идеал * - первично

го кольца С , причем АеЖСг!^) ,т.е. существует * - точ

ный А - модуль Мд е 2!
сл %
) , По свойству М 3 * 4 , М А е 2 1

с с
^ 

и по лемме 2.14 из С103 0 « А/1*л& СМ) « Апхт^ СМА) л А -

Иа * - первичности кольца С следует, что С е Ш (2^) • 

Обратно, пусть 'ЗЯ - * - специальный класс колец. Каж

дому кольцу с инволюцией поставим в соответствие класс 

^СА *)
 в с е х

 * " первичных А - модулей, удовлетворяющих 

условию: А/А/гип^ (М) * ^ '
 П
У

С Т Ь
 ^ *

 в и
 ^ЧА,*) • Проверим, 

что класс -^ является искомым. Условия М5*1 и М 5 * 2 

следуют иэ леммы 2.11 иэ С103. 

М&*3) Пусть М
А
 с ^СА,*)

 и М В
+ ° для ж - идеала 
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В кольца А . Тогда 0 * В / ^
| ( Ю

 . В/влАп^СЛ!) " 

Следовательно, по свойству $*4, Б/*^.. е. Ж т.е. 

МЪе
 «»,*) • 

.М-5*4) Пусть М б -*
С
ь,*) и 3 -Ж - идеал кольца 

А . По лемме 2.14 из С103, МВ # - первичный А - модуль. 

Имеет место цепочка включений; -АЛ ^
ш
„ . э В + 

4 - А ^ Ш В ^ ^ з ) * В
/
4

П / П
*

С М В )
 л В « В Д

п
^ |

Ш )
 -

Н о В
Апт| СЮ € Ш и А

А ^ СМВ) - * - первич

ное кольцо» Применяя *5*4, получаем, что А Л *(МЪ)е'^'; 

Осталось показать, что 7К ** ШС%^) .Из определения 

класса 'Ш С 2,^ ) следует, что Я# С ̂ ^ ) & Щ , , Наоборот, 

пусть А е 074 9 тогда А - ж - первичное кольцо, и по лем

ме 2.8 из [10 3 существует Ж - точный, *. - первичный А -

модуль М,т.е. А е ^1(21^) . 

Следствие 6.8. Радикал А> является *; - специальным 

радикалом в Я<* тогда и только тогда, когда существует *. -

специальный класс 2.^- модулей такой, что В. (2Ё,..,- ) » Л> « 

7. Примеры Ж - специальных радикалов 

Замечание 7.1. Пусть 2 - специальный класс модулей 

(см. С 93) и радикал К. (2.1,- ) замкнут относительно инво

люции. Для любого кольца с инволюцией положим 2^д % •* 51д • 

Тогда 2Й^ Ж - специальный класс модулей и К С&^,А ) я 

ш К С Е , А ) . 

Приведем несколько примеров # - специальных классов 
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модулей. 

1. Класс % всех ж - первичных модулей. Соответст

вующий 2? - * - специальный класс колец
 /Ш(2и ) сов

падает с классом всех ж - первичных колец. Следовательно, 

ввиду теоремы 6 из [4 3, В.( -Й.^, А ) совпадает с первичным 

радикалом кольца А • 

2. Класс 2 ^ всех первичных модулей над кольцами с 

инволюцией. Соответствующий 2,^ - ж - специальный класс ко

лец $№> (-§2̂ ) совпадает с классом всех ж - первичных ко

лец. Ввиду замечания 7.1, ХС2Е1 , А ) совпадает с первич

ным радикалом кольца А * 

3. Класс 21# всех, неприводимых модулей над кольцами 

с инволюцией. Соответствующий 2 ^ - * - специальный класс 

колец З & О ^ ) совпадает с классом всех ж - примитивных 

колец (см. С8Д). ЕСЁ,.^, А ) совпадает с радикалом Дже-

кобсона и равен пересечению всех его Ж - примитивных иде

алов. 

4. Класс 5.^ всех простых модулей (см. С 93). Соответ

ствующий 2*!̂  - ж - специальный класс колец Ш(Ж^) сов

падает с классом всех Ж - простых колец (т.е. не имеющих 

собственных Ж - идеалов) с единицей. 11(22^, А ) совпада

ет с радикалом Брауна-Маккоя. 

Отметим, что в примере 1.4 иэ С Ю Л Ж - специальный 

радикал существенно зависит от инволюции кольца и, следова

тельно, он не может быть продолжен до (специального) ради

кала в категории колец. 

В заключение автор приносит благодарноеРЬ доценту А.В. 
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Михалеву за внимание к работе. 
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