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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

18,3 (1977) 

OB OДHOM OБOBЩEHИИ KOHCTPУKTИBHOГO ИБT.ЄГP.AЛA ЛEБEГA 

0. ДEMУT (0. DEMUTH ), Пpaгa 

Содержание; Заметка содержит дескриптивное определение 
и описание основных свойств конструктивного интеграла, кото­
рый является обобщением конструктивного интеграла Лебега. 
Многие свойства этого интеграла являются конструктивными ана­
логами свойств классического интеграла Перрона. 

Ключевые слова: Конструктивная функция, абсолютно непре-
рывная функция, почти равномерная дифференцируемость. 

АМ5: Рг1тагу 02Е99, 26А39 Не*. 2.: 2.644.2 

Зесопйагу 26А24 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначени­

ями из [133,Г143,[ 3] и Г 5], понятиями покрытия, функции, аб­

солютно непрерывной функции и функции ограниченной вариации 

из [63 и свойствами (Т^* [103 и (Л)* 1Ш. 

Для функции V мы будем писать Д(Т) , если сущест­

вует ^ ^ }
л
€ 5 такое, что Д <?, {Р^}^) (см. [91). 

Покрытие ф мы назовем: а) регулярным, если 

лг 

^?^ ' -*Ч (п-^-оо ^ , и б) наследно регулярным, если для вся­

кой возрастающей на Од 1 функции <х выполнено 

^?>/\ -̂  ̂ 1 Ф% ^ /*,«-> со* Д (<%*> 0л ^ ) . Покрытие $ мы назовем 

уточнением покрытия У , если У/щ. Зт< (фш -в У ^ ) . 

Мы заметим, что если наследно регулярное покрытие ф явля-
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ется уточнением покрытия Ж , то *УГ наследно регулярно. 

Определения. Пусть 3 и ^ функции, л
0
 Л л. сегмент, 

2: КДЧ, а Р слово, являющееся или КДЧ или ПЧ. Тогда 

а) мы посредством ЬУВ (х, $*, *0 Л X* ) обозначим: 

для всякой возрастающей системы КДЧ -Гп̂ . } ^
Л
 > Х

0
 - ̂

 <г 

•ГЦ' 

б) мы скажем, что У функция слабо (соотв. квазислабо) 

ограниченной вариации на *х д Л , если существует (соотв. 

не может не существовать) НЧ /щ, такое, что 

ВУ-3 (тг, 7, х
0
 Д ^ )

 5 

в) мы скажем, что Р является особой точкой для &, е с ­

ли 1 3 а ^ ( а < Р<: ЛгЬ~1-13тъ (ЪУ$(<гп, Т, а, л & ))) ; 

г) мы посредством & **° 4 и 3"# а.̂  обозначим функ­

ции такие, что У/̂  С Т *°А * ^ (пу) « #Т/яии-> Г/т*** Г^-Х^ ).,«х0 ^ & 

д) если 5* возрастает на О Д 4 и 7(0) - 0 & 3 4 4 ) » 4 > 

то мы посредством & обозначим функцию такую, что 

V* (^ € 0*4 Э 3"*(?(*)) «г ос) • 

Обозначения. Пусть *С Н_ ^ последовательность ;-^ен-

тов, $ покрытие, а 3* функция. Тогда 

а) мы будем писать Ж ({Н^}^) , если -СН^}^ после­

довательность неперекрывающихся сегментов и выполнено 

б) если ЗС ({Н^}^)- то мы посредством ГЭ^ <Ят}^ 3 

обозначим функцию, которая линейна на всяком сегменте после­

довательности « С Н ^ ^ и обладает свойством 

ЧхСпЗт, (хе (Н
л
)°) э С^-СН^^ЗСэс) - З^Гл)) , 
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в) мы о пределим У / $ =«=* Г Т% Ф 3 • 

Замечание 1. 1) Для всякого р.п. множества НЧ С , 

X (С) (см. 1143), существует последовательность рацио­

нальных сегментов -Со, .д. Дг ?_, такая, что 

36 ( и
л
 д ̂  }^) & Уа>(сг< ̂ г& с ^ д ^ с О д Ь СЗ^ (а,д Лгж <г>„дА^)г 

зЗАСЛеСЬ (СЬАЛГ Ж &иЯ^ )))) 

и, следовательно, для любой функции У верно 

Г ^ ^ Д ^ и 3 -- СГ, С Л (см. С343). 

2) Пусть У функция, «(.Н^^ последовательность сег­

ментов, УС аН^Ъ^) 5 а Х
0
 Д х. сегмент. Тогда что касает­

ся равномерной непрерывности, абсолютной непрерывности, огра­

ниченности вариации, слабой ограниченности вариации, свойств 

( X* )*
 и
 (-М)* > то принадлежность функции «У к одному иэ 

соответствующих классов функций влечет за собой принадлеж­

ность функцгй ГУ, ^^щ^т,^ и У * ^ к тому же 

классу. 

Определения. 1 ) Для функции У мы будем писать 

а) #(У) если У равномерно непрерывна и для любой воз­

растающей на Од 4 абсолютно непрерывной (на 0 л 1 ) функ­

ции <^ , <^(0) » 0 & о- (4) == 1
 ?
 выполнено 

ДСУ*9.> , 

б) #
0
 ГУ)

 7
 если верно # С У ) и для всякого наслед-

но регулярного покрытия ф не может не существовать покры­

тие У такое, что $ является уточнением У и Т/У[ Функ­

ция квазислабо ограниченной вариации (на О д 1 ), 

в) %• (У)
 ;
 если выполнено 

>,ЗЯЗУ$ (Г**, Г,(х-2"е) д 

2) Пусть ^Тп^^/пе 3 (см. 133). 

VxA3£3YS (2~A, T%U-2'*)& U + l'1)) . 
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а) Мы скажем, что функция У является неопределенным 

% -интегралом (соотв. 7^ -интегралом) от -С Т^ ̂  если вы­

полнено ?СГ) (соотв. %($) )и Д С Г , - С Г ^ ^ ) . 

б) Мы скажем, что объект *С Т^ ?
/П
, является % -инте­

грируемым (соотв. %0 -интегрируемым), если существует функ­

ция 5" , являющаяся неопределенным % -интегралом (соотв. 

У
о
 -интегралом) от <Гт,}т, • 

На основании следствия теоремы 2 из [9], следствия тео­

ремы ? из [113, теоремы 1 из [ 12 3 и теоремы 2 из С?3 верны 

следующие утверждения. 

Теорема 1. 1) Пусть х
0
 Л X. сегмент, х

о
 д X. с. О д 7. 

Функция Ф абсолютно непрерывна на сегменте Х- Л Х^ в том и 

только том случае, если Т (соотв. Ф х
о

А Х <
<^ ) функция огра­

ниченной вариации на Х
0
 Д х- , Ф *о**л обладает свой­

ством ( Ю * и выполнено Д (Т ^ °̂  ) . 

2) Пусть Ф функция такая, что Д СТ ) . Тогда Т пред-

ставима в виде суперпозиции двух абсолютно непрерывных (на 

О А 1 ) функций тогда и только тогда, когда Т обладает 

свойством ( N 5 * . 

Следствие. Пусть У и <^ абсолютно непрерывные (на 

О Д 4 ) функции такие, что а, является неубывающей. Тогда 

Ф% <у абсолютно непрерывная (на О д ^ ) функция и, следо­

вательно, верно Д("ЗГ* 9')- Всякое •{ Т^ \/п>е -Ц У0 -ин­

тегрируемо. 

Исходя от определений, можно с помощью теоремы 1, ее 

следствия и результатов из [83 и С93 доказать следующие ут­

верждения • 

Теорема 2. 1) Пусть ^ ч % и
 3̂ функции, д̂  КДЧ, 

Ч Н ^ } ^ последовательность сегментов, УС КН^?^), Х
0
 Д *<| 
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сегмент, ф регулярное покрытий, а -Г Т^ \ п е 5 и •. Г^ \т^ 

её, также, что Д С ^ . Ч ^ у & Д ( У
Л
, Ч Р ^ 5

Л
) . Тогда 

Д ( ^ . ̂  , ^ . « Г ^ ) , I)! 5, + .Г
2
 ,-СР^ !,

+
 < ^ ^ ), Д П 2, I), 

д(зг1.^), ( з ^ ( 1 ^ | г - 1 ) э д ( ^ ) ) , дгс^.-гн^?^:) , 

2) Если Т возрастающая на О д 1 функция, Т(0) ** 0 & 

7(/\)~ <1&ДС:Г) , то Д С ^ " Ъ . 

3) Если & функция ограниченной вариации на 0 --» 4 , а 

О, функция такая, что для всякого КДЧ х, 0 «< «х ё* А , 

С Л * ) ~ ( Х ( 0 ) вариация функции ф на сегменте 0 & х .> то 

а) ( Д ( ; Г ) = Д С ( ^ ) ) и б) 5" абсолютно непрерывна на 

О д 1 догда и только тогда, когда С^ абсолютно непрерыв­

на на 0 д А . 

Теорема 3 . 1) Пусть $л , 3 ,̂ и <Г3 функции, облада­

ющие свойством % (соотв. У0 , соотв. ^ ), п^ КДЧ, 4Ят^1т, 

последовательность сегментов, ЗбС-СН^^) , Х 0 Д Х ^ сег­

мент, а 96 и о^ абсолютно непрерывные на О Д 1 функции 

такие, что 3<т С I У \ 2 ~^) &> <^(0) ** 0 & <^>(1) = 4 ш %-

возрастает на 0 л Л . Тогда функции Э€ $ лл,. $* \ $ \ 

1 * * 2 ' » l J 1 J2/> ^ * l J l Л Л m , W J > ^ І и 

$| * 9*- обладают свойством '«Х (соотв. %0 , соотв. 3^ ). 

2) Пусть 3̂  равномерно непрерывная функция, а ф наслед-

но регулярное покрытие. Тогда выполнено 'УС^'/ф) & ^ (&/<$>) • 

Теорема 4. Пусть У равномерно непрерывная функция.. 

Тогда верно ДСЗО в том и только том случае, если для 
/т, 

всякого НЧ та, существует Б $ -множество Ч Н ^ \т, меры 

меньшей чем 2 " " ^ и такое, что Ч И ^ Ь г Од 4, СЗДН'"Ч 1 
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абсолютно непрерывная на О А 4 функция и ряд 

21 <а>, $У «-*Ги, „| сходится. (Мы напомним, что <<*><> &>и &, 
/IV 

- колебание функции & на сегменте ф . ) 

Отсюда мы на основании теоремы 1 из С 7 3 и замечания 1 

из [4] получаем следующие утверждения. 

Следствие 1. Пусть & равномерно непрерывная функция, 

а С^ абсолютно непрерывная на 0 л А функция, удовлетво­

ряющая: условию Липшица. Тогда (ДС&)э Д((^*.9')) & С?(Ю э 

*($,*э'))ъсу0сю=>у0(д,*?))&с%(3')э Ъ^* *» • 
Следствие 2. Пусть -С ^ \Г9и последовательность равно­

мерно непрерывных функций, для которой верно 

Утьяь ЪУ&(2" )%п,~~ %*+<п,7®^ ^ ^ • ^ 0 Г Д а существует равномер­

но непрерывная функция $ такая, что 

У/гаЗУ^С-Г"*; Г - 3 ^ , , О А 4 ) ВС С\Ат,ДС^)эДСГ)) & 

С^ть%{^)^^($))^СЧт,^0С%п,)э %(?)) & 

&<*>*<**,)* ^19)) . 

Теорема 5. Пусть 3 функция, а -Сх^Ъ/ъ, последователь­

ность КДЧ из 0 ? 4 такая, что *, > 4 . Тогда выпол-

нено 

( У л Д С ^ ^
3
) » ДС^Л&СУ^УСЭ^

0
**'"'

3
)

 э
 ?Г<Г)) & 

Ойп,^******
3
) Ш%СГ)) . 

Определение. 5 ̂  -множество *#«,^ 1 *Нп.**,
 й
 ^

 л
 ^ > 

мы назовем слабо наследным, если для всяких НЧ ̂  и возраста­

ющей на О Д 1 абсолютно непрернвной функции а-, ф(0)ж 

О & ^ С ' П - * ^ , существуют 5 ^ -множество ^ меры меньшей 

чем 2"*^ и НЧ < ^ такие, что Ут* С^^ < л э 

* < ^ > ^ - " ( Э
л
( Н

) Л
) ) д

9
Г

4
( Э

/ л
( Н

л
) ^ > 

> | . 1 9 г 4 ( Э л ( Н я , ) ) д ^ ( Э / . + (Н/л
))1). 
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(Следует напомнить, что ^^^>1»Ф_| - мера ̂ л й С 83.) 

Замечание 2. Для любых ГЦ-покрытия; ф (см.ПЗЗ) и 

последовательности сегментов -СН^?^ такой, что 

V/*
 (
Н ^ в ф ^ ) 8с (-{Т^р ̂ ^ ? О/ , <&„ ?

Л
 является слабо 

наследным 5 -~ -множеством. 

Теорема 6. Пусть ^^щ^т, слабо наследное 5 ̂ -мно­

жество, содержащееся в О д ̂  , а *С Уп^\т^ последователь­

ность равномерно непрерывных функций такая, что 

У*юсС19^(х)1 > 0 э х е С Н ^ ) 0
) и ряд %<**,?„ >^Я^^ 

сходится. Тогда существует равномерно непрерывная функция У> 
СО 

для которой выполнено У -* 2Ё. ̂  и С Упг У С ^ ) .э 

э7(У)) Зс С\//*,% С ^ ) з У
0
С Г » . 

На основании замечания 2, теоремы 6 и следствия 2 теоре­

мы 4 легко построить следующий пример. 

Пример 1. Существует функция У слабо ограниченной ва­

риации на 0 д \ такая, что Ч0(У) 2к/\.(У) и ни для ка­

кого сегмента а, л Яг , а* л Яг в 0д/
1,5^не является функ­

цией ограниченной вариации на си л Яг и, следовательно, У 

не является абсолютно непрерывной на си Д Яг . 

На основании теоремы Г.С. Цейтина С 23 можно докавать 

следующее утверждение. 

Теорема 7. Пусть У функция, % (У), а а, возрастающая 

на О Д 1 абсолютно непрерывная функция, а (0)ж 0 & а, (4) » 4 т 

Тогда для всякого НЧ Яь существуют 5 ^ -множества ^ и 

^ меры меньшей чем 2" , равномерно непрерывные функции 

% и ^ , возрастающие последовательности НЧ ̂ ^ ^ » ^^'* 

и
 ^ ^ь^/9 и п о с л е

Д°
в а , г е л

ьность сметем неперекрывающихся 
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рациональных сегментов 44 0*. \. . !Г такие, чо 

а) ^ е ^ & Ух (х € Од А & -1 (х *%>)эЪ(ъ(х)99>,х) В< 

Р(<у (х), 3"*а. ?.х )) (предикат Ъ определен в [ 5 ] ) , 

б) для любых НЧ *Ь и сегмента & , Ф г 0 д 4 & | ф 1 - - - . 

6 2'***,верно (~\пЗх(хе й & п (х€^)& %(*)< !****) э 

эV*(x€^,э \<?(х)\< Г1)) , 

в) для всякого НЧ Л 

-61 
ос) 0*ъ^^>&V*(*€Оь4Ъ-^(x€$>)2<ъ(x)<с1 *эЗ+(1*1*ъ8< 

X € 0?))*У**(4*г.*г:Л* *е йАэ 1 « ? и 2 ^ г м < 
* « * 4 > н * * 

/3) если ^'К*.$..*,»^ возрастающая система НЧ такая, что 

пъуз (2-Л-"-10% I, г* »> <з*^)) , 

Следствие 1 . Пусть 9 функция, # СУ) , А7^ЬЛЛ\ € М (см. 

1 4 ] ) , (I* (< УЯ'т ^т, ^ * ° * а ^ ^А-^Л, последовательность 

диэъюнктных сегментов, содержащихся в 0 А 4 , такая, что ряд 

22 I Ьо, I сходится. Тогда не могут не существовать КДЧ ха и 

^ •> которые не являются особыми точками для У и для кото­

рых верно х о е 0 ? Н & х о € КШ^\^пуо€.0^А^1 ЗН(ц>0 е Ьм) -

На основании теоремы 7, следствия 3 теоремы 5 иэ С133 и 

теоремк 3 и леммы 2 иэ Г14] мы получаем следующее утверждение. 

Следствие 2 . Пусть 3* функция, %($)} а $ ЩЧ из 

О д А . Тогда если существуют возрастающая на О д 4 абсо­

лютно непрерывная функция д^7 < з , ( 0 ) « 0 & ф - ( / П = « ' 1 , и 

П«Ч «I такие, что 1̂  € 0 д 4 & (X, (^ ) - | . и, следовательно, 
1>кл(0^^Ч) * Э К Л ( 0 , ^ П л Ь то <$ , (§)€ ^ 

и ^ не является особой точкой для $Г • 
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Пример 2. Существует функция &\ % (&) , Для кото­

рой не существует алгорифм, применимый к всякому рациональ­

ному сегменту со л Лг , <х д -$- е О л А , и выдающий по не­

му КДЧ иа си V Яг , которое не является особой точкой для & . 

Пример 3. (Ср. теорему (3.11) С13, стр, 251.) Можно по-

строить функцию У , #0С&) , такую, что не существует по­

следовательность последовательностей сегментов 4-СН^ 5^ ̂  , 

для которой верно 

^ Х С - С Н ^ ) & йхСхб Од чэп-чЗ^-пЗ^ (хе (К%)°)) 

и для всякого НЧ /<ь - С'?', "--Н̂  ?^ 3 функция квазислабо 

ограниченной вариации на 0 д А . 

Теорема 8. Пусть $ функция, У(Э') . Тогда выполнено 

О^(^) в том и только том случае, если для всякой неубываю­

щей абсолютно непрерывной на О Д А функции <у Р ф(0) ** 0 & 

«^о^СП « 4 , выполнено Д(3/* <$<) • 

Пример 4. Существует функция слабо ограниченной на 0 д А 

вариации ЗГ такая, что У0(Ф)%<-1'%*($') . 

На основании теоремы 11 из 1131 и следствия 2 теоремы ? 

легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 9. 1) Пусть У равномерно непрерывная функция 

такая, что Д(Т) . Тогда Т обладает свойством ( Ю * в том 

и только том случае, если не существует регулярное покрытие 

ф такое, что 

^ ( $ € П & $ € 0 д 1 &~1 3&С^€ Ф ^ ) э | € О, & 

Л ^ ( | ) - ( $ У ф С 5 ) А < ^ / # С 5 ) в Т Т 1 ) 

(соотв. такое, что (1) и чЗ^СГСЭ^Сф^))-^ ГСЭ^ Сф^))) ). 

2) Пусть У функция, У (Ф) } а ф регулярное покрнтие 

такое, что (!)• Тогда ф наследно регулярно. 
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Пример 5. Существуют наследно регулярное покрытие $ , 

равномерно непрерывная функция & и абсолютно непрерывная на 

О д ' ! функция 0* такие, что У-* У / ф & ф> ш ф / ф (и, сле­

довательно, верно # ( З Г ) & У ( 3^ + ф - ) ) , ^ обладает свой­

ством (.К)**» а ( ^ + 0<) не обладает свойством ( Я ) • 

Теорема 10• Пусть Ф функция, УС?) 9 а 96 равномерно 

непрерывная функция квазислабо ограниченной вариации на 0&4 

такая, что Д(Э€0 . Тогда если функция (Т+-Ж) обладает 

свойством ( Ю * , то дС обладает свойством ( Я ) * . 

Доказательство. Пусть функция ( 3 " + Э С ) обладает свойст­

вом ( Л ) * . 

Пусть ^ е ТТ̂  . Тогда О^+эе)^? ^ € ^ 1 (теорема 11 из 

С133). Мы допустим, что 0 ^ ( § ) с ТГ2 . Тогда 0 «с | < 4 и 

согласно теореме 13 из Г133 и теореме 3 из 1153 верно 

Мы можем без ограничения общности предположить, что 

I) ( + с о , Э в , € ) . Тогда не может не существовать рациональный 

сегмент си А Яг такой, что 

{2)0<а,*%*&'<4 8<Ус<1(а>&с^$«ссЬ&&^\сА<1\< Л (ЭС,СА<1)) , 

Пусть О/ДЯк сегмент, а Т^ и 06^ функции, для которых 

в е р н о ( 2 ) | ^ _ _ _ . Г 

* . _ . ? с**"** 3 - «ее*» . 
1 Д О С . Л Д Л ) 

Тогда, очевидно, верно 

У(ЗГ)Л Д ( а С 4 ) ^ « - , С 0 ) « 0 « с 9 е - | Ш » ЛЬСЬ С€1е П а * 

и ввиду (2) и леммы 4 из С14 3 существуют КДЧ я
 #
 р.п. множест-
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во НЧ С и функция <%> такие, что 

0^х&Ух/&(0&*<: /у,* Лэ х- (<у,~х)& ДС^^С^^С!,** ф)>В< 

ЬпЗ&аеС&^е&^Л^)* ХСС)& <̂  = С[^,С1)^ 

и, следовательно, ввиду теорем 2 и 1 и [11] <^> возрастающая 

на О д 1 абсолютно непрерывная функция, <^(0)=* О &<%,(Л) «• 

» Л 2.; 01 С 0^ (%)) - ? € IX, и 36,, * $~ функция квазисла-

бо ограниченной вариации на 0 д Л . Согласно [141 выполнено 

и, следовательно, ввиду следствия 2 теоремы 7 верно 

^кл ^^1%*- Ъ> ^6 С§ )) • Таким образом, 

т * 

и, следовательно, С ^
+ 9 е

 )($>- С^+а^) ̂
С (

^ С| »>€ ТГ
5 

(см. лемму 2 из [14]), что противоречит (3). 

Итак, мы доказали V? ( € € ТТ.- э О^ С^) е ТТ.- ) и со­

гласно теореме 11 из [13] 96 обладает свойством ( Я ) * . 

Следствие 1. Пусть 7 функция, -УСУ), а х
0
 Д ,х̂  сег­

мент, ^(
0
 д о<. 5 0 д ^ . Тогда если 7 функция квазислабо 

ограниченной вариации на х
0
 А сх. , то функция 7 ^ * 

обладает свойством (Я)* и, следовательно, 7 абсолютно непре­

рывна на х
0
 Д -X,. в том и только том случае, если 7 функ­

ция ограниченной вариации на *х
0
 Д х^ . 

На основании этого, теоремы 1, теоремы 3 из [10] и тео­

ремы 9 мы сразу получаем следующие утверждения. 

Следствие 2. Пусть 7 функция, У С У ) , которая обла­

дает свойством ( Т ^ * . Тогда 7 обладает свойством ( Я ) * . 

Теорема 11. Пусть 7 функция, %0 (7) , Тогда 7 обла­

дает свойством С.Ю* и, следовательно, представима в виде су­

перпозиции двух абсолютно непрерывных (на 0 д 1 ) функций. 
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Теорема 12 > Пусть $ и Ск, функции такие, что У С?) &. 

& А^О-^г 9"
 о б л а

Д
а е т

 свойством (Л)* и для почти всех КДЧ 

х из 0 д 1 верно ВАЛ, (О & лл, &. Ъ Сое, Т~ С^7 х )) • 

Тогда У - С̂ .- является неубывающей. 

Доказательство. Мы можем предположить, что &(0) ~ 

= С, (0) .Достаточно доказать О -= 3*С1)~(^(1) . 

Мы допустим, что #
/
( 1 ) - С , ( 1 ) < 0

)
 и определим 

96 5^ (̂  - У . Согласно лемме 4 из 114] существуют КДЧ ос и 

1дГ и р.п. множество НЧ С такие, что 

,А0<%<^<Ж(1)ЬЖ(С)&\/1(11еСэ^Л&Я^\> 
(4) * ' 

>ДСЭС,^^))&Ух^(0±х<^ 

Ввиду наших предположений сегменты &^Я_> , X € С > образу­

ют 5^-множество меры 1, которое содержится в Од 1 > выпол­

нено 7а?,с2)8кдаде,С1)ьс^сз»с.г,сз + сэе,сз э с<^,сз 

обладает свойством ( Я ) * (см. замечание 1), Следовательно, 

ввиду (4) и теоремы 10 функция [96, С 3 обладает свойством 

(Я)* и тогда ввиду леммы 3 из [113 и отмеченных нами свойств 

множества С выполнено 96(1) « ЕЭС, С 3(1) < 11Г
 э
 что 

противоречит (4). 

Следствие 1« Пусть Ф функция, # ( 9 0 , *<, л
 *4 сег­

мент, х
0
 д х^ с 0 д 1 , и пусть для почти всех КДЧ ц~ из 

х
0
 д х

1
 верно ЗЛА, (О & АА, &. Р (ЛС, У, ̂  ) ) . Тогда Т 

является неубывающей на х
0
 Д Х^ . 

Следствие 2. Пусть У функция, % (У), а -С Т^ }„ € В 

такое, что Д (У, < Г^ ̂ ^ ) . Тогда 1) У обладает свойст­

вом ( К ) * в том и только том случае, если существует функ­

ция С, , обладающая свойством ( Ю * , для которой выполнено 

Д ^ ̂  > ̂  ̂\п, ̂*п.- ̂  > и 2) У абсолютно непрерывна на О Д 1 
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тогда и только тогда, когда существует -С О ^ ^ € Ь^ такое, 

что " С - Р ^ ^ в ^ ^ # ц , ^ ( с м * теорему 9 из [ 1 1 ] и теорему 1 ) , 

Теорема 13. Пусть У функция, У (7)«, и ЭС функция 

ограниченной вариации (на 0 д 1 ) такая, что ДСЭС) и 

функция ЗС - 7 является неубывающей. Тогда У абсолютно не­

прерывна (на О д 1 )• 

Доказательство. Согласно теореме 1 и следствию 1 теоремы 

10 нам достаточно доказать, что & функция ограниченной вари-» 

ации на О Л 1 . На основании теоремы 2 мы можем без ограни­

чения общности предположить, что Vx'и/, СО* * < п^ 4в 4 э ! х А/У-1^Г 

6 Д СЭ€, Х А ^ » . Т о г д а ввиду теоремы 2 и теоремы 3 ив 151 фУйк" 

ция Оь. , где а7 «г — . — -СЭС-ЗССО)) , абсолютно не-
* ^ ДСЭ€,0д>! ) 

прерывна на О д 1 и ф.(0)-=0Й.<^С'О-=г4 . Но тогда вер­

но Д (*$*<%,)%. ^ ^ С О - ^ х - с / ^ - М э Д С ^ * ^ , х А у.) & 

& д с ^ е ^ о д ^ ) • I * д <^1) 

и, следовательно, согласно теореме З и з И Б З У * <^ абсолют­

но непрерывна (на О д 1 ) и, таким образом, .«Г*, а- к ? функ­

ции ограниченной вариации (на 0 д 1 ). 

Изучая свойства функций, обладающих свойством % (со­

отв. У0 ), мы тем самым получили ряд результатов о *У - (со­

отв. У0 - ) интегрируемости и соответствующем ей интеграле -

в частности - однозначность значения интеграла, линейность и 

монотонность интегрирования, возможность интегрирования по ча­

стям, теоремы о подстановке и т.д. • Полученные результата 

свидетельствуют о том, что эти интегралы обладают многими 

свойствами аналогичными свойствам интеграла Перрона (ср.111). 

Замечание 3. Пусть -С ̂ ^ / п - € ̂  * П
У

С Т Ь
 ^ ^ ̂ ц,

 с & > 

- 511 -



2. г* 
^-^т, ^ в и

 ^ ^ ^ И ' -интегрируемые объекты, 

-1Р } 6 "СР $«. . Тогда согласно следствиям теорем 10 и 12 

и лемме 3 из С 33 существует -С в ^ \^ е -Ц такое, что 

- С ^ и - ^ и >и для всякого^Н^^вЙ^^^л-СН^-Ь 

* *
Р
-И*л » можно построить *К^6 Ц ^ К ^ ^ Н ^ - ^ Р ^ г т ^ , 

и, следовательно, *С-Н
т
,$

т
, ^ -интегрируемый объект, приче

м 

из ^-интегрируемости -С Р^ \пь (соотв. 1 Р ^ ̂ ^ ) следуй 

^-интегрируемость Ч Н ^ ^ • 

На заключение мы заметим, что верно следующее утвержде­

ние. 

Теорема 14. Пусть У равномерно непрерывная функция, 

&(.&)> и пусть для всякой возрастающей на 0 д Л абсолютно 

непрерывной (на О л Л ) функции <у } удовлетворяющей усло­

вию Липшица, фД0)« 0 & ф.С4) * 4 , существует *С^
/я
,-'

т
,€ 5 

такое, что лля почти всех КДЧ х иэ 0 л 1 выполнено 

ЗАЛ. С Р С О , , * ^ ^ * ) Ь Ък^ (и,, ?*&,*)) . Тогда 

верно # С У) . 
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