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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
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EIN SINGULXR GESTORTES PROBLEM FUR EINE LINEARE PARABOLISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNG BELIEBIGER ORDNUNG

H.-G. ROOS, Magdeburg

Zusammenfeasggg: Fir die L3sung der ersten Randwertauf-
gabe der Gleichung 5% + eLlu + Lyu = £ werden gleichm#éssige

asymptotische Approximationen f{ir den Fall eines Operators
erster Ordnung L, konstruiert. Die Beweise beruhen auf a pri-

ori-Abschitzungen.

Schlagworte: Randwertproblem, parabolische Differential-
gleicﬁung, singuléire Stdrungen.

AMS: 35K35, 35B25 Ref. Z. 7.955.4

l. Einleitung. Betrachtet wird das Problem

{;% + e Ly(x,D )u + L (x,t,D Ju = £(x,t) in Qq

8,
1 2¥:-0 o

Oyeeeym = 1 in Sq

u=0in O .,

Dabei ist Qp = Q x (0,T), L; sei linear, gleichm#ssig streng
elliptisch in & und habe die Ordnung 2m, € > O sei ein klei-
ner Parameter. Gleichm#issige asymptotische Approximationen
far u(x,t,e ) fir ¢ —> O konstruierten Bobisud (4] im Fall
m = 1 and Besjes [1] fiir den Fall, dass Lo ebenfalls ellip-
tisch ist. Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion gleich-

m#issiger asymptotischer Approximationen, wenn L,(x,t,D )Ju =
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= b(x,t)%‘;‘- + e(x,t)u.

2, Voraussetzungen. Der Einfachheit halber sei . ein
Gebiet im Rl, etwa Q = (0,1), es sei T = 1, Dann ist

Sp =4(x,t) | (x =0, 0£t£l)u(x =1, 04t<l)3 .
1+oc
Wie bei Besjes werden die Funktionenrfume C1+¥»Z3m (Qq)

(Lz2m, 0 < < < 1) mit der Norm |- |1+M verwendet, ferner

sei | £l = sup If£(x,t)|, g}, = | o081,
Jd 2 t

(x,t)e Qp

2m
() L(x,D) = = a,(x)

= e
MEtnEG (‘i‘,’t)e Grp
2m=-y
=y (m22)
axn-¥
sei gleichmAssig streng elliptisch in I , die Koeffizien-
ten &, (x) seien aus cl-2mx g

(B)  Ly(x,t,D) = blx,t)F + clx,t)

1-2m+oc 1-2m+ o
b(x,t) e cl+l-2mbe, =5y , c(x,t)e gl-2mbe,=—5n (Qq),

ferner b(x,t)>0 in Q.

0.B.d.A wird vorausgesetzt, dass c(x,t)>0 in Q.

1+ 1+ o
(C) BEs sei f(x,t)eC " 2m (Qp) und

a¥e | . . 1
_;:K\tza_o (K =0,1,..., ['z'm—] )e

3. @& priori - Absch#itzungen. Unter den obigen Voraus-
setzungen bewies Besjes den

Satz 1 (Besjes). sflir die Losung ul(x,t, € ) des Problems (1)

ailt o2 frw
1t G @mA-2) =~ T |‘-‘
lullsCe 2-2m 4o

+
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£ 1
Ce 2(2m=-1)(2m~1~a) 22‘( J‘;.ua(x,t)dx) .

N>

+ su
052 4

Die Untersuchung von [ﬂ_ uz(x,t)dx unterscheidet sich unter
der Voraussetzung (B) von der fiir elliptische L,. Aus ger
Gardingschen Ungleichung folgt

2
ef;zu Iludxz:eclfaudx,
nach Voraussetzung (B) existiert aber auch ein C,y 80 dass
= 3 (1 2) 2) 2
L_“Lo udx = _/; [b 3-;‘—[2-\: + cu® jax=C, f&u ax.
Dann ergibt sich
1 2., _ du 2
2—% fnudx—‘};lu%—{dxé‘ﬁlufdx- (Cy + Cy) fn“ dx <
2 " o2
£Cy [ v ax+Cy [ fhax
und damit
} C,(£=7)
fuz(x,t)dxec3 f f fa(x,'r:)e 2 dxdz .
)] 0N

Aus Satz 1 erhflt man

Satz 2., Fur die LBsung u(x,t, ¢ ) des Problems (1) gilt die
a priori-Absch#tzung
12

14 o lrex
" (2m-1) (2m=1=x) 2m
full£C e P2 omeee
-3 1 1 1.4 1
T2a-1T(2n-I=«)"~
+Ce . n-Te)” 21 {f f £2(x, )dxdfc} <,
00
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4. Formale Entwicklungen. Die Konstruktion formaler
Entwicklungen erfolgt wie nach der MAE-Methode fiblich (vgl.
[1-3,5]). Es sei («4.2""'1 = e,

*oX Tol-Xx
k4 P,c @
2m- o=l gt %, M)
(wmlLl-FLo-z‘u.ll +9=Eoll‘;(u. .
m
]
. + _
mit M -BO(O)W*b(O,t)W

und analog

2
2mly g e+ B MW, 0 = e (D= - b1, 052
@ Iyl = YY) “o 07" gpmem "oy

Der Ansatz
M R Nt G o+
(2)  u(x,t,u) = &§0(w]vj(x,t) +‘wé§° “ d'j('t: st) +
N oo -
+ -}go w o'j('v st) + R

fuhrt zu

(Lo + -a%)wo =f

(3) (x.°+,§{)wj=o (3 =1,00.,2m = 2)
(L, + '56?)"5 = = Li¥5_(2p-1) (3 =2m = 1,00.,M)
(Mz2m - 1)
(L, + vy = ¢
(3%) (1, +%)wj 20 (§=1yea0,M)
(M<2m - 1)
w ol =0
+ ) + [ + s o +
(4 W o = 2o Mk P31k T B D1 = e
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Ko, ,=0
- 0 - <
(45) Il-trj =z - h-o Il; o.]-l—k 5t 951 = ly,ee0,N7),

Der Rest genfigt

+ ao,
S+ @ yRe LR =E - WM
- 1+J ot % i+
(5) L*EN* li .) («' Plv b+?>N 4"' Jui OJ ]

2n-1 v

- J Low, fal1e Mz2m - 1
& Mm@ 1Y

M 2
2m-1 J -
o ,§0 @ Iyw; falls M<2m - 1.

Dies ergibt zunfichst die Forderung N'z M, Nz M + 1, Die
Aufspaltung der Zusatzbedingungen liefert ftr die w;

Jd
wilt=o = © (J = 0y000,M)
©) Wl = 0
- + (5 = 1 .
'.'ilx=o - Uj—ll‘c:g J = 1,...,“;,
die Bedingungen ftr die v; lauten
+ 9%w.
iﬁ_} B
¥e _ s
(79 o T=o 3n j-8+1>M
° J=-8+1<0

(8 =1,e0e,m - 1)

und die fiir die vJ-
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3%w

594 - -——-L-a I8 (0cj - s2M)

: u

(72) ——Ja‘b"" =0 = (j -s>M, j -8<0)
0 (8 = Oyeeeym = 1) .

Vor der Untersuchung der Bedingungen, denen der Rest R ge~
nligt, wird das Verhalten der v}, vs betrachtet. Es war

2m 2m
+

) -
M = 80(0) m + b(0,t) — , M = 30(1) m -
)
- b(1,x) 3=

d.h., die Differentialgleichungen (4) besitzen konstante
Koeffizienten. Wegen der Voraussetzung (A) gilt (-l)mao(x)>
>0, nach (B) ist b(x,t)> O, Die charakteristische Glei-

chung
8,(0) A% + p(0,t)2 = 0

besitzt demnach genau m - 1 Wurzeln mit negativem Realteil,

die Gleichung

8,(1) A%~ b1, =0
genau m. Deshalb besitzen die Differentialgleichungen (41)
mit den Zusatzbedingungen (71) in ¥ exponentiell abklin-

gende LSsungen, analoges gilt fur (4,) mit (7,).
Bis auf exponentiell kleine Glieder gilt dann bei x = 0

Nt .
(J»ég,“(w o-a-_ 8 (o]
® R _
an® Y ; 8%y
- s F %=
= Nns2 “ am”? sz1
und bei x = 1
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.- F - -
rZMM‘U'C’:} s=0
P Rr_
au® ] »
3 wr;
- F 25 sz 1

G=N=as1 C° TGu5
Dies fithrt zu der Forderung N'z M+ m - 2, N"z2M + m - 1,
wegen mZ 2 sind die Kleinstmdglichen N', N° ¥ =M+ m - 2,
N =M+m-1.

Die Uberpriifung der Bedingung bei t = 0 liefert R, t=o C.

Der durch
M . M+m-2 - .
- J J
u(x,t, w) -a.'ga @ wj(x,t.) + 'a"go “ ,,J.(fr ,t) +
M+m -1 i -
*Ze @it v Ry
definierte Rest Ry genligt also
R,
M =
3t " ehRu*t Lofy = By
(8) T | =0 = ©
3°Ry )
38 =Ggyin Sy (8 =0,,..,m~-1),

F,

y und die Ggy besitzen formal die Grossenordnung O(f.bw'l).

5. Nachweis des asymptotischen Charakters der formalen

Entwicklungen in einem Spezialfall.

- + * .
Setzt man wi = -  elle=o * w3 (jz1), so erh#lt man
fOr w, und die w‘s Probleme der Form

g%_ + b(x,t) %—;— + c(x,t)z = g(x,t)
z‘t:o = z‘x=o =0,
- 19 -



wobei laut Voraussetzung b(x,t)> O ist.

Sei X(t, §,v) die L3sung von
g%=b(x,t) mit x(z) = § ,

D, das Gebiet zwischen X(t,0,0) und der positiven x-Achse,

D, das Gebiet zwischen X(t,0,0) und der positiven t-Achse.

Dann gilt
T 6
2(§,1) = fo E(X(6,§,2),6) expf[ c(X(t,§,%),t)at ] a6
k4
(9 in D)
3 6
z(g,v) = f g(X(6,§,),8) exp{f c(x(t,g.z),t)dt} a6
k4

T in D, ,

wobei 4{(? , ©) der t-Wert ist, fir den X(t,e yr) x30
schneidet. Aus den L3sungsformeln (S) kann man ablesen,
dass z genau dann stetige Ableitungen beliebig hoher Ord-
nung besitzt, wenn b, ¢ und g hinreichend glatt sind und
eine Umgebung von (0,0) existiert, in der g identisch Null
ist, Es wird nun der Spezialfall betrachtet, dass eine Um-
gebung von (0,0) existiert, in der f(x,t) identisch Null
ist.

Dann ergibt sich sukzessive, dass mit gentigend grossem 1
Yoy v:, Wy, v{,..., v;+m_2, Wy v;,..., v;+m_1

hinreichend glatt sind. Daraus folgt

M +1-j M+l

M‘unjec@. y HGgulhecCu (8 = 0y000ym = 1),

Nun sei ﬁi ein Polynom in x mit von t abh#ngigen Koeffizien-
ten, so dass

il gl

o Gs“ in ST’
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Fiir geeignetes gewBhltes ﬁi genfigt dann R" - ﬁh dem Problem

F By- B+ el Ry - T + 1Ry - Fp = By
(Ry = R) | 4oy = O
e ~
(R, - R,)
-3—:§§§——3!— =0 in Sy (8 = 0,...,m - 1),

* . £ ""'l'j
wobei IFM 'l i = Cuw .

Auf das Problem (10) wird die a priori-Abschéitzung im Satz
2 angewandt. Damit gentligt RH folgenden Abschétzungen:

PR £ Ry - R+ 0 By

Mad=(R-2m 4+ 1) M+1
+w

22 2
£Cw W4 oy (VMG s - T ) [ I+

1 £ 4
+C ‘q'(2m-1)[-§ T Mami-s ~ 781 ‘wl“l.

K20 sei fest swvergeben. Wahlt man dann M hinreichend gross,
8o gilt
l m ' £ C (A«K+1.

Dann ist aber laut Konstruktion

IRl & W Ry - R4+ IR, I 4T

also
K i K+m -2 i o+ K+m-4 j
hu- Zowwy- @ B @ 733 « o5«
£ c X,

Bei gleicher Fehlerordnung sind einige Glieder der Entwick-
lung iberfltissig,
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Satz 3. Unter den Voraussetzungen (A),(B),(C) mit genli-
gend grossem 1 existiere eine Umgebung von (0,0),

in der f identisch Null ist. Dann ist ftr jedes

K20
Ko K1 Koo
- v, - Jot - JoT e
o - 2 @y - @, T w0y, @ ok
Z C(wl(“‘l'

6. Der allgemeine Fall

z(x,t) sei eine beliebig oft differenzierbare Funktion, de~-

finiert in x20, t 20,

1 fir 0£x ¢d und Ot & o
z(x,t) = o] fir x224d oder tz2d"
0cz41 const ,

ferner f,(x,t) = (1- z(x,t))f(x,t), £,(x,t) = z(x,t)f(x,t).
up, u, seien die LBsungen der zugeordneten Probleme ).
Unter Berilicksichtigung von Voraussetzung (C) folgt aus
Satz 2

1+ 2m 4%1 i
@m-N2Zm-1-€ ~ am
lul 6 ce SE AP

1 £ 4 £
-3 T = ~ 35 4451
+Ce T Tm-N(2m-A-« ~ 22 e m°

Setzt man

= & 2 - jul | 1
p‘ff{zm-l Tom = L)(2nm - 1 ~x) ‘4?} (0< p< 55 —7)
und

1
I = em-”

?
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80 ergibt sich die a priori-Absch&tzung
p
iu2 leCg®.

Auf uy ktnnen die Ergebnisse vom Abschnitt 5 angewandt wer-

den. Sei
M .j M+m -2 i + +
uy (x,t,0,d) =é-§0 “ vj(x,t,d') + @ —5,=20 © o-'j(': yt,0) +
Mem -1 5 _
+ L F, Wl ojlmtd) ¢ Ry,

die wj(x,t,d'), o"g(t*,t,d'), 0'3(':‘,1’.,5) seien die L¥sungen von
(3) vzw. (3% ),(4),(6),(7) mit £: = £,. Mit Hilfe der expli-

ziten L3sungsformel (9) kann msn nun sukzessive die o~ -Abh#n-
R . + + + - -

gigkeit der wg, V , Woy Vo,eee,Vyn o Ws VoreoesVignon und

damit der Pg‘[, Gém studieren. Es ergibt sich
1 @M+ =3 1 M+l _~m+2
IFy I j£C(5) » MGG £ CET ST

Analog wie in Abschnitt 5 erh&lt man

K : K+m-2 : K+m -1 s ¢ K+1
- Jy. - It J o~ c(&)
lu, ;',g‘o @ws - @ E, w0y 5§o “" 9 e ™tq !

: : + -
wobei die u,, Wi Vjs V5 von J” abh¥ngen.

Sei K= 0, es war &= ¢7 4" ™ | Dann folgt

m-~2 -

| Sot -TS! WioT e g P
“2"0'(“'.3,%0(“’”5 3o 4 T 0eCe

wegen p< 1

kann man noch fiberfliissige Glieder weglassen:

lu, - w, - cr; lleceP,

Aus den expliziten LBsungsformeln (9) kann man ablesen, dass

sich vo(x,t,é') und w,(x,t) nur um 0(d) unterscheiden, ffir

-23 -



vo(z ,t,d) und v (z,t) gilt dann das gleiche. Da
min {P,z;l:-r - p} = p, erh#lt man schliesslich

Satz 4. Unter den Voraussetzungen (A),(B),(C) gilt

-0 P
hu-wy -0y l«ce

mit

= 1 2 m R
P"j{zm-T ‘(zm-1)(2m-1-oc)'4n}'

wo(x,t) + vo{z,t) ist also einge gleichmdssige asymptoti-

sche Approximation der L¥sung u(x,t,c) des Ausgangsproblems.

Wihrend fiir den Spezialfall, dass in einer Umgebung von
(0,0) £ identisch Null ist, nach Satz 3 gleichm#ssige asymp-
totische Approximationen beliebiger Ordnung angegeben werden
konnten, ist das im allgemeinen Fall nicht ohne weiteres
m8glich. Satz 4 zeigt, dass insbesondere !%390 u(x,t,e) exi-
stiert und gleich w (x,t) + vo(® ™ ,t) ist. Ersetzt man Q
durch N* = (0,1 - al (a>0), so ist der Grenzwert von

u(x,t,e) in Eg‘gleich der L3sung des "reduzierten" Problems.
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