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COMMENTATIONES MATHEMATICAE ÜNIVBRSITAT1S CAROLINAS 

19,1 (1978) 

EIN SINGULlR GESTÖRTES PROBLEM FÜR EIN! LINEARE PARABOLISCHE 

DIFFEHENflALGKICHUNG BELIEBIGER ORDNUNG 

H.-G. ROOSf Magdeburg 

Zusammenfassung: Für die Lösung der ersten Randwertauf

gabe der Gleichung ^ + eL^u • LQu « f werden gleichmissige 

asymptotische Approximationen für den Fall eines Operators 
erster Ordnung LQ konstruiert. Die Beweise beruhen auf a pri-
ori-Abachatzungen. 

Schlagworte: Randwertproblem, parabolische Differential-
gleieiung, singulare Störungen. 

AMSs 35K35, 35B25 Ref. 2. 7.955.4 

!• Einleitung. Betrachtet wird das Problem 

~§-| • eL1(xfDx)u *• L0(3CftfDx)u * f(xft) in Qf 

(1) £ j | = o s « 0 a - 1 ins« 
dn 

u = 0 in A . 

Dabei ist Q^ = ü x (OfT)f IN sei linear, gleichmissig streng 

elliptisch in .2 und habe die Ordnung 2mf e * 0 sei ein klei

ner Parameter. Gleichmissige asymptotische Approximationen 

für u(xftf€- ) für e — * 0 konstruierten Bobisud 143 im Fall 

m s 1 and Besjes L H für den Fall, dass L ebenfalls ellip

tisch ist. Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion gleich-

massiger asymptotischer Approximationen, wenn L0(xft,Dx)u * 

13 -



b(xft)-|f + e(xft)u. 

2» Voraussetzungen. Der Einfachheit halber sei IL ein 

Gebiet im Ir, etwa ü = (0,1), es sei T = 1. Dann ist 

ST = *C(xft) | (x « 0, O ^ t ^ D u (x * lf 0^t£l)I • 

Wie bei Besjes werden die Punktionenrlume Cx ''ST (Qm) 

(l-£ 2mf 0<roc<:l) mit der Norm I* 11+Q^ verwendet, ferner 

seiltfll * sup lf(xft)|f lif II, m % , sup^ „ IflMfl 
(Xjt)«^ *J 2 M ^ Ä ^ Cx,t)c <3T t ^ 

U ) L1(xfDx) - ̂ g a„(x) Sffi^ (m>2) 

ax 

sei gleichmissig streng elliptisch in XI , die Koeffizien

ten a ̂  (x) seien aus Clm,2mH3C(£l) 

(B) L0(x,tfDx) • b ( x f t ) ^ • c(xft) 

b(x»t)eC1+1-2i4a»-^ , c(x,t)€ c1-211^»—ü (Qj), 

ferner b(xft)>0 in Z£g. 

O.B.d.A wird vorausgesetzt, dass e(x f t ) :>0 in l*^ 

(C) 1s sei f(x ft)6C1*0C»"5ir (%) und 

a ̂ L б

s ° « - 0 Д t . . . f I ^ ] ). 

3. a priori - Abaehltzungen. Unter den obigen Voraus

setzungen bewies Besjes den 

S^tz 1 (3esjes). J?ÜF die Losung u(x,t, i ) des Problems (l! 
tfilt ßt 

1* (tt0lm4Hm.mmimt)i) - 2 — | . 
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Ą 

* .v» Ct «-»-Dt.^-»"«.! f u2(x,t)dx)* . 
Oi t *. "1 "M. 

Die Untersuchung von T u (xtt)dx unterscheidet sich unter 

der Voraussetzung (B) von der für elliptische L . Aus der 

Gardingschen Ungleichung folgt 

e/ u LjU dx s e C^ f u dx, 

nach Voraussetzung (B) existiert aber auch ein C f so dass 

J > 0 «*x • fA (* w- (I " 2 ) + c*2 J a* 2°o 4 u2 dx' 
Dann ergibt sich 

I * J > 2 d x s J> 4l d x * £ « " * - (C0 * ^ /Äu
2 dx -

und damit 

f i*2(x,t)dx*CL / / f 2 ( x , c ) e 2 'dxdt: . 

Aus Satz 1 erhält man 

Satz 2. Pur die Lösung u ( x f t f e ) des Problems (1) g i l t die 

a priori-Abschlt2ung 

, 4 l 2 l+,g. 
^''""(Sffl-lJISa-l-^) S T " 

é C2 řn u 2 dx • C3 4 f2dx 

II u || é C B I f l 
1 - 2 Ш + Ô C 

+ Co~ I l2ffl-l)(^l-«)- á [ / / f 2 ( x > r ) t M , j Í . 
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4 . Formale Entwicklmmen. Die Konstruktion formaler 

Entwicklungen e r f o l g t wie nach der MAl-Methode ttblich Cvgl. 

[ 1 - 3 , 5 3 ) . 1s s e i ^2mmml m e f 

* + = 2 * -. Ì . 

c-2""1 V V v-'1 *+ + J 0 < f." • 
^2m ^ 

m i t « • . a 0 ( 0 ) — - 5 - + b ( 0 , t ) - - - - -

und analog 

ř-^V-o = K 1 M * %f0
 M > " » M~ = 8 o ( 1 ) i ^ i " * < - . ^ -

Der Anaatss 

(2) u(x ft f<*) « i f ^ j w j C x f t ) * ^ S 0 ^ ď j U V ) + 

*» 

ft thrt zu 

• .2B- ^ ď . C t ř f t ) • » 

< L o + á ) w o - ř 
"o " f 

(3) CI*0 • ^ ) W j » O ( j • l f . . . f 2 m - 2) 

( L o * M ) w á s - % w á-C2m.l) (J s 2m - l , . . . t M ) 
CMžSEm - 1 ) 

( L o + #Ч s f 

CЗ*) CŁЛ * Jr)w.i » 0 Cj « l f . . . , M ) 

CM<2m - 1 ) 

- + - : = 0 

Һ? ..+ _+ ( 4 X ) M+ o j = - ^ 4 <r+å_г_k - j | c r j ^ ( j = 1,. . . , , ,+> 
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I Ґ V " = 0 

( 4 2 ) 

Der Rest genügt 

- Ц • ^ 2 - 1 ЦH * L0B .... - . - ̂  Іfc ť* т г 

(5) 
•^ i+Ju+ «+ .. N~Э(rK~ 1 •>< ÂMІъГ eГ 

tvü 

- ^ 2 - - 1 

н = 

e r g i b t 

; d e r 

»jlt-o " ° 

L„ " § «J L,w4 f a l l s M 2 2 i - 1 

- ^ 2 m ~ 1

 # S » 0 ^ % W j f a l l s M<2ta - 1 . 

Dies e r g i b t zunichs t d i e Forderung N**r : 

Aufspaltung d e r Zusatzbedingungen l ie fe : 

.w„w. «*« »*,.>*.--*«-.--> .- -. Mf iГ*. M • 1 . Die 

Zusatzbeđingшigбn l i e f e r t f ö r đ i e Wj 

( j » 0 f . . . f M ) 

(6) w. roU=o 

wjІx-o s - ^J-lU-o ü в x f . » . f M / f 

d i e Bedingungen f ü r d i e ir4 l au t en 
** 

• r aöw, . . . 

(7 , ) 
әv+* г = 0 

"• , - •+! 

Ә n 8 

0 

( O ^ j - 8 • 1.6M) 

j - s + 1>M 

j - 8 + l«c0 

(S » l , , . . f f f i - 1) 

und đ i e fűr d i e v . 
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д
в
w 
j--- (Oé: j - вiЫ) 

(7 ) Э 8
^ l J ««" 

( V
 1-ҙ-ІUo (d-->», ó-в<0) 

0 (s = 0,...
f
m - 1) . 

Vor der Untersuchung der Bedingungen, denen der lest 1 ge

nügt, wird das Verhalten der v4f v"J betrachtet. Sa war 

a2m a a 2 a 

«+ • • • « » T ^ s * b<°.*> ä"? . "" • ••<-> a T S -

d.h., die Differentialgleichungen (4) besitzen konstante 

Koeffizienten. Wegen der Voraussetzung (A) giLt (-l)lla0(x)> 

>0, nach (B) ist b(xft)>0. Die charakteristische Glei

chung 

a0(0) X2m • b(Oft)a » 0 

besitzt demnach genau m - 1 Wurzeln mit negativen Bealte11f 

die Gleichung 

a0(l) X2n - b(lft)A » 0 

genau au Deshalb besitzen die Differentialgleichungen (4-̂ ) 

mit den Zusatzbedingungen (7-,) in t exponentiell abklin

gende Lösungen, analoges gilt für (42) m ü C72)» 

Bis auf exponentiell kleine Glieder gilt dann bei x * 0 

S » 0 

S>1 

Г - Ѓ П ? м <"-*** 
әІR- J 
Әnв | 

und bei x = 1 
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í - , S , . (Ц- €ґ7 

ð 8 R _ v ) 
Ә u s 

_. 
m 

s = 0 

8 2 1 

Dies füh r t zu der Forderung N .> M + m - 2 , N"> M • m - i t 

+ — •#• 
wegen m_t2 s ind d ie ideinstmögHchen N t N N * M • m - 2 f 

i f = M + m - 1 . 

Die Überprüfung der Bedingung bei t » 0 liefert 11 . « 0, 

Der durch 

M , M+mt-ü 

u ( x f t f f t ) » JS f l p J WjCx f t ) • fA, JE0 (t* cr*jl **,t) + 

+ 00 ^cr^x-.t) * B.. 

d e f i n i e r t e Rest Rj| genügt a l s o 

TT * * h*u + - A = PM 

(8) B« I t-o * ° 

T T * GSM i n S f C S = °f • • • f » - l>f 
an. 

PM und die ögM besitzen formal die GrossenOrdnung 0((^ ), 

5# Nachweis..,des asymptotischen Charakters der formalen 

Entwicklungen in einem Spezialfall« 

Setzt man w- = - ĵ-xltrs-o * w1 ^ 2 l > » s o ©rhSlt man 

für wQ und die w^ Probleme der Form 

|f * b(x,t) || • c(x,t)* * g(x,t) 

alt=o = zlx=o = °» 
- 19 -



wobei laut Voraussetzung bC:eft)>0 ist. 

Sei X(t, | f x ) die Lösung von 

|f m bCxft> mit x(x ) « f , 

D.| das Gebiet zwischen XCtfOfO) und der positiven x~Achse, 

.©2 das Gebiet zwischen XCtfOfO) und der positiven t-Achse. 

Dann gilt 

zCfftr) - J gCX(S*fff^)f0) exp^J cCX(tff 9x) f t ) d t ] Ü6 

C9) in % 
•v 6* 

zCf,*) = J* gCXC^f,^),®) exp{J c t t ( t f f f i ? ) > t ) d t ] d<? 

^(f.*> ^ in D2 f 

wobei <|*(| f t?) der t-Wert ist, fflr den XCt,^ fir) x s 0 

schneidet. Aus den Lösungsformeln (9) kann man ablesen, 

dass z genau dann stetige Ableitungen beliebig hoher Ord

nung besitzt, wenn b, c und g hinreichend glatt sind und 

eine Umgebung von (0,0) existiert, in der g identisch Null 

ist. 1s wird nun der Spezialfall betrachtet, dass eine Um

gebung von C0f0) existiert, in der f(x,t) identisch Null 

ist. 

Dann ergibt sich sukzessive, dass mit genügend grossem 1 
+ + + -

wo* vo f wl» Tl»###» 1rM4•m-2, WM* ^o1***» %**m-l 

hinreichend glatt sind. Daraus folgt 

PFM« ^GfL**1-*, i Q s M I ^ C ^ M + 1 Ca - 0 f . . . f » - 1 ) , 

Nun sei IL ein Polynom in x mit von t abhängigen Koeffizien

ten, so dass 
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Pttr geeignetes gewähltes BJJ genttgi dann % • % £*--* Problem 

& CĤ  - %) + t ^ - V + V % - V s 4 

(10) < * - % } 1 tpo • o 

a s(% - a.) 
=5 — » 0 in S. (0 s Of...fa - 1), 

9n s * 

wobei I Fw* II j ̂  G^mi'K 

Auf das Problem (10) wird die a priori-Abschätzung im Satz 

2 angewandt. Damit genttgt Igg folgenden Abschätzungen: 

l^ll * II ̂  - ̂ 11+ I Ĵ II 

6 C ^ m i + Cp(Zffl -1 ;L1+ca^.iW2«:^ii'ISTJ i^ +(£>!+ 

K > 0 sei fest«vergeben« Wählt man dann M hinreichend gross, 

so gilt 

Dann ist aber laut Konstruktion 

I Rgl £ I % - \ l + l % » £ C ^ K + 1 

a l s o 

K . K4«»-l . %+tm-4 

. s ^ w , - A4, s ^J t - .; u - ^ o ^ J -C& ť*d 3 " *?° C^ "j" " é 

* C ( c c K + 1 . 

Bei g l e i c h e r Fehlerordnung sind e in ige G l i e d e r der Entwick

lung ü b e r f l ü s s i g . 
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Satz 3. Unter den foraussetzungen (4)f(B)f(C) mit genü

gend grossem 1 existiere eine Umgebung von (0,0), 

in der f identisch Null ist« Bann ist für jedes 

K> 0 

6 c<*K+1. 

6. Der allgemeine Fall 

z(x, t ) sei eine beliebig oft differenzierbare Punktion, de

f in ie r t in x > 0 , t2r0, 

f l f ü r O i i ^ ( f undO^t-fecT 

z(x, t ) = < 0 fOr x>2<r oder tz2<f 

t 0<sZ-:l const , 

ferner f x (x , t ) = (1 - z ( x f t ) ) f ( x f t ) , f 2 (x , t ) « z ( x , t ) f ( x f t ) . 

u,, u 2 seien die Lösungen der zugeordneten Probleme (!)• 

Unter Berücksichtigung von forauesetzung (C) folgt aus 

Satz 2 

4|. . & _ „. JL+& 
„ M . - &m-4Y(Zm-4-* "~ ' a<n* i _ i 

4 £ 4 ^rJLi 
+ C t " 

Setzt man 

p s 1 {^TT - (2m - lf(2m - t - *) " l H
 (0< p< Sf^-Ht0 

und 
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so ergibt sich die a priori-Abschätzung 

iu 2IU C s
p . 

Auf u^ können die Ergebnisse vom Abschnitt 5 angewandt wer

den. Sei 

JY1 . M***--! 
u^íx-t-jtцď) = è Ş 0 ^ J wj(x f t f ď) + (* ГZ0 ( a 1 < r j U

+
f t f ď ) ** 

M+my-4 4 «. 1 

die w4(x,tfd*)f <rt(^+ft.o
r)f <rT («" t.o*) aeien die Lösungen von 

(3) bzw. (3** )f(4)f(6)f(7) mit f: « %• Mit Hilfe der expli

ziten LÖaungsformel (9) kann man nun sukzessive die ̂ -Abhän

gigkeit der w 0, v*f w l f v*,... f v^ - 2 f

 WM* vo» # # # *vM4ni-l waü 

damit der li, Gijj studieren. Es ergibt eich 

II pj II ̂  C(f )M+1"J , n G ^ II * C(f > M + 1 ^- m + 2. 

Analog wie in Abschnitt 5 erhält man 

«U2 -»?0 I^J " <* *?0 f«M " *?* ^ ° 1 iU 9 ' 
wobei die n^t f p v4t v*4 voja <*" abhängen» 

Sei K • Of ea war <f « e ™ ^
- 1 1 ' . Dm» folgt 

4tt-2 4 - an.-4 • 

wegen p< — kann man noch ttberflttssigt Glieder weglaesem 
2m - 1 

u 2 " » o " "o И * c * • 

Aue den expliziten Lösungeformeln (9) kann man ablesen, daaa 

sich w0(xftf6
r') und w0(xft) nur um 0(cf) unterscheiden, fttr 

- 23 -



v*(tTft,cf) und v~(tT ft) g i l t dann das gleiche. Da 

min { P f j s ^ r r ~ Pr s Pt erhfilt man schliessl ich 

Satz 4. Unter den Voraussetzungen (A)f(B)f(C) g i l t 

11 u " wo * *o " * C e ? 

mit 

Ä - 1 / 2 m JL 7 
p " 1 \ 2m - i " (Sa - l)(2m - 1 -<*) " S J » 

wQ(x,t) + vI(Tft) ist also einge gleiehmfissige asymptoti

sche Approximation der Lösung u(xftfe) des Ausgangsproblems. 

Wfihrend für den Spezialfall, dass in einer Umgebung von 

(OfO) f identisch Null ist, nach Satz 3 gleiehmfissige asymp

totische Approximationen beliebiger Ordnung angegeben werden 

konnten, ist das im allgemeinen Fall nicht ohne weiteres 

möglich. Satz 4 zeigt, dass insbesondere lim u(x,tfe) exi-

stiert und gleich wQ(x,t) • w*(of""ft) ist. Ersetzt man il 

durch il* s (0,1 - a 3 (a>0), so ist der Grenzwert von 

u(x,tfe) in Obgleich der Lösung des "reduzierten" Problems. 
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