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COMMENTATÏONES MÂTHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

19,1 (1978) 

SUR L'EXISTENCE DE n-LOSANGES I^GULIERS INSCRITS DANS UN 

CORPS COMPACT CONVEXE 

René FOURNEAU et Charles LEÏTEM, L i è g e 

Résumé : Dans cet article, nous résolvons le problème 
généralise des "carrés dans le lac Michigan** pour certai
nes classes de convexes. Nous montrons#que dans tout corps 
compact convexe de révolution autour d#un axe et dans tout 
corps compact convexe centré, on peut inscrire un n-losan-
ge régulier (généralisation du carré et de l'octaèdre régu
lier \, Dans les deux cas, nous étudions l'éventuelle unici
té d un tel n-losange régulier inscrit. 

Mots clef: Corps compact convexe, n-losange régulier. 

AMS: 52A20 Réf. 2.; 3.918.1 

1. Introduction. Cet article se rattache à l'abondan

te littérature qu# à suscité le problème de l'existence de 

carrés dans le lac Michigan (£33, £43,£53 ,£63,£83 ,lT93f £103). 

Nous y établissons que dans tout corps compact convexe de 

révolution et dans tout corps compact convexe centré on 

peut inscrire un n-losange régulier, et nous étudions l'en

semble des n-losanges inscriptibles dans le dernier cas. 

Pour les corps compacts convexes de dimension deux, cette 

question a été résolue précédemment par Christensen £31, 

Dietschi £43 et Jerrard £63, Cependant, on ne possède pas 

de réponse définitive pour les espaces de dimension supé

rieure, les preuves données par Pueci £93, Schnirelman [103 
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et Guggenheimer Î51 se révélant erronées. Notons cependant 

que Larman et Mani C8] mettent au point une preuve ingénieu-

eef reposant sur des méthodes homologiques, qui semble clore 

le problème pour un espace de dimension paire. Jusqu'à plus 

ample informé, le cas des dimensions impaires est encore 

ouvert et nos résultats apportent une réponse partielle. 

2. Notations et terminologie. Nous adoptons les nota

tions et la terminologie de £11 pour tout ce qui concernée 

la géométrie des convexes. L'espace n-dimensionnel (n>0) 

dans lequel nous nous plaçons sera identifié à E n et 

4e^f...fenî désignera la base canonique de cet espace. 

appelons similitude de H n toute composée d'une homo-

thétie de centre 0 et d'une transformation linéaire orthogo

nale; l'ensemble de ces similitudes sera noté *f (n). 

La généralisation a* R n de la notion de carré adoptée 

est la suivante: si P « c e4 elf.••fen } f on appelle n-loaan

ge régulier le polytope convexe 6 (P) + x, ou & % tf (n) 

it Ï ftKn, On remarquera qu'un 3-losange régulier est un 

octaèdre régulier. 

Un n-losange régulier sera dit inscrit dans un corps 

compact convexe K de B» n si ses sommets appartiennent à la 

frontière de K. 

Nous appellerons (n -l)-0implexe régulier de "Rn tout 

translaté de l'image de TQ « 4 ei»***fen^ Par m e «i-ûili-

tude de E11, c'est-à-dire tout ensemble de la forme 

6 (Tfl) • x ( ff m V{n), x c H N ) . 
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Rappelons qu un point p est un centre de symétrie 

pour un ensemble non vide 4 si A - p » p - à* Un ensemble 

possédant un centre de symétrie est dit centré. Enfin, on 

sait que le centre d'un corps compact convexe K est unique 

et intérieur à K (C21, 3). 

3. Cas des corps compacts convexes de révolution 

3#1. L"étude des n-losanges réguliers inscrits dans 

un corps compact convexe de révolution repose sur la pro

priété suivante. 

Lemme. Soient, flâne R , T un (n - l)-simplexe régu

lier et y un point situé sur la normale à x passant par 

le barycentre de T. L'ensemble Q = C L T U (2y - T) 1 est un 

n-losange régulier ai et seulement si la distance (3 .entre 

y et le barycentre de T est liée au ravon oo de la (n - 1)-

boule circonscrite à T par la relation 

où = in - 1 $ . 

L'ensemble Q =- [TU (2y - T)] est un n-losange régu

lier si et seulement s'il existe 0 e tf(n) et x e H n tels 

que 

= 6T(P) + x . 

Visiblement , 3e cen t re de t TU(2y - T ) l e s t y e t c e 

l u i de fS (P) + x e s t x» Vu l ' u n i c i t é du c e n t r e , x s y . 

En ve r tu du théorème de Milman, PTU p (2y - T) * 

a p l& (P) + x l s 6 (PP) + x, donc l e s sommets t± ( i = 

=- l , . . . , n ) de T s ' é c r i v e n t 
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où Q,i = - 1, et les sommets correspondants de 2y - T s'é

crivent 

tr = 2y - t± = - « f t e ^ J + x, 

(i « lf....n). De plus, les e^e. , comme les t., sont li-
X J • X 

néairement indépendants, et la bijection linéaire définie 

par 

t(ei) = e.e. (i = l,...,n) 

**i 

est orthogonale, donc 0fê = & « v c £f(n) et 

tj s 6'(eâ) + x, 

ce qui montre que T * S'(TQ) + x et 2y ~ T = - <5'(TQ) + x. 

Le centre de la (n - 1)«boule circonscrite à 6*(T ) 
1 n 

est le barycentre de ^(T^), soit — £ &*(e.)9 et son ra-
° n i=l x 

yon est 

ler'.ep • } I er'(ei)il= Itf'd, - i , -i,..., -i)H = 

^ У ^ . 
où A est le rapport de similitude de 6"/ (c'est-à-dire le 

rapport de l'homothétie de centre 0 associée à <f' ), ce qui 

livre oc « A^L-gJL . 

De plus, la distance de y au barycentre de T est égale 

à la distance de l'origine au barycentre de 6'/(T ), soit 
o 

, . , 1 £ . . , . . , . . £ 
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Ainsi, la relation oc s l/n - 1 /| est une condition 

nécessaire pour que Q soit un n-losange régulier. 

Elle est aussi suffisante» Si T = &(TQ) + xf 

( flf e ̂ *(n), x e K ), x est situé sur la normale à T is-
oC 

sue du barycentre de î, à une distance ™™~»y™*™ , ce qui 
Vn - 1 

montre que x = y ou que x est le symétrique de y par rapport 

à T. Si l'on pose &' = r « Gf où t est la symétrie ortho

gonale par rapport au sous-espace parallèle à T, T » 

= (J'(T0) + y dans le second cas, donc on peut supposer que 

x = y. On a alors 
2 y - ï = 2 x - î = x - o~(T0)f 

donc Q = c( t&(TQ) + x ] U t x - & (TQ)1 ) = tf (P) + x. 

3.2« Dans M n
f (n>2), appelons corps de révolution 

autour de l'axe A, où A est une droite de H , tout corps 

invariant pour toute rotation d'axe A, A seule fin d'englo

ber le cas de certains corps plans, on peut étendre cette 

définition au cas n = 2 en disant que le corps K est de ré

volution autour de A si la trace sur K de tout translaté de 

l'orthogonal du sous-espace parallèle à A est 0, un singlet 

ou une (n - 1)-boule dont le centre est sur A. 

3.3. Si I est un corps compact convexe, de révolution 

autour d'un axe A, il existe un n-losange régulier Q, inscrit 

dans K, dont le centre est situé sur l'axe Â« 

Pour tout X -£ 0, considérons le cylindre C(A ) d'axe A 

engendré par une (n - 2)-sphère de rayon A dont le centre 

est situé sur A. 11 existe te > 0 tel que C(X )H K4* 0 si 

et seulement si A € l 0, ot> ] • 
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Si X g 3 0|Oc C f C(A )ft K est réunion de deux (n - 2)~ 

aphères parallèles de rayon X f C(0)H K est constitué de 

deux points et C(ec )A K est un cylindre borné, de hauteur 2H 

(éventuellement nulle), d'axe à, engendré par une (n - 2)-

aphlre de rayon œ « Noua désignerons par fJ (X ) la demi-

distance entre lea deux (n - 2)-sphères tresp. pointa3 consti

tuant C(X )ftkf si X e 3 0,ec C Cresp» A = 03 , et poserons 

/*(«,) «H. 

La fonction (h : C 0f ec 3 —» C H, f| (o) 3 est continue. Pour 

le prouver, il suffit d'établir que son graphe est fermé, 

puisque î H, /MO)] est compact» Dans un plan L passant par 

A, prenons A pour axe dea ordonnéea et une droite Bc L per

pendiculaire à A pour axe dea abscisses» Le graphe de /I s'i

dentifie à la demi-différence des compacts S, constitué par 

lea extrémités supérieures des segments interceptés par K (\ L 

sur les verticales d'abscisses X e £ 0, çc 3 , et I, consti

tué par les extrémités inférieures des mêmes segments. 

Si X e 3 0$eo i , soit T un (n - D-simplexe régulier 

inscrit dans la (n - l)-boule déterminée par la (n - 2)-sphë-

re supérieure. Si c désigne le milieu du segment trace de A 

aur la bande enveloppe convexe dea hyperplana déterminés par 

lea deux (n - 2)-sphères de C(X )A i, 2c - T est un (n - 1)-

simplexe régulier inscrit dans la (n - l)-boule déterminée 

par la (n - 2)-sphère inférieure. 

Pour que ct TU (2c - T)3 soit un n-losange régulier, il 

faut et il suffit (3.1) que 

l (UA>3 2 (n - 1) « 4 2 * 

Or, puisque (1(0)>0, la fonction continue 
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f U ) • tC (î (A)l 2 (n - 1) - Ji2 

est positive lorsque A, * 0* Si A, « «- f f(oc) est néga

tive pour autant que H<-~§«~ | dans ce cas, le théorè-
Vn - 1 

me des valeurs intermédiaires garantit l'existence de 

^ 0 € J 0,©6 C tel que f(XQ) s 0, ce qui livre immédiate-

ment un n-losange inscrit. Si au contraire H£ —•cç*'—-Y n - 1 
le cylindre borné C(-oc)A K inclut un cylindre de hauteur 

— f?zssr , qui à son tour inclut un n-losange régulier ina-
Vn - 1 
crit dans K# 

3*4. Remarques « Supposons que n>2» Si Q est le n-

losange régulier construit en 3.3, l'image de Q par toute 

rotation d'axe à est un n-losange régulier inscrit dans Kf 

vu la symétrie de révolution de K.» On pourrait penser que, 

si K ne présente pas d'autre symétrie de révolution, tout 

n-losange régulier inscrit dans K peut être obtenu de la 

sorte à partir de Q» Il n'en est rienf comme le montre l'ex

emple du corps 

K = 4 x c m 3 ; x | * x | + x|éi, X j6 --J---Î . 

On vérifie en effet aisément que si T est un triangle 

équilatéral inscrit dans le disque supérieur, CITTU (-î)3 

est l'octaèdre régulier que livre la construction de 3.3 et 

que, si T' est un triangle équilatéral inscrit dans le dis

que K H *H3£!fx2fX3): x2 = y" * » °£ T # U (-T'^ eôt ^ oc~ 

taèdre régulier qui ne peut être déduit du précédent par 

une rotation d'axe A» 
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4. Corps compacts convexes centres 

4.1. Le théorème ci-dessous, dont la preuve est très-

simple, semble ne pas avoir été noté jusqu'à présent. 

Dans tout corps compact, convexe et centré K, on peut 

inscrire un n-losange régulier de même centre que K. 

11 s 'agit en fait du dual d"un théorème de lamabe-Xuj-

obo (£123). Nous donnons la preuve complète, vu sa simpli

cité. 

On peut, au prix d'une éventuelle translation, suppo

ser que le centre de K est l'origine de H • A tout u € 

6 S n" i associons la longueur f(u) du segment [Oîu)n K. 

Comme 0 est intérieur à Kf f est continue (une preuve uti

lise la continuité de l'application g: $ "" ——> K définie 

par ig(u)} =tO;u)ÛK (voir, par exemple £72, VI.6.6) et 

celle de h : x —• 1 x tl ) . 

Le théorème de-Yamabe-Yujobo (1121) assure qu'il exis

te n points x-.9...9x^ de S n tels que les segments 

tO: x^l ,..., C 0; Xjjl soient deux à deux orthogonaux et 

fCx-J -s ... a fîX^). 

Comme f est une fonction paire, 

t(t Xj) - ... = f(- x^). 

Dès lors, 
c { (-xi;xi)f\Kï i = l,...,n } 

est un n-losange régulier inscrit dans K. 

4.2. Des travaux de Christensen relatifs aux losanges 

inscrits dans un corps compact convexe du plan (I3D9 on 
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peut déduire le corollaire 

Dans un corps plan strictement convexe, on peut ins

crire un et un seul losange dont on a fixé le couple des 

directions (orthogonales) des diagonales. 

4.3. Le corollaire précédent permet de préciser la 

position du centre des losanges inscrits dans un corps com

pact, plan, centré, strictement convexe. 

Tout loaange inscrit dans un corps compact, plan, cen

tré et strictement convexe K a le même centre que K. 

Comme K est compact, centré et convexe, toute paire de 

droites orthogonales issues du centre c détermine quatre 

points de K qui sont les sommets d'un losange de centre c, 

inscrit dana K. Le corollaire 4.2 permet de conclure. 

4.4. On ne peut aupprimer 1'hypothèse de stricte con

vexité qui figure dana 4.3, comme le montre l'exemple d'un 

long rectangle arrondi à ses deux bouts. 

4.5. On va voir que l'analogue de 4.3 ne vaut pas dans 

H11 (n>2). 

Dama II11, (n>2), il existe un corps compact stricte

ment convexe et lisse K (de classe C^ ), centré, dans lequel 

on peut inscrire un n-losange régulier dont le centre diffè

re de celai de K. 

Soient P • c e 4 elf ...feBi f q e m
n \ 4 0 I et Q « P • 

+ 2 q. 

Comme R = c l P U Q 1 ®st l ' ensemble des 

0 x + (1 - e ) ( y • 2q) « ( 6 x + (1 - 6 )y 3 + (1 - 8 ) 2 q f 
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Q € COf13 » 4-«fyl c P, on a 

R » P + C0:2ql . 

Puisque ]?*=-&, 

R » -P + CO:2q3 « -P - t 0:2q3 * 2q = -R + 2qf 

q est centre de symétrie de R. 

Désignons par u tresp. ui (léi^n)J le vecteur (lf... 

...fl) Iresp. (1,...flf-lfl,...fl)3 normal à la face F » 

= { -elf...f-enJ Cresp. P̂. « ^ ̂ î**** *~ei~i»ei*~ei+i,*# * 

.. « f-e J1 . Soit H = { xs (x| u) = -11 t resp. Hi = 

« 4x: (x | u*) - -1 î ] l'enveloppe linéaire de la face F Cresp. 

Pil et soit -S = ix; (x | u)> -1 f Oesp. S i - <x: (x | u±) > 

>-113 le demi-espace ouvert associé à H Cresp. H.] contenant 

0 et par suite P. 

Supposons à présent que qe30:u), soit q « Au, X > 0. 

Comme P c S et (q | u) >0 f (x | u)> -1 pour tout x de Q * P • 

4- 2qf donc Q c 2 .De même, P c S . et (q| ui) = X (u | «i)> 

> 0f donc Q C S i # (i - 1, ...,n). Ainsi, Qc^< A r\ ^* %• 

Montrons que, dans ce cas, PR = %>UPQ. Le théorème de 

Milman permet d'affirmer que pRc p(PUQ) et, comme manifeste

ment p(PUQ)c pPU pQ, pRc%*U pQ. 

Etablissons l'inclusion réciproque. Considérons un som

met -ei (i* l&n) de P. Comme Qc 2 , -ei est aussi sommet de 

Rf sinon il serait situé entre deux points, l'un de P, l'autre 

de Q, distincts de lui, ce qui est impossible, puisque -e.̂  e 

c m!S . Soit alors le sommet ei (lé i£n) de P : Q c S i et 

e.c S., et on voit de même que e.. est un sommet de R. Par 

raison de symétrie, le même raisonnement vaut pour Q, ce qui 
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établit 1 égalité annoncée. 

Pour conclure, il reste à utiliser un résultat de Weil 

(tlll, Korollar 2) affirmant l'existence d#un corps compact 

strictement convexe et lisse (de classe C00)f de centre qf et 

dont la frontière inclut PH. 

4.6. Pour terminer, relevons une différence intéres

sante entre les corps compacts convexes centrés du plan et 

ceux de R n (n>2). Pour alléger les énoncés, appelons di

rection des diagonales d'un n-losange régulier Q le n-uple 

((-u-̂ ju-,),... >(~un
Sttïi^ des sous-espaces parallèles aux dia

gonales de Q. 

Il existe un corps plan strictement convexe centré, lis

se (de classe C œ ) f distinct d'un disque, dans lequel on peut 

inscrire un carré pour toute direction des diagonales. 

Considérons le corps K limité par la courbe d'équation 

x4 • / = 1, 

soit en coordonnées polaires 

r4(cos40 • sin4@) = 1 . 
4 

On montre que r varie dans l'intervalle L 1,V2 1 • Si 
(0 fr) vérifie l'équation précédente, il en est de mime de 

(0 + ?»r^ ^ 0UtI*et K est de classe C^ et strictement con

vexe, puisque la dérivée seconde de y = V 1 - x , soit 

D̂ y « -3x2(l - x4r7/4
f est négative si x • 3 -1, 1 Cxi 0} et 

nulle si x = 0. 

4.7. La proposition précédente est en défaut pour n> 2. 

Soit K un corps compact convexe n-dimensional (n> 2) 
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centré. Si pour toute direction des diagonales on peut in

scrire un carré dans Kf de même centre que Kf K est une 

boule de dimension n. 

Considérons deux droites D, et Dg quelconques mais 

distinctes, passant par le centre de K. Puisque n>2 f il 

existe une droite D perpendiculaire à D, et D«. Soient S-, f 

Sg et S les segments D, H Kf DgftK et DflK, respectivement. 

Par hypothèse, on a 

l(Si) = l(S), i a 4 1,2 ? , 

KSjJ Cresp. 1(S)3 désignant la longueur de S^ t resp. S J , 

ce qui livre K S ^ = KS2)« 

Comme D, et Dg sont quelconques, la proposition en ré

sulte. 

En remarquant que la possibilité d'inscrire dans K pour 

toute direction des diagonales un n-losange régulier entraî

ne celle d'inscrire dans K pour toute direction des diagona

les un carré, on a le corollaire suivant. 

Corollaire. Soit K un corps compact convexe n-dimensi-

onnel centré. Si pour toute direction des diagonaleson peut 

inscrire dans K un n-losange régulier de même centre que Kf 

K est une boule de dimension n. 
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