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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

1 9 , 2 (1978 ) 

ÜBER ÄQUIVALENTE ЮRMEN IN SCBOLEVSCHEN RAUMEN MІf 

ШШGraGSKrøKTION 

Praћa 

Inhalts Die Sobolevsehen Räume mit Belegungsfunktion 

W~ & (il) dienen als Hilfsmittel bei der Lösung ellipti
scher Differentialgleichungen. Die Anregung zum Studium 
dieser Bäume gaben Probleme, die bei der Lösung ausgearte
ter und singulirer elliptischer Differentialgleichungen 
entstanden. 
i# In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit der 
Äquivalenz von Normen in den Sobolevschen Räumen mit Bele
gungsfunktion IT m (H) befassenf die Ergebnisse dieses Ar
tikels wurden in der Arbeit [§] benutzt. 

AUS: 46135 

SchlOsselwörter: Sobolevsche Blume, Belegungsfunktion, 
äquivalente Normen. 

1. Grundbegriffe und Definitionen. Es sei B^ (N£ 2) 

der N-dimensionale luklidsehe Raum und es seien x s[x«,f... 

...fxN3 Punkte aus B^ (kurz x « [x',Xj|J ). Weiter bezeichnen 

wir mit H ein Gebiet in R^ und mit dIL. dessen Rand. 

1»1» Definition. Es sei m eine Punktion, die fast 

überall auf il definiert is (im Sinne des Lebesgueschen 

Masses). 

Die Punktion f nennen wir Gewichtsfunktion, wenn f 

eine messbare nichtnegative Punktion ist. Mit V bezeichnen 

wir die Menge aller Gewichtsfunktionen. 
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1 # 2 # Definition. 0 (ü) ist die Menge aller konplex-

wertigen unendlich oft differenzierbaren Punktionen, die ei«-. 

neu kompakten Trag er in ü haben. 

^•3« Definition. Es sei" ^ c ?f p>l. Weiter sei 

Ii ^ (A) die Menge der kemplexwertigen fast überall auf ü 

definierten Funktionen u mit endlicher Nor» 

(1.1) * ^ » L S U t«Cx)lpf (z)dx) 
%f -ü. 

Für A 3 1 schreiben wix l#p(il) anstatt Iu ̂  (A ). Mit 

I*|* C(£L) bezeichnen wir die Menge solcher komplexwertigen 

Funktionen uf dass uc L.(M) für jede kompakte Menge M c il 

gilt. 

linen Vektor i s (i^,...,^) mit ganzzahligen nichtne

gativen Komponenten i4 nennen wir Multiindex und setzen 

N ° . 
\i\ * . £ . ±40 Weiter bezeichnenwir mid D die Ableitung 

-- r — . 
8*^ ... dx/ 

— 1 «-T 

Es sei m m ?f §&
 Ac Ĵ  l o c ( ü ) ( ̂  (*) bezeichnet 

hier die Funktion •—= • )• Dann gilt 

f (x) 
Cl-2) Lp f?

 iSL)c Ä ' ( Ä ) » 

wo ##(il) der Raum der Distributionen ist; eine Funktion 

u c lu A (ii ) hat deshalb eine Ableitung im Sinne der Distri-

butionen. 

*•*• Definition. Es sei ^ e ?t f""^* 1^ l 0 C C ü ) f 

p&l, k eine natürliche Zahl. Weiter definieren wir den 
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Raum 1* ( H ) j 
Pif 

( i .3) »5 ) ? (Л) - í u t l ^ (Л); lA.É.-þ,ҙ>(Л)' l i ł ' k * * 

Im Raum W * ? ( I I ) führen wir durch 

(1.4) »nlfc. •( S D D-»|t J 
P><? 

eine Norm ein. 

* 

I s t ^ « 1, schreiben wir Ir^Cil ) s t a t t 1 p f ^ ( Ä , # 

1*5* Bemerkung. Sind ^ € ? f f-* c I l f i o c ^ ^ * 

(® € L« 1 ( Ä ) f dann kann man beweisen, dass 

(1.5) Sb ( Ä ) c ^ f f l ( i l ) 
P,f 

g i l t und dass r (£i) ein Bamehrau» i-»t. 
P/f 

l*6» Definit ion. Es se i B̂ e V , f t ? " « % l o c ^ ' * 

Dann bezeichnen wir mit f̂  ( J l ) die Absehliessung der Iten-
P#f 

ge «5 (& ) bezüglich der lorm (1.4). 
für uc i^ (il) definieren wir eine Halbnorm mit 

Pi? 

!•?• Bezeichnung. Es sei Q c 9JI und r(x) die Ent

fernung des Punktes x Ä ü von der Menge Q. Es sei b * 
55 sup r(x). 
* 6 IL 

Wir werden uns mit Gewichtsfunktionen ̂  vom T:̂ p 

(1.7) 50 * ff © rf d.h. ̂ >(x) * 0(r(x)) fast überall 

auf IL 
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befaeeen| dabei werden wir une auf oolche Punktionen €f be~ 

echrlnken, die gewioae von den folgenden Bedingungen erfüll

en: 

4.1. & * 6f(t) iet eine für faet alle tc(Ofb) definier

te niehtnegative Punktionen. 

4.2. Die Punktion hat eine stetige 4bleitung 6f' auf 

(0fb). 

4.3. Pttr jedea Intervall C alfb-, «3 c (0fb) exiotiert ei» 

Zahl e>0 9 eo da so 

1 * 6(%)£c fttrfaat alle te Ca-pb^ • 

4.4. Sind ®jii®2 8 o l c n e Konstanten, dass 

e ^ | ^ 2 giltf dann exietieren Konstanten 

0. > 0, % > 0 9 eo das8 die Ungleichung 

Cl * *W> Q2 

fttr alle dieoe e und t gilt. 

4 . 5 . Be 0ei p > l , S(t) • 01~*> ( t ) fttr fast a l l e t c ( O f b ) 

und es s e i 

f S(<r) dtf ** oo fttr faet a l l e t € (O fb). 

Dann definieren wir die Punktion S* mit 

s*(t) « r s(t?) äv 

und bezeichnen 

(1.8) #e(t) « *%(t) « s(t)[s*(t)3 "p för tc(ofb). 

£0 oei k eine natürliche Zahl, p>l« Wenn S aue (1.7) 

die Bedingung 4.5 erfttllt, ao der Operator T durch die 
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Formel (1.8) def inier t ibt s 

f (tf ) » ae^ (• ee) . 

Wir setzen ?ö(g' ) » 5 und 

(1.9) * X ( 6 ) • ̂ ( f r ^ i « ) ) , je»Otlf...fk 

für alle Funktionen 6* , für die die rechte Seite in (1.9) 

sinnvoll ist und wir geben weitere Bedingungen bezüglich 

der Funktion 0 an; 

A.5.k. Die Funktionen W (0 ) existieren und erfüllen 

die Bedingung A.4 för 1 * Oflf...fk. 

A.6. Die Funktion 6* erfüllt mindestens eine von der fol

genden zwei Bedingungen: 

A.6.1. Es existiert eine Zahl c1> 0, so dass 

U 1" p(t) (€'(t))pl^ QX *c(t) für t€ (Ofb) gilt. 

A.6.2. Es existiert eine Zahl c 2>0, so dass 

0tt)-ic2 ee(t) für te (0,b) gilt. 

( M ist die Funktion aus (1.8)) 

Erfüllt die Funktion 6* die Bedingung A.if dann wer

den wir 

(1.10) & m A.i 

schreiben. 

Weiter ŵerden wir den folgenden Hilfssatz (siehe £33) 

ausnutzen. 

1.9. Hilfssatz. Es sei p>l f G e A.lnA.5. ES sei 
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weiter f » f(t) eine auf dem Intervall (Ofb) differenaier-

bare Funktion , für die 

(1.11) j f l f f Г *<*><"• 
g i l t . 

l e i t e r s e i 

(1.12) lim f ( t ) » 0. 

Dann gilt die verallgemeinerte Hardysche Ungleichung 

lr 
d.iз) / l f ( t ) l p leítjaté ( - l ł ^ ) p ГjŞf |p.r(t)at 

mit te aus (1.3). 

Zum Sehlues des Abschnittes werden wir noch eine Klasse 

von Gebieten beschreiben. 

1.10. Definition. Wir werden sagen, daaa Sk c Mg vem 

Trß IL0'1 iet (und wir werden A € 1t 0 f l schreiben), wenn 

die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1) ü ist ein beschränktes Gebiet 

2) Es existieren m Koordinatensysteme 

^xrl,xr2f••#fXr N-lfXrl^ (-cura [x^,xrB>] ) 

(r * lf2t...,m) und m Punktionen a
 s a (x^) (r s 1,2,... 

... fm), 

die auf (n - l)-dimensionalen Kuben 

* r
 s 4 x ; - ̂ I I M . , ^ 1 . ! ] » t^ri»^ cT f i = 1,2,...,N - lJ 
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(<f y 0) definiert sind und die ermSglichen, jeden Punkt 

x c 9SL in der Form 

(kurz x * tx^tar(xr)31 zw schreiben • 

3) Sa existiert eine positive Zahl ß (0< ( 5 < D ö®» das« 

die Menge 

Br =4x « tx^x^-J | x/ c A r f ar(Xy) - |3< x^-* a ^ x p l 

im Inneren des Gebietes il liegt und die Menge 

Dr «4x * Ix^fxrH3 | x/c ^ r , ar(xr)^xrN^ar(xr) + ̂3f 

ausserhalb -U «il u 0J1 liegt. 

4) Die Punktionen a^ (r » lt2f...fm) aus der Bedingung 2) 

erfüllen die Lipschitzsche Bedingung in den Kuben A f d.h. 2 

es existiert eine positive Konstante c sof dass die üngleieh-

ung 

I a ^ x p - ar(yp 1 4 c I x^ - j r I 

ftlr beliebige zwei Punkte ^>y r € A r g i l t . 

F ü r i l c Tfl°$1 sei U , ^ * 3 t 0 f l eine solche Menge, 
dass es 

(1.14) u -* i c л • M вr° ^ - . - . a 

gilt (mit ^„J+T bezeichnen wir die Abschliessung der Menge 
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2. Die Äquivalenz der Normen | # | - und 1» | # v 

im Raum fr Ä P»f 

In diesem Absatz werden wir uns meistens mit Stbolev-

schen Blumen mit Belegungsfunktion befassen9 wo die Bele

gungsfunktion m vom Typ f » 6 « r ist. 

Ist 6* в â.З, so i t ft f c L^ 
loc 

(Л) und e i t 

sinnvoll die Muae W? ( H )
f
 wfÄ(il) 2U definieren. Wir Ptf ' Ptf 

werden untersuchen, wann die folgende Behauptung gilt: 

TVJ 3 0 0 V u t t * <JJ) —* l l u l ^ C j u l ^ . 
F>? WTA I T ^ 

P#f Ptf 

Falls diese Behauptung g i l t , i s t die funktion I • 1 e1r 
W* 

offensichtlich eine mit 1 • Ä v iquivalente Norm im 

P»f 

Wir werden noch diese Bezeichnung bentttzen: 

Ist A c nÖ$1
f Q s 3Ü , schreiben wir ( Ä t Q ) c A . 

Zuerst werden wir uns mit dem Beweis der Behauptung 

T« befassen. 

2.1. Satz. Es sei (ü ,Q)c A, p>l, 0 c A.lnA.3 n 

r\ A.4n A.5. Dann gilt 

°Wp,ff.r(-ß)cIt,*.r(Ji-) ( k u r z*p> c V } 

und es existiert eine positive Konstante C so, dass für 

alle u « I * - die Ungleichung 

(2.1) «ullT £ C lul 01 

V wjf0 
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gilt. 

Beweis. IM die Menge Zb(£l) im Baum W"~-, dicht ist, 

genügt es anzunehmen, dass u e i (il ) ist. Nach (1.14) ist 

- a - . ^ - i U ^ i # 

1) Zuerst sei 1*4 i 6 m. Wir werden das Integral 

(2-2) h = 4 j u(xi'XiN} ' P *.l*t*L,*a»«x = 

= JA d l x i J ' u ( x i» x iN ) ' PMMxi> 
x iN ) ) d x iN 

abschltzen. 

Aus der Bedingung 4) der Definition 1.10 folgt die Ixis-

tenz einer positiven Konstante K so, dass 

rix) 
K £ ; 6 1 

ai(xi) - xiN 

ist. 

Daraus und aus der Bedingung A.4 folgt die Existenz solcher 

positiven Zahlen K ,K (s « 1,2), dass 

,v te ( rCx i f x i N ) ) ^ 

^Ca.Cx.) - x.N) 

K, ^ <fc к, 
1 « ( a Л x 4 ) - x . м ) ^ 

® ' ( r ( x ; , x i N I ) 

ä i ( x i ' " x iN' 

i s t . Also i s t 

(2-4) >i-^2 L A*laL ft "»K'-iN»»p »<*it-i'> -
x iN ) d x iN " 
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* Kg f äx[ ff I u(xi%ai(xp - t) |
 p #e(t)dt 

Für fixen x^ e 4^ verschwindet die Funktion «(x^Xj^) in 

der Nlhe des Punktes XJJ s »iCxf) (denn u e *&( .&)), also 

ist u(xf fa.(xf) - t) * 0 für genügend kleine positive Wer

te von t. Bezeichnen wir mit 1^ das innere Integral in 

(2.4h Nach der Bardischen Ungleichung (1.13) und nach 

(2.3) ist 

I± • J 1 1 ! u ( x i f a i ( x £ ) - t ) I P t e ( t ) d t £ 

t (_£_f fflilL-i^ a (x') . t)l p«t)dt * 

* r i /M TT" ("-,*-") ar("-Cx-)" 
VP - - ' o« (* i> -Ä ' 3 x i N ' 

- x i к ) đ X i N é 

* P ~ 1/ .Ví^-O flxiN ' 

x i N ) d x i N * 

Daraus folgt 

^- Ł ( Ѓ ^ ) ? 4 I"l7~ <«i'.-«>|P вťt-Ч^Ulï^-K, Vp - 1 / » , i ЂҡzШ »• 

Also i s t 

( 2 ' 5 ) | o l - f e . . . B . * C 1 U I | - - : C l é » u « % l ' X > 

*p^e(Bi) *p ,6 (B . ) "p^Cfl) 

x) Mit Cf C. fKfK. fC. fKj. ( i s l f 2 f . . . ) bezeichnen wir im 
w e i t e r e n p o s i t i v e Konstanten, d i e von den Funktionen aus 
den u n t e r s u c h t e n HSumen unabhängig s i n d . 
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2) 1s sei nun i * m + 1, Die Punkte der Menge U . haben 

eine positive Entfernung von der Menge Q fü iet beschränkt 

und darum gilt: 

(2.6) J 0 2 i C 3 > 0 (Vx € ü J f t f l - - » O ^ C 2 Ä r ( x ) ^ C 3 ) 

Wir führen i a Baum ^ (ü^^^) neben der gewöhnlichen Norm 

I u I T
s l u l , noch die Nor« 1 *£<Vi> 

m 
iu I TT » 1 tt I # 1 • I&A I ull T / f t - - * 

*JClW VW*!* 
ein . Die Normen I • I j und I • I J J «ind äquivalent (siehe 

[12. Also i e t 

(2.7) l u l , i C . I l u l , , + . S , I n L ,„ „ R O« 

*£(Vi> 4 *£ (W **1 VVi"V J 

Aus (2.6) und aus der Bedingung A.4 folgt 

"*' VVA'"' llu' wvi*v* 

*j(vi> 6 *;/w 
Daraus und aus (2.7) bekommen wir 

(2.8) N l . # C 7 C l u l a , • 

*f% 

+ • 2L 11 U I T / n Än \ 

Da üm + 1a B i c B i i s t , i s t nach (2.5) 

(2.9) Hu II L ( ü ftB ) * C 1 I U I 0 1 
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Aue (2.8) und (2.9) folgt 

(2.10) lul , -*0ft [tut*, • 

^vi> ir«^i» 

Weiter bekommen wir aus (2.6) und aue der Bedingung A.4 

""wv/°10 u , v v i ^ " V / 
Baraus und aus (2.10) folgt 

(2-n) u l w v i > ' ° i i u , ^ ü i ) -
Aus (2.5) und (2.11) folgt endlich die Behauptung des Satz

es . 

2*2» Satz. ls sei (Jl,Q)äA, p>l f 0 e 4.1r. A.3 n 

n A.4nA.5n A.6.2. Dann gilt die Behauptung T1 (mit c» « 

« € e r). 

Der Beweis folgt sofort aus dem Satt 2.1 und aus der 

Bedingung A.6.2. 

f 
2»3* Satz. Is sei CUfQ)eAf p > l t Ö'e .rY.A.i n 

nA,6.1 . 

Dann gilt die Behauptung 1l (mit y • CT • r). 

Beweis: Mach Sats 2.1 (siehe L43) existiert eine auf 

il ttttige .Tunktion r1, die auf H unendlich oft diffe-

remierbar ist, mit den folgenden ligenschaften: 

(2.12) e1r(x)*r1(x)^c2r(x)f 
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(2.13) f D ^ C x ) ! *6 e0 

für x £ ü und lil s 1» 

18 sei u c - - ö ( i l ) . Es existiert eine Zahl a>0 so, dass 

E c G ist mit 

G «4xe-%j I x ^ ^ af i * lf2f...f!tl 

Definieren wir die Funktion 
1/ 

rUlx) LeiT^x))^9 fto X # Ä f 

(2.14) y(x) « J 

^0 für x e ^ - Ä 

und ist x • tx-,f...fxN3 ein Punkt des Gebietes G, dann ist 

laut (2.14) 

r*1 3c* 
y(xlf...fxN) « J ~z— (f fx2f...fxM) df • 

Hiervon haben wir nit Hilfe der Höldersehen Ungleichung 

( i • i - 1 ) 

p q 

I?!-! -,)IP-IW * / | -|*- Cf .xg x . , ) | ? df 

Wenn wir diese Ungleichung Ober 0 integrieren, bekommen wir 

nach (2.14) 

(2.15) f |CP(X)| p dx4-(2a)p f 1----- (x) | p dx. Ja ? •kl Öxx I 

Aus (2.13), (2.14) und aus der Bedingung A.6.1 folgt für x 

(2.16) |.---L (x) P . s 2 P - - r i . ± L ( X ) | P 6 ( P 1 ( X » + 
l 3x x LI 8 x 1 I X 
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( ^ T - c i i«(-)ip»*(-,(x))]. *? 

Daraus folgt alt Hilfe (2.12), der Bedingung A.4 und des 

Satzes 2.1 und (2.15) die Behauptung des Satzes für u * 

€ Ä tft ). Da die Menge S> CA ) in Raum f * Ül) dieht ist, 
Pt» 

gilt der Satz auch für uef~;^(ü). 

2*4- Satz. 1s sei p>l f J2 c M^ und es existiere ei

ne natürliche Zahl 1, 1.6j£I so, dass 

1 « euo I Xi - ja l< • & 

gilt. 1s sei weiter ^ € V, f f f € 1^ l o c(ü) «ad die Ge-

wichtsfunktion m sei unabhingig von der Variablen x.. 

Dann gilt für alle Funktionen ug§\ ^ 
pfp 

(2.17) llul» ^ D | | — — | ) L 

h^ ll » * / H>* 
(und also gilt die Behauptung f^). 

Beweis. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit können 

wir annehmen, dass j « l ist. Es sei p>l f es sei a>D.
 x' 

Offenbar existiert eine Zahl bei,, so, dass JI c 0 ist mit 

G « | x e ! N | b<x 1 <b * a , - m< x±< + oo f i » 2,. . . fH } # 

Analog wie im Beweis des Satzes 2.3 (die Bedeutung der Funk

tion f ist gleichartig) bekommen wir 

(2.18) f Iy(x)P dx^aP f I - S t (X)|P dx# 
^ w ^ 1 3x x I 

x) Pur p - 1 ist der Beweis des Satzes analog} nur wird die 
Holdersehe Ungleichung nicht verwendet. 
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Daraus felgt sofort 

(2.19) I 11 I т 6 Ш 
%f 

u, 

Ьҡ% 

yřt? 

Da a>D ist und sonst beliebig, gilt (2.17). 

2»5# Bemerkung. Wenn man die Fouriersche leihe der 

Funktion u * u(xlf... f x N ) f u # Ä ( Ü ) bezüglich der Vari

ablen x. (von der ^ unabhängig ist) verwendet, kann man 

zeigen, dass die folgende Ungleichung gilt 

D ii 3u 
(2.20) H« I т -* í=ř II - — 

SĄ TT II э X j 

ЬÇ> 

Der folgende Satz wird aus formalen Gründen für zwei

dimensionale Gebiete formuliert und bewiesen. 

Für Gebiete in Bj- werden wir dessen Formulierung bei

bringen | der Beweis ist analog. 

2«6« Satz. 1s seien Jl f H zwei offene Mengen in B-* 

(die Punkte der Menge il bzw. Ä bezeichnen w ir mit C-cfyJ 

bzw. i t,s ] ). 

Es sei f * tt^f^l eine reguläre eineindeutige Abbildung 

von il auf J2 , D^ sei die Jacobische Determinante der Ab

bildung f f d.f. 

D f • 

Эt 

ьu 
Эв 

Эŕ„ 

dt l ds 

Es sei D « sup -II t-^ - t 2 l j C t l f s 3 f t t 2 , s j € i l i < • CO > 
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P » | e c ^ | 3 t % — ^ C t f a J £ Ä | . Weiter seien C.K,.^ 

( i s 1,2) posit ive Konstanten, üt eine messbare Funktion 

in E1 t Es gel te 

9f 
(2#21) | —-A ( t f a ) | 4k K± ( i . i f 2 ) ¥ [ t t a 3 « Ä ! 

(2.22) C df te )4 l l> f <t f e3) |* K d f (») ¥ C t f a l c & > 

d f te) » 0 ¥ e + p . 

!s sei ^ c ff fj^eli! loc^)
 m d äit GewichtsfunktioÄ 

© habe die folgende Eigenschaft; 

(2.23) ^(f^t-^e), f2(tlfa)) * f (f^t^s), f2(t2,s)) 

¥ t tlfe3 f Ct2fa3 c Ä . 

Dann g i l t die Behauptung f-,• 

Beweia. Für a € P bezeichnen w i r 

(2.24) *e(s) « f ( f ^ t , » ) , f 2 ( t f a ) ) 

(die Korrektheit dieser Definition folgt aus (2.23)» 

Es sei u e 5)(il). Dann gilt 

(2.25) / I u(x fy)|
p
? (x,y) dx dy » 

s 4.' ̂ l ' V ^ * • % I * «e(e)dt ds. x) 

Unter Verwendung der ühgleidhung (2.22) bekommen wir aus (2.253 

x) Statt uCf^tjS), f2(tfs))bzw. Df(tfs) schreiben wir der 
Einfachheit halber u(flff2) bzw. Df. 
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(2.26) J lu(x,y)|p^)(x,y)ax dy^K JÄ lu(f 1 , f 2 ) | p 

d f(8)tK,(»)dt da. 

Bezeichnen wir fttr [ t , s ] e £L 

(2.27) ü(tfs) » tt(f1(tia)if2(tfs))^Cdf{s)3 * 

Dann kennen wir die Ungleichung (2.26) in der form 

(2.28) £ in(xiy)t
p^(x,y)dx d y ^ K ^ I ü(flff2)|P 

ae(s)dt da 

schreiben. Nach (2.17) ist 

(2.29) j^lü(flff2)l
p te(s)dt d s * # l / | -—(t fs)l

p 

ae(s)dt ds. 

km (2.21) und (2.27) folgt 

(2.30) \j?*.ri\**n[\£itx,tz)\*q + 

+ ||;tfi.f2>|p--l]'V 
* * VJ 

für [t,s ] e ü .Mit Hilfe der Ungleichung (2.30) ,(2.28) 

und der Bedingung (2.22) bekommen wir 

(2.31) fj u(x,y)| p<f> (x,y)dx dy* 2 p - 1 K ü" 1^ x
a "?> * -*• 

• 4 [ I |^ ( f i ' f - ) l p + l | ; ( f - ' f - ) |pJ • lD--(t'8)' ' 
• 3e(s)dt dSr 

Daraus folgt schon nach Substitutionssatz die Behauptung 
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des Satzes. 

2#*** Bemerkung. Falls Df nach t differenzier bar ist, 

können wir die Bedingung (2.22) durch die Forderung 
4 

f 1 4-5 | 0D~ \\P 
(2.22#) C — l BU.I * £ U c - t D . p l , 0 < G < 1 

V p f I a t 1/ f 

ersetzen. Der Beweis ist analog zu dem Beweis des Satzes 

2.6, anstelle der Funktion U(t,s) führen wir die Funktion 

4L 
ü(t,0) » u(f1(tfs),f2(t,s)) - lDf(t,s)t

 F , tt f0]€Ä 

ein. 

2ÄÖ* Bemerkung. Die Bedingung (2.23) können wir ab

schwächen - wir können sie durch die folgende Forderung er

setzen: 

(2.23) Es existieren positive Konstanten C,,0^ und eine 

messbare Funktion 3£-(s) so, dass gilt: 

0^(0) ^ j>(f1(t9s)9f2(tf0)) ̂ c 2 0€(0) ¥ t t f s l € i l ; 

ee(0) = 0 ¥ t tf0 3 4. ÜL . 

Alle Bemerkungen zum Satz 2.6 werden im Satz 2.6*, den 

wir f*lr Gebiete in 1^ aussprechen, ztisammengefasst. 

Früher aber machen wir diese Verabredung: 

Ist y » -y,,t.i,yj|] 6 % , j eine natürliche Zahl, l4j^N, 

so bezeichnen wir 

y j * t y i » # # * t y j - i f y j + i f - t y n 3 » y = C y j * y j -1 • 

- 244 -



2*6#. Satz. Es seien A c Ĵ., ü c "^ offene Mengen 

(die Punkte der Menge H bzw. SL bezeichnen wir mit 

x « [xlf...fXj|3 bzw. y
 m^7\f*t7^1 )• lö s«i 

f »tflf...ffjj3 eine reguilre eineindeutige Abbildung von 

ü auf H f Df bezeichnen wir die Jaeobische Determinante 

der Abbildung ff d.h. 

D(flf...,flf} 
D a i Ä-

Es existiere eine natürliche Zahl j (1-» j^N) so, das© 

D «sup I! yj - y| 1 i y1 « Cy^***»^i J • 

y2 «Ey2f...»y§3 c-S? < • o> 

ist. Bezeichnen wir 

p * ̂ j e % - i * ^ y j ^ i ^ t yjiyjl « y * Ä i 

Es seien weiter CfC^,K,I^ (i « lf2f...fN) positive Kenstan

ten, df eine messbare Funktion in %«2* 

Is gelte 

(2.32) I i (y) I 6 K, (i = 1,2,...,N) ¥ y e & . 

Is gelte weiter eine von den folgenden-Bedingungen; 

(2.33) Cj.%(yp * i %(y)l * % df (yj) ¥ C yj.yj-1 * Ä f 

df (yj) «o ¥ yj€ F. 

3Df 
(2.33 ) Is existiert die Ableitung —*• und es gilt 

3Vj 
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^.iD f ( y , i . I - ^ I J * Gl % ( y ) | f 0 < C < l t 

fQr fast al l« j e i l . 

Xs se i 5- e • » ? . ? " 1 * I i t l # e . . a ) . Ba axiatiare weitar 

eine in I j . ^ definiarta aeeabare ftinktion «c ao, daaa g i l t : 

(2.34) c t t ( y j ) * 9 (-"1{y).. . . ,fH(y)) i«-:ae(yj) 

V f y j , y < i J « i - , 

ttCyp - 0 V y j + P. 

Dann gilt die Behauptung f^« 

Jetzt werden wir uns mit dem Beweia dar Behauptung T, 

fttr k > l befasBen. 

Ist uif* (IL), d m gilt 

(2.35) l 1«*«^ ( ü ) fttr lit • k - 1. 

Man nehme an, daaa die Behauptung T± gilt; dann ist fttr 

...» 1.1̂ 1̂.1̂  "V^'v 
F ü l l wir &mtmn v • D1 u -*«• (2.35) i» (2.36) ein, 

haben wir 

i l ^ . - p , « < % f t > !»*•«*. , , . , , - » I Ü - - - 1 

und weiter i s t 
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(2.37) Ulf** £ ^\\3.h}^%% «ciBm,ik • 
S*f *f* *P,f 

Mit Hilfe math. Induktion bekommen wir endlich 

(2.38) | . | ^ * ° 2 4 ä 5 b
l n i - l I > ? " ^

U , « J ' 

Aua (2.38) folgt sofort der folgende Satz. 

2•?• Satz. Es sei k21 eine natürliche Zahl. Es gel

te weiter die Behauptung T^. Dann gilt die Behauptung f^. 

2.1*. Satz. 1s sei (H tQ)i4 t p>l t k-tl eine natür

liche Zahl, € c A.lnA.3r> A.4r\ A.5.k. Es sei weiter s ei

ne nichtnegative ganze. Zahl, 8£k. 

Dann gilt 

-.39) '»5,ff.г(--)c«lc;^(<í).r(л) 

und es existiert eine positive Zahl C so, dass die Unglei

chung 

'p.S'^orÜD ,pf*•r•
UI, 

Beweis des Satzes 2.1#. Die Funktionen $***(€ ) 

(1 = 0,1,...,s) erfüllen die Voraussetzungen des Satzes 

2.1. Daraus folgt sofort die Behauptung des Satzes 2.1#. 
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