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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

19,2 (1978)

UBER AQUIVALENTE NORMEN IN SOBOLEVSCHEN RAUMEN MIT
BELEGUNGSFUNKTION

Bohum{r OPIC , Praha

Inhalt: Die Sobolevachen Rfume mit Belegungsfunktion
':, (1) dienen als Hilfsmittel bei der LBsung ellipti-

scher Differentialgleichungen. Die Anregung zum Studium
dieser RHume gaben Probleme, die tei der L¥sung ausgearte-
ter und singullrer elliptischer Differentialgleichungen
entstanden.

In der vorhegenden Arbeit werden wir uns mit der
Xquivalenz von Normen in den Sobolevschen R#umen mit Bele-

gungsfunktion w‘;@ (1) befassen; die Ergebnisse dieses Ar-
)

tikels wurden in der Arbeit [5] benutzt.
AMS: 46E35

Schllisselwdrter: Sobolevsche Riume, Belegungsfunktion,
&quivalente Normen.

1. Grundbegriffe und Definitionen. Es sei Ry (N2 2)

der N-dimensionale Euklidsche Raum und es seien x =[x;,...
««+,xy] Punkte aus Ry (kurz x = fx',xNJ ). Weiter bezeichnen
wir mit £} ein Gebiet in Ry und mit 3. dessen Rand.

1.1. Definition. Es sei @ eire Funktion, die fast

Uberall auf {2 definiert 1s (im Sinne des Lebesgueschen
Masses).

Die Funktion ¢ nennen wir Gewichtsfunktion, wenn @
eine messbare nichtnegative Funktion ist. Mit V bezeichnen

wir die Menge aller Gewichtsfunktionen.
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1.2. Definition. & (0 ) ist die Menge aller komplex-

wertigen unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die ei=

nen kompakten Trfger in fL haben.

1.3. Definition. Ee sei ®eV,pzl. Weiter sei
Lp'? (£)) die Menge der komplexwertigen fast Uberall auf Q

definierten Funktionen u mit endlicher Norm

1/P
(1.1) ful =(_f lu(x)\p@(x)dx)
Ib,ga 2 '

For @ = 1 schreiben wix LP(,a) anstatt Lp’? (). Mit
le(n) bezeichnen wir die Menge solcher komplexwertigen
¥

Funktionen u, dass ue Ll(ll) fiir jede kompakte Menge M c )
gilt.

Einen Vektor i = (i,,...,iy) mit ganzzahligen nichtne-
gativen Komponenten i j nennen wir Multiindex und setzen

N .
1) =5-§4 ij. Weiter bezeichnenwir mid D' die Ableitung
i\
2]

1 1.
1 N
8:1 cee axN

Es sei @ eV, gb'le I‘.I.,loc(‘n‘) ( Sb'l(x) bezeichnet

hier die Funktion 1 ). Dann gilt
@ (x)

(1.2) Lp,;b (2)ec 2(Q),

wo @‘(Q)) der Raum der Distributionen ist; eine Funktion

ue Lp $°(‘Q) hat deshalb eine Ableitung im Sinne der Distri-
?
butionen.

1.4. Definition, Es sei ¢ ¢ V, gb'lc. 11’100(.0.),

P21, k eine nattirliche Zahl. Weiter definieren wir den
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Reum w’;& (0):

(1.3) W5 () =fue,  (2); DuelyetD)s 131 i

P9

Im Reum 'g ?(D_) fihren wir durch
)

(1.4) ‘lul'k =( = llDiuIlp’?

"p
€ R )

)

eine Norm ein.

Ist @ = 1, schreiben wir 'g(_ﬂ.) statt ':,? ().

‘1
1.5. Bemerkung. Sind @ e vV, @ eI,]’ c(n)'
g E I':I. loc (£ ), dann kann man beweisen, dass
’

(1.5) 2 ‘Q’C";,@‘m

gilt und dass 159 (£)) ein Bamachraum ist.
7

c s -1
1.6, Definition. Es sei @ e V,0,P "¢ Ll,loc(n).
Dann bezeichnen wir mit %’; o () die Abschliessung der Men-
)
ge D () bezliglich der Borm (1.4).
Fir ue %; Sa(_l‘).) definieren wir eine Halbnorm mit
’

. 1
= P P,
(1.6) fu l‘k (m§bl Drull I'P’s")

1.7. Bezeichnung. Es sei Qc 8l und r(x) die Ent-
fernung des Punktes x € {) von der Menge Q. Es sei b =

=8 .
LR

Wir werden uns mit Gewichtsfunktionen @ vom Typ
(1.7) @= € o r, d.h. @(x) = & (r(x)) fast Gberall

af O
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befassen; dabei werden wir uns auf solche Funktionen & be-

schriinken, die gewisse von den folgenden Bedingungen erfilll-

en:
A.l., 6 = &(t) ist eine fUr fast alle te (O,b) definier-

te nichtnegative Funktionen.

A.2, Die Funktion hat eine stetige Ableitung 6/ auf
(0,b).

A.3, Fur jedes Intervall [al,le c (0,b) existiert eime
Zahl ¢ >0, so dass

%5 6(t)&c farfast alle te [a),b] -

A.4. Sind e¢;,c, solche Konstanten, dass
e 4 %s—cz gilt, dann existieren Konstanten

6,>0, €;>0, 80 dass die Ungleichung

S(s
C1£ 36 écz

ftir alle diese s und t gilt.
A.5. Es sei p>»1, S(t) = Sﬁi (t) for fast alle t e (0O,b)

und es sei
+
_Q S(t) dz < oo fUr fast alle t e (0O,b).

Dann definieren wir die Funktion S* mit
t
S¥*(t) = S a
) f; (¢)az

und bezeichnen

(1.8) ee(t) = aeg (t) = S(t)LS*(t)] P far te (0,b).

Es sei k eine natfirliche Zahl, p>1. Wenn & aus (1.7)
die Bedingung A.5 erffillt, so der Operator ¥ durch die
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Formel (1.8) definiert ist:
F(6) =0y (=02).
Wir setzen % °(¢) =6 und
1.9) 7)) =F@* 16, £=0,1,...,k

fUr alle Funktionen 6 , flir die die rechte Seite in (1.9)
sinnvoll ist und wir geben weitere Bedingungen beztiglich
der Funktion 6 an:

A.5.k. Die Funktionen &% (6) existieren und erftllen
die Bedinm A4 fOr 1 = o,l,oto,ko

A.6., Die Funktion & erftillt mindestens eine von der fol-

genden zwei Bedingungen:

A.6.1, Es existiert eine Zahl ¢,> 0, so dass
1617P (1) (87 (£)IP) & cq e (t) fUr te (0,b) gilt.
A.6.2. Es existiert eine Zahl c,>0, so dass

G(t)&c, 2 () for te (0,b) gilt.
(2¢ ist die Funktion aus (1.8))

Erfiillt die Funktion § die Bedingung A.i, dann wer-

den wir

(1.10) 6 € A.

schreiben.

Weiter werden wir den folgenden Hilfssatz (siehe [31])

ausnutzen,

1.9. Hilfssatz. Es sei p>1, & e A.1nA.5. Es sei
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weiter £ = £(t) eine auf dem Intervall (0,b) differensier-
bare Funktion , ftr die

¥
(1.11) TEIPswaresr @
0
gilt.
Weiter sei
i = 0.
(1.12) t}’mo*f(t)

Dann gilt die verallgemeinerte Hardysche Ungleichung

2
(1.13) j;(r(t)lp se (t)at & (h)pf]é‘-{-lpc'(t)dt

mit s¢ aus (1.8).

Zum Schluss des Abschnittes werden wir noch eine Klasse
von Gebieten beschreiben.

1.10. Definition. Wir werden sagen, dass (1 c Ey vom
Typ 0)1 jot (und wir werden S e 721 Ol schreiben), wenn
die folgenden Bedingungen erf{illt sind:
1) (L ist ein beschriinktes Gebiet

2) Es existieren m Koordinatensysteme
[XpyoXppseeosXpy NopoXpgd  (kwrz [x,x,41)

(r =1,2,...,m) und m Funktionen a, = a (x.) (r = 1,2,...

eee,l),

die auf (n - 1l)-dimensionalen Kuben

ap=ixg = Dxpgpeiem ygd i g le d 4= 1,2,000,8 - 1
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(d” > 0) definiert sind und die ermdglichen, jeden Punkt
x € 32 in der Form

= D Xppse s o e Na1s 80 sTpge e e ooy iy

(kurz x = [x;,ar(x;)]) zu schreiben .

3) Es existiert eine positive Zahl (3 (0 = 3 < 1) so, dass
die Menge

Br ={x = ‘:’::!:'er:I J x; € Ar' a'r(x;,) - (3< HN‘ar(xz");
im Inneren des Gebietes (). liegt und die Menge

Do =dx =lxxydi e By aplxpd<xy<anix) + 68
ausserhalb {2 =0 U 3N 1iegt.

4) Die Funktionen ay, (r =1,2,...,m) aus der Bedingung 2)

erfillen die Lipschitzsche Bedingung in den Kuben Ar' d.h.:
es existiert eine positive Konstante c so, dass die Ungleich-

ung
la (x) - a (y.)] £e lxl: -y

fUr beliebige zwei Punkte x_,y. € A, gilt.

For 0 e gt Ot sed Upey € 192 eine solche Menge,

dass es
— m
(1.14) Upyp e, YBvly,=20

gilt (mit .ﬂmﬂ. bezeichnen wir die Abschliessung der Menge

Upey)e
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2, pie Kquivalenz der Normemn | . | und f.
v +
.5 4 24
im Raum ¥¥
= P9
In diesem Absatz werden wir uns meistens mit Sebolev-
schen Rfiumen mit Belegungsfunktion befassen, wo die Bele-
gungsfunktion @ vom Typ ¢ = 6 or ist,
s -1
Ist @ € A3, 80 ist @,0 "¢ I‘l,loc(‘o') und es ist
sinnvoll die RBume ':9 ), %: S‘,(.().) zu definieren. Wir
) t]

werden untersuchen, wann die folzende Behauptung gilt:

. gk
T,: 3C>0 Vuevp'?(ﬂ)—?llu!l'kécnul%k .

4 p,@
Falls diese Behauptung gilt, ist die Funktion i lik
. o
offensichtlich eine mit || * |l X #quivalente Norm im
P
¥ (). '$

)

Wir werden noch diese Bezeichnung bentitzen:
Ist Ne mo'l, Q =38 , schreiben wir (£ ,Q)e A.
Zuerst werden wir uns mit dem Beweis der Behauptung

Tl befassen.

2.1, Satz, Es sei (2,Q)e A, p>1, & € A.1nA.3 N
NnA.4n A.5. Dann gilt

o1 (A Y
W eor(R)Cly b0, n(0) Gurz WL cL )

und es existiert eine positive Konstante C so, dass fir

alle uc Wl _  die Ungleichung
p,@

(2.1) laly <cluly,
1% wp,ﬁ’
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gilt.

Beweis., Da die Menge D (fL) im Raum %;’ dicht ist,
gentigt es anzunehmen, dass u ¢ £ (1) ist. Nach (1.14) ist

n m
=3By v Upyy.

1) Zuerst sei 14 i4m. Wir werden das Integral

(2.2) Fi

f%l ulxy,x50) 1P ee(rix],x;y))ax =
aq'(&:)

<
'&. a4,x; f axg,x;00 | Poetr(x],
~ ay(xy)-f

xiN) )dxiN
absch8tzen.

Aus der Bedingung 4) der Definition 1,10 folgt die Exis-

tenz einer positiven Konstante K so, dass

r(x)

£1

=

a;(x;) = x5y
ist.

Daraus und aus der Bedingung A.4 folgt die Exiatenz solcher
positiven Zahlen I(S,’lzs (s =1,2), dass
~ M(r(xi,xiN))

(2.3) K, 4

~

£%,,

oe(ai(x{) - x3y)

T{ < G'(P(Xi’_,xiN))
15

“5

6(&1(’(;) - xiN)
ist. Also ist
fﬁg(«,’t)
(2.4) ek ax. lu(x,x: ) | P oo (as(x)) -
}1 K jz;.; 1@,;,(&2)-[5 174N 171

- Xjpldxgy =
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>4 ’ n ’ rd
=k fA. dx; fo lu(x],8;(x]) = )| P se(t)at
N Vv

Fur fixen x; ¢ A; verschwindet die Funktion u(x{,x;y) in
der NEhe des Punktes x;y = a;(x;) (denn u e D()), also
ist u(xi',ai(x{) - t) = O fir genfigend kleine positive Wer-
te von t. Bezeichnen wir mit Ii das innere Integral in
(2.4). Nach der Hardyschen Ungleichung (1.13) und nach
(2.3) ist

I = foﬁiu(xi,ai(xi') -t) | P se(t)at <

PP p8u ) | .
é fya:(xd) - t) I Pe(tlat ¢
(p -1 ) 0l axiNl(xl’al(xl )P e

(x%)
p L du i 3
£ ( )P “ l (xi’xiN)’ P 6(a;(x;) -

P-1/ auxy)-p dxjy
- xypNldxg g £
az(x)
P P A4 %u .
p--

’ 0x.
a;(x)-6 iN
 FTOL: PP

Daraus folgt

%, ¢ ?3( P )" &' | ou (x] xgy)

P .
! 6(r(xi,xiN))dx.

Kip-1 %3N
Also ist
(2.5) ful &Ciluly, £C &lul . X
ey LPTER Yam

x) Mit C, C,,K,K.,C;,K; (i =1,2,...) bezeichnen wir im

weiteren positive Konstanten, die von den Funktionen eus
den untersuchten RSumen unabh#ngig sind.
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2) Es sei nun i = m + 1. Die Punkte der Menge Up4p haben
eine positive Entfernung von der Menge Q,Q) ist beschrinkt

und darum gilt:

(2.6) 3 C,C3>0 (YxeU,,, —>0402£r(x)éc3)

Wir fihren im Raum '1( 1) neben der gewdhnlichen Norm

lul ;= ful 1 noch die Norm
W_(U_..)
p' m+l
=10
ﬂul = ful, + . ull
i, *F O e

ein. Die Normen |- I una I III sind 8Bquivalent (siehe

[1)l. Also ist

m
+, =
4 8

4 ful

(2.7) lut €c, [Iul, 3.
ww ) 4 ", Ly (Upey"By)

P UnH-l
Aus (2.6) und aus der Bedingung A.4 folgt

lat £Ccllul
L, (U nBy ) € 55 1 L (U 0By )0

o Un+1) b,6 Un+1

Daraus und aus (2,.7) bekommen wir

2.8) lul , £0C, [uuugl )
3

*i gq Ful Lo seUne 0By

Da U ,,n B;C B; ist, ist nach (2.5)

m+

(2.9) ful &C, lul .
T seVas10B) € 2170 L (g
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Aus (2.8) und (2.9) folgt

+

(2.10) ful £Cg [lul,
';(Uml) ';.e(uml)

+|ul‘1 ‘m].écglul

w oo’
P,S P,¢

Weiter bekommen wir aus (2.6) und aus der Bedingung A.4

Hull ful

*y&Cyo Hull .
LUy © 720 8 Tyl )

£C
I‘p ”® (Um+1) 10
’ P m+l

Darsus und aus (2.10) folgt

(2.11) lul £C, flul, .

Aus (2.5) und (2.11) folgt endlich die Behauptung des Satz-

2.2. Satz. BEs sei (f1,Q)6 A, p>»1, 6¢€ A.lnA3 N
nA.4nA.50A.6.2. Dann gilt die Behauptung T, (mit @ =
= @or)

Der Beweis folgt sofort aus dem Satz 2.1 und aus der

Bedingung A.6.2.

2.3. Satz. Es sei (2,Q)¢A, p>1, Seaff\.' Ad N
" 'nA.6.1.
Denn gilt die Behauptung ‘.l'1 (mit Q- 6o ).

Beweis: Nach Satz 2.1 (siehe [4)) existiert eine auf
JI etetige Punkxtion ry, die auf 0 unendlich oft diffe-
rensierbar ist, mit den folgenden Rigenschaften:

(2.12) clr(x)a rl(x)éczr(x),
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(2.13) ID'ry (x| & ¢,

firxef) und il =1,
Es sei u ¢ D(N). Es existiert eine Zahl a>0 so, dass
flc G ist mit

G ={xeBy; Ix;l<a, i=1,2,...,N}

Definieren wir die Funktiom y
wx) [6(ry(xN)? furxe 2,

(2.14) ¢ (x) ={
0] fﬁr:xeih-ll

und ist x = [x;,...,xy] ein Punkt des Gebietes G, damnn ist
laut (2.14)

x .
1 9
sp(xl,...,xN) = f g _ (g 1XppeeeyXy) AF o
-Q axl
Hiervon heaben wir mit Hilfe der H¥lderschen Ungleichung
1,1.
(p 3 1)

P4, @
1@ (xy,ee. xg) | Pé(2a) > fo |-§%(§ R P
= 1

Wenn wir diese Ungleichung tber G integrieren, bekommen wir
nach (2.14)

215 [ lgtx| Pax£(2a)P [

) t g@ (x)lpdx.

X

Aus (2.13), (2.14) und aus der Bedingung A.6.1 folgt ftir x

(2.16) ‘ :" (x)
X

Pe 2p'1H aau (x)lPS(rl(x)) +
1

X1
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e, \P
+(;2) . ¢ a0 Poetre ]

Daraus folgt mit Hilfe (2.12), der Bedingung A.4 und des
Satzes 2.1 und (2.15) die Behauptung des Satzes fiir u €

€ Q(NL). Da die Menge D (1) im Raum ig’s(_ﬂ,) dicht ist,
gilt der Satz auch ffir ue i;‘ "(.Q. )e

2.4, Satz. Bs sei p21, ¢ Ey und es existiere ei-
ne natfirliche Zahl 1, 1€ j4N so, dass

D= su X: ~y:l< *+ 00
x,q.g.ﬂ.‘ J ya‘

: -1
gilt. Es sei weiter Qe V,0,¢ "€ Ll’loc(n.) und die Ge-
wichtsfunktion 9 sei unabhlingig von der Variablen x

Dann gilt fUr alle Funktionen ue¢ i;’f’
2u

e

(und also gilt die Behauptung 1‘1).

J

(2.17) Nul

Beweis. Ohne Beeintrf8chtigung der Allgemeinheit kdnnen
wir annehmen, dass j = 1 ist. Es sei p>1, es sei a>D. x)

Offenbar existiert eine Zshl be E,, 8o, dass JL c @ ist mit

G ={xeEy; b<x;<b+ 3, -ao<'xi<+ao, i=2,...,N¢.

Analog wie im Beweis des Satzes 2,3 (die Bedeutung der Funk-

tion @ ist gleichartig) bekommen wir

218) [ 1gwI® axeaP [ | -gf- x)|? ox.
____________ 1

x) Fur p = 1 ist der Beweis des Satzes analog; nur wird die
H¥ldersche Ungleichung nicht verwendet.
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Daraus felgt sofort

u

(2.19) lul p,g € a “ axlu Lo’

Da a>D ist und sonst beliebig, gilt (2.17).

2.5, Bemerkung. Wenn man die Fouriersche Reihe der
Funktion u = u(Xy,...,xy), u € 2(N) beztiglich der Vari-
ablen x; (von der @ unabhangig-iat) verwendet, kann man

zeigen, dass die folgende Ungleichung gilt

(2.20)

l l P D " du
“ — — °
LP ' L
'9 a xj P,?
Der folgende Satz wird aus formalen Griinden flir zwei-

dimensionale Gebiete formuliert und bewiesen.

Fir Gebiete in EN werden wir dessen Formulierung bei-

bringen; der Beweis ist analog.

2.6. Satz. Es seien 1 ,.ﬁ: zwei offene Mengen in E,
(die Punkte der Menge fl bzw. ﬁ. bezeichnen wir mit [ x,y]
bzw. Lt,s]).
Es sei f = [fl,le eine regullire eineindeutige Abbildung
von £ aut » Dp sei die Jacobische Determinante der Ab-
bildung £, d.f.

3t ' ds
%% ) ae, og,|°

2 2

2t ' 2e

Es gei D = sup{ltl - tol [tl,aJ , [tz,a.] € ﬁ}<+ o ,
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P={se % at By =—> [t,s] aﬁi . Weiter seien C,K,K;
(i = 1,2) positive Konstanten, dp eine messbare Funktion

in El. Es gelte

ar o
(2.21) )—8-;-1- (t,0) | €K (i=1,2)¥[t,slef;

(2.22) C a,(0)41Dy(t,8)| & K ap(s) ¥ [t,01e &,
de(s) =0 ¥s¢P.

Bs sei @ eV, 0, 90'16 I‘l,loc(n') und die Gewichtsfunktiom
@ habe die folgende Eigenschaft:

(2.23) @(£1(t,8), £(t1,8)) = @ (£,(t,,8), £,(ty,8))
¥lty,81,[t,,8]c¢ 9.

Dann gilt die Behauptung Tl.

Beweis., Ftr se€ P bezeichnen wir

(2.24) ®(s) = p(f,(t,8), £,(t,s))

(die Korrektheit dieser Definition folgt aus (2.23).
Es sei u e D(N). Dann gilt

(2.25) [ 1uGx,y)IPe (x,y) ax ay =
= fylutey,£)1P « 1D, |- se(e)at as. X

Unter Verwendung der Ungleidhung (2.22) bekommen wir aus (2.25)

x) Statt u(fy(t,s), f,(t,8))bzw. De(t,s) schreiben wir der
Einfachheit halber “(fl'fz) bzw. Dg.

- 242 -



(2.26) fnlu(x,y)lpga(x,y)dx dy K fﬁln(fl,fz)lp
dy(s)oe(e)at as.

Bezeichnen wir flir [t,s] € a

: : 1
(2.27) U(t,s) = n(fl(t,!),fz(t,s))'[df(a)J/P .

Dann k®nnen wir die Ungleichung (2.26) in der Form

(2.28) ‘&_ [u(x,y)IP @ (x,y)ax ayexji;il u(gy,2,) 1P

% (s)dt ds

schreiben. Nach (2.17) ist
v
.2 P P —_— P
(2.29) .J:K|U(f1,f2)\ % (8)dt as Dprﬁl ™ (t,a)\
®(s)at as.
Aus (2.21) und (2.27) folgt
au Bu
—_— PgeoP-1/| P gP
(2.30) ' at(t,s)l ‘2 [] ax(rl,rz)l P+
du
for (t,s ] e L . Mit Hilfe der Ungleichung (2.30),(2.28)
und der Bedingung (2.22) bekommen wir
-1 v“l
(2.30) [ lux,y)lPe(x,y)ax aye 2P™% x ¢ i‘.“%,‘z‘f" P,
du Bu
——— | p —— p . L
. jd [I ax(fl,fz)l +, az’(1’1,1‘2)I J I Dp(t,8) |
. % (8)dt dss

Daraus folgt schon nach Substitutionssatz die Behauptung
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des Satzes,

2,7. Bemerkung. Falls Dy nach t differenzierbar ist,
k¥nnen wir die Bedingung (2.22) durch die Forderung

4
1 - 3D, |\P
(2.22°) (;lnfl P, -;t—fDéC'lDf‘, 0<C<1

ersetzen., Der Beweis ist analog zu dem Beweis des Satzes

2.6, anstelle der Funktion U(t,s) ftthren wir die Funktiom
- o
U(t,s) = u(f,(t,s8),£,(t,8)) - | Dp(t,s) | , [t,8)ell
ein,

2.8. Bemerkung. Die Bedingung (2.23) kBnnen wir ab-
schwiichen - wir kdnnen sie durch die folgende Forderung er-

setzen:

(2,23) Es existieren positive Konstanten C,,C, und eine

messbare Funktiom 2e(s) so, dass gilt:
¢, %8) £ @ (£(t,8),,(t,8)) e, 0es) ¥ [t,81e i,
®(8) =0 ¥[t,s)é& 0
Alle Bemerkungen zum Satz 2.6 werden im Satz 2.6, den
wir fiir Gebiete in Ey aussprechen, zusammengefasst.

Frtiher aber machen wir diese Verabredung:
Ist y = [y 1,000, ] € By, j eine natlirliche Zahl, 1< j<N,
1 WN

s0 bezeichnen wir

Y5 =20 sees¥iors Yjepreeo¥yds ¥ =Lyjoy; 1.
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2.6°. Satz. Es seien flc By, dc Ey offene Mengen
(die Punkte der Menge {0 bzw. £ bezeichnen wir mit

X =[Xj50009Xy] bzwe y =Ly;,.0.,75]1 ). Es sei
£ = fl,...,fNJ eine regulfire eineindeutige Abbildung ven

8 sauf » Dp bezeichnen wir die Jacobische Determinante

der Abbildung f, d.h.
D - D(fl'...'fu)
£ D(yl,...,yn')

Es existiere eine natfirliche Zahl j (14 j4N) so, dass

D=sup {1y} -331; 50 =lag,eevy 2y
~
’2 =[y§,-o"y§] e-_Q.} < 4 ©

ist, Bezeichnen wir

P= {yée By_1s Byjellﬁ L yé,yj] =ye N}

Es seien weiter C,C;,K,K; (i =1,2,...,N) pesitive Kenstan-
ten, d, eine messbare Funktion in EN-l'

Es gelte

ar, ~
(2.32) i (y)lexi (1=1,2,...,N) ¥yel .
8y3

Es gelte weiter eine von den folgenden Bedingungen:

(2.33) Cjap(y;) € ID(3)) & Cp ap(yy) ¥[yjy51e 2
dplyp) =0 ¥ yée P.

aD,
(2.33°) Es existiert die Ableitung ?-1 und es gilt
¥j
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1 8D,(y)
(2 1o i®. l—-—-‘-—l ) 4cingi, occan,

~
ftir fast alle y e 0 .
-1
Es sei e V,0,0 "¢l 5,.(0). Es existiere weiter
eine in By , definierte meesbare Funktion s¢ so, dass gilt:

(2.3)  coly}) € @ (£103),.0.,20(3))4 Kee(y ;)
¥ yjwzle 2,
#(y3) =0 ¥rjer.
Dann gilt die Behauptung ‘!1.

Jetzt werden wir uns mit dem Beweis der Behauptung o
ftr k> 1 befassen.

(-]
Ist ue ':'?(.n.), dann gilt

(2.35) n*ucill,”,(n) far 1il = x - 1.
Man nehme an, dass die Behauptung T, gilt; dann ist fur
ve ‘1 fN)

i?

(2.36) Ivli® &cPivIP =ch = Ivdel,
Falls wir setzen v = D' u aus (2,35) in (2.36) ein,

haben wir

piud P

g X

und weiter ist

écplgf‘h,“bj“'l-,,@ for lil=k -1
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(237 Buley £ °1|,§xo“”‘i“'n"'°1““';x .
e !

PsQ
Mit Hilfe math. Induktion bekemmen wir endlich
(2.38) lul € C = Al =cylul, .

2 2 (2
a X 'ﬂ'“ Lpg v:'?

Aus (2,38) folgt sofort der folgende Satz.

2.7. Satz. Es sei kZ1 eine natfirliche Zahl. Es gel-
te weiter die Behauptung Tl‘ Dann gilt die Behauptung l‘k.

2.1°, Satz. Es sei (,Q)eA, p>1, k21 eine natlir-
liche Zahl, € ¢ A.1nA.3nA.4nA.5.k. BEs sei weiter s ei-
ne nichtnegative ganze Zahl, s< k.
Dann gilt

(2.39) W 0 (2)c ¥ 0aq), ()

und es existiert eine positive Zahl C so, dass die Unglei~-
chung

éCtl\l|'k

ful, .
L , BA(8)er(Q) p,6er (L)

Beweis des Satzes 2.1°. Die Funktionen 3“‘(6)

(1 =0,1,...,8) erfllllen die Voraussetzungen des Satzes

2,1. Daraus folgt sofort die Behauptung des Satzes 2.1°.
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