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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROUNAE 

20,2 (1979) 

Q qjfCJLE 3f H TEOPEME iHHHEMAHA 

D.B. HECTEPEHKD 

Содержание? В статье предлагается сравнительно простое, 
без использования теории функций комплексного переменного, 
доказательство трансцендентности я и чисел е*

0,
 для действи­

тельных алгебраических ос , отличных от нуля. 

Ключевые слова: Трансцендентные и алгебраические числа, 
сопряженные числа, целое алгебраическое число, степень, зна­
менатель и норма алгебраического числа. 

АМ ; 10 35 

В 1873 г. Эрмит С П опубликовал доказательство иррацио­

нальности числа ж , основанное на некотором интегральном 

рождестве. Ниже предлагаются сравнительно простые доказатель­

ства трансцендентности числа л*, а также действительного ва­

рианта теоремы Линдемана , обобщающие доказательство Эрмита. 

Лемма 1. Пусть И, >> - натуральные числа, N г » * 

^о»*^ ••"> лр,^ - неотрицательные целые числа такие, что 

|*о+1
г
-1

+#
"

4
1

г
'у

+,>ш
 ^, *(*) - N ра» непрерывно дифференцируе­

мая функция, вг - симплекс в Я , задаваемый условиями 

*о+и<1 +•" + *)>*' 47 х 1 > 0 . Тогда для любых различных дей­

ствительных чисел Х0% х^Ф»*-9ху справедливо равенство 
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^^-О 1 у **0 2 3- 1 у 

<1ЪГЛ*) Лк*'1 

где а Ы а ^ С х - а ^ ) * • 

Докавательство• Докажем индукцией по V , что 

Обозначим интеграл в левой части (2) черев Я-рСя^,*.,,;^) 

тогда для *> * 4 имеем 

1 °' 1 ^ 1 М 1 1 2.~2,0 1 1 О 1 'о 2Ц - Д^0 

В общем случае (>> г 4) 

'? 

* 0 * i 7 ~ д 1 ~ - ~ - ^ . и y + ; y x 1 * w ł - . * > м - * * 4 J | ^ 

- А-Х...4.Ц, Г ' ^ 4 > ^ 0 - ( 1 - ^ — ^ + 1 ) + - г 1 - ^ + - " + г » + Г ^ Н М х У И 

М* «Ы Г "*1"'""*' Э ( ^ Е р - И-* Г .-.-*^,,)+У*,*..,*^.**Л) / 

>>И о 

Отсюда немедленно следует (2) для >> + 4 . 

Применим к обеим частям равенства (2) дифференциальный ,опе-

ратор . П
Л
 -т~7 I

 г
 д _ ) • В левой части тогда получится 

Ъ* о у*у у °%$ 

интеграл ие (1), а в правой 

£ Ji ( * Гч -, *(z*\ л -

= s — • ŕ—ft ггfw) Г ы'zO 1 
* t o v да IҒC*J.|_ a ( x ì J X I Z ^ 
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Лемма доказана. 

Лемма 3. Пустл &(ос) = П 6х-&) , сС -наименьшее 

общее кратное чисел -И,2,.», ^3- л, Д . / А Г . Г " * , ] 0 . 

Тогда для ть & ̂  имеем с_. -<-^^€ ^ и с некоторой посто­

янной с1 « с̂  С») > 0 внполнено неравенство 

' ^ • < % ^ < < • 

Докааательство. Имеем 

. * . п " * У у ? » ) ! - . с*-*)'*"'"4 • 
^ ^ к/ 

Поскольку 2 (п-Н+Аж) - г з ) + 2 я л . . : Н то <Ж • а» е 2 и 
Л с О « ̂  -О А г Р ' * ? <*в,'#&' 

|сС -си ̂  ЫсЛ ><1• г> *-* с . Лемма докавана. 

Теорема 1 (Линдеман,131). Пусть оС - действительное 

алгебраическое число, отличное от 0 . Тогда е* - трансцен-

дентно. 

Докааательство; Предположим, что а алгебраично и 

пусть *> - степень поля <& (сС ,&*) над (0, . Положим 

гЧЧ)-х ё? 9х^~ &, 4 » 0?1,.,#.л>, и ^
0
* ̂  «...« ̂  = <п, , 

где т - достаточно большое целое число. Если Ы~*>+(&+4)»/гь7 

то по лемме 1 

Иа этого равенства и леммы 2 следует, если а-знаменатель 
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<С и в0 6, что /&« л 1 . а * * * 2 в с т ь « е л ° е алгебраическое 

число, для которого Г/51:* "*"' ' с 7 С^десь Г/И обозначает 

максимум модулей чисел, сопР**енных с (I ) . Кроме того на 

(3) следует, что (*> * О и 1 ( * 1 * 7*Т5* • Оценивая норму 

С 
(* , получаем 4 --• I N С(3) | -6 — у - , что невозможно при 

достаточно большом пь . Теорема доказана. 

Следствие. Если ©с - положительное алгебраическое чис­

ло, отличное от А , то ЯагоС- трансцендентно. 

Теорема 2« (ЛиндеманДЗ.}). н - трансцендентно. 

Мм приведем ниже два доказательства теоремы 2. Оба они 

используют формулу (1), но отличаются выбором функции {С-Ь) 

к способом доказательства того, что соответствующий интеграл 

О отличен от нуля. В обоих будет предполагаться, что & -

алгебраично, при «том степень и знаменатель X будут обозна­

чаться соответственно эе и Лг . 

Доказательство 1. Положим >> =- ̂ е и пусть ль - доста­

точно большое целое число, функция <%Ш- С4-4)- (±-2)"»Й-^+^«М^ 

знакопостоянна на отрезке Г 0, *>1 , поэтому ф6у+--&<̂ 4... + *>* ̂ ^) 

знакопостоянна на симплексе 0 * Следовательно интеграл 

• ^ Ц * # * ' Э - ^
4
* * ^ ^ ^ * ' - ^ отличен от нуля. Если 

^у^
+
...,^^)^Д

А
д4- */ > *° 

(здесь &
в
 * 0 ), к потому существуют целые числа 

Л г ^ ^ , т ^
г л

, ^^<6>+4)-**, + >> такие, что 
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>> * * » 
(4) *в1{!о'р.'*и("-*5А'**)е1*1 "•<***+ 0 . 

О 

Обозначим N - » +т\+.,
#
 + ф,у и черев -Г С̂ г) ту не че-

тнрех функций ± дс^^г^г , 2 <ж> лг* ., для которой ̂
С
 С-6) « 

= ̂ Г ./Ос^^"^ . По лемме 1 

м- <4%с"й 

( 5 ) * ' 3 ^$Зо г^о (у^тУ. ' ^Ь,** * 

Так как т* СЛь) есть зг , умноженное на одно 

из трех чисел ± 4, 0 , то ие (5) и леммм 2 получаем, что 

<$ я (т, + V)! > А™* . Ыг * 3 есть целое алгебраическое чис­

ло. Оттуда же следует, что \г^\ ё сп.!*св , а ив (4), что 

!^1 -г у * у . Оценивая теперь норму у , получаем 

что, при достаточно большом по, , невоеможно. Теорема дока­

зана* 

Доказательство 2. Пусть V - целое число удовлетворя­

ющее условию -У ̂  ** -* ае"^ (здесь у С & ) - функция Эйлера 

и последнее неравенство будет выполнено, если ̂  имеет доста­

точно много различных простых делителей), аь - достаточно 

большое целое число» Положим х^Ль, ^ - #1, &>= 0,4,..., %> , 

тогда N = Ь>-И). Ф, + » , Обозначим черее 4(-Ь) ту из четж-

х . &^ л. &Ъ » 

рех функций - Ьигъ — р > з сАЬ *~р , ДД* которой 

По лемме 1 

(6) 3=ť^-íf)VДx.)Л^(|-J,*.XA
K..,c/^ 
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Ив (6) и леммы 2 следует, что сГ=гт!* (>>.&) .с1 -Л есть 

целое алгебраическое число, причем 

171*,.».$, 1«г.*^- . 

Подинтегральнаа функция в (6) неотрицательна, вначит <зГф 0. 
. як як 

Иавестно, что все числа /хль -—-- 9 с&ь — содержатся в 

поле алгебраических чисел, имеющем степень над ©, равную 

9 С5>>) . Тогда степень <аГ над <В> не превосходит 

* с 
эе-9>С2а/).б >> . Оценивая норму оГ получаем 1.-: IN СсО!--? ~ т ~ . 

Последние неравенства при достаточно большом /п, выполнять** 

ся не могут* Теорема доказана» 

Некоторые замечания. 

1. Если ваять >> * 4 то интеграл О иа равенства (6) при-

мет вид 3 - ~— 7 7 Г ' I* С4-оО . яоп, я** сАх . 

Подобный интеграл испольвовался Эрмитом в доказательстве ир­

рациональности л*
2
 . Аналог равенства (6) при т> = 4 полу­

чался интегрированием по частям. Точно так же и доказатель­

ство 1 при э>* 4 переходит в доказательство Эрмита. 

2) В доказательстве 1 мы предпочли с помощью искусственно­

го приема установить наличие целых чисел 'р'в*0"* 4?» близ­

ких к лг , для которых интеграл (4) отличен от нуля. Подоб­

ное рассуждение вероятно первым использовал Стилтьес [41, 

получив с его помощью очень простое доказательство трансцен­

дентности е • Фактически не трудно показать, что при 

>> -н 4 (тлхЛ, т) и достаточно большом /п, интеграл 

Т.. ( СП*') •л<^(я.^ А-х
л
)с6< ,.,^х

у
 не равен нулю. Это сле­

дует из того, что при т, —?» со 
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%~(1>+4') • (~~) (смЛ8Д, гл.П, § 4; у наля­
гу т ^ 
ется интегралом Далласа, функция ^)0*$ имеет в € единст-

А 

венный максимум в точке с*
л
 -* ... в л

%
' в — и в этой 

, ° >> •*>-*• -7 
>> 

точке лоя, (зг- X А . Х , ) принимает аначение равное 1). Так 
Л яг 7 "*> 

как для доказательства трансцендентности зг асимптотика не 

нужна, достаточно оценить интеграл ^ снизу, выделяя для это-

го малую окрестность точки х
Л
 -*...« -х̂  » ^

 э
 в которой, 

скажем, АЬ^(ЗГ« 2Е.А. *
л
 ) > — . Простые рассуждения по это­

му поводу мы оставляем читателям., 

3) При <*р,0 =• 0 7 %0 *е х, равенство (1) по существу предста­

вляет собой интерполяционную формулу Эрмита. Пусть -РС*) ана­

литически продолжается в некоторую область комплексной плос­

кости, содержащую точки а.
Л
--"> х9 . Если С - вамкнутмй 

спрамляемый контур в этой области внутри которого лежат точ­

ки х 0 ) . . . 7 х\^ , то, польауясь теоремой о вычетах легко уви-
1 г *ч*) ; 

деть, что интеграл -2—г I "~7П— && совпадает с правой 

частью (!)• 

В работе [21 Эрмит кроме того докавывает (при у , 0 * 0 ) 

равентство 

»> ̂ М^<(4"^-^- *Ф~ 
где лл, ж %л + (ъ±- %л )• Ъл + ... + (х0- х^ ) - -Ьу . Интеграл же и» 

правой части (7) с помощью замена ^--^-^.-....-Хд* &* 4, ...,;*> 

легко хреобраауется в интеграл ив формули ( ! )• 

Пусть совокупность точек ^ > - # , ц? ^ совпадает с 

- 341 



совокупностью \'Хг$ь $ , причем среди ^ ^ 3 точка х^ поя­

вляется ^ + ^ раз. Тогда все четыре указанных выше вырахе-

пия совпадают с рааделенной разностью С^>---> '#м 3 поряд­

ка N -г А функции ? (I) (см.[6Л, гл.1, § 4). При различ­

ных N эти разности являются коэффициентами интерполяционно­

го ряда для $(Ь) с узлами в точках ^ - ̂ ? Ч-ц*"" * 

4) Теорему Линдемана беа применения тохдества Эрмита доказал 

в 1930 г. А.О. Гельфонд (см.С7], стр. 33). Метод доказатель­

ства (с его помощью кроме того был решен некоторый случай 7-й 

проблемы Гильберта и, в частности, докаэана трансцендентность 

числа е (основывался на рассмотрении интегралов 

JLj 
aĹZ dz 

А
*.чГ Ш { 1х. Сх-1)...«-»+1»'». (х-**. ' г

 * *' * "
 б0ЛЬ

-

шое фиксированное число, о> - растет до бесконечности. Если 

яъ > -»—х • I ос I , то интерполяционный ряд с узлами в точках 

О, \ 2, ... (кахдая с кратностью т, ) сходится к е- , По­

скольку функция е не явьяется многочленом, то среди 

А^ коэффициентов разлохения, имеются отличные от нуля 

для сколь угодно больших 1> • Далее, испольауя представление 

А>>*1+2
 в в и д е П

Р
а в о й

 части (1), А.О. Гельфонд подобно до­

казательству теоремы 1 получил противоречие с предполохением 

об алгебраичности ас 7 е
0 0
 . 

5) В случае ^(^) « е интеграл из формули (1) исполь­

зовал Энгель (151, гл. 1, равенство (46)). В частности им по­

лучено доказательство действительного варианта теоремы Лин­

демана, аналогичное доказательству теоремы 1 (С53, гл. 1, 

§ 10). 
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