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COШfSKTATIOBES MATOÖIATICAE UШVERSITATIS CAROLIKAE 

2 2 , 2 (1981) 

ЮШШСТНЫЕ МНОЖЕСТВА В С
р
(Х) 

М.О. АСАНОВ, Н.В. ВЕЛИЧКО 

Резюме? Найдены класса пространства X , для которых 
относительно компактные множества в Ср (X) определяются как 

ограниченные или как счетно компактные* Найден также класс 
пространств X для которого ограниченные множества в С*,(Х) 
относительно счетно компактны» 

Ключевые слова? Пространство функций, компактность, 
счетно компактность, псевдокомпактность, ограниченность. 

Классификация: 54С35 

1. В работе исследуются некоторые аспекты проблемы опре

деления компактности через более слабые свойства, такие как 

счетная компактность, псевдокомпактность, ограниченность* Про

блема эта классическая возникла в функциональном анализе и клас

сическим примером может служить знаменитая теорема Эберлейна-

Шмульяна; слабо счетно компактное множество в В«пространстве 

слабо компактно и слабо секвенциально компактно. Эта теорема 

была обобщена в различных направлениях Птаком, Гротендиком, 

Прайсом, Архангельским. Наша работа примыкает к исследованиям 

Гротендика [1] и Архангельского [21. Так как В-пространство 

в слабой топологии иэоморфно замкнутому подпространству про

странства Ср СХ) непрерывных (вещественных) функций на не

котором компактном пространстве X в топологии простой сходи-
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мости, то естественно исследовать сформулированную в начале 

проблему в категории С
р
(Х) (что и делается в [1] и [2]). Мы 

докажем, что для широкого класса пространств X относительно 

компактные множества в С
р
(Х) определяются как ограниченные 

множества (теорема.1), или как счетно компактные (теорема 2). 

2. Определение 1 [3]. Множество А в топологическом 

пространстве X навивается ограниченным, если всякая* -ре С(X) 

ограничена на А . X называется (Ц,-пространством, если вся

кое ограниченное множество в X относительно, компактно. 

Это понятие воэникло иэ нужд функционального анализа, 

как известно С(Х) бочеино в компактно открытой топологии 

тогда, и только тогда, когда X - (л-пространство. Класс (Л, -

пространства содержит все полные по Дьедонне, в частности все 

метризуемне пространства [ 3]. 

Если У & X , то через Лу будем обозначать проекцию 

^
р
( Х ) ма С

р
(У) : *

у
( - Р ) - * |

у
 • 

Предложение 1. Если р ограничено в Ср (X) , то для 

любого сепарабельного У & X найдется Р̂  & С
р
( Х ) такое, 

что Р̂  2. Г и ЛуСгЗр == СлГу (Р)3^ у̂л - метризуемый компакт. 

Доказательство. Так как У сепарабельно, то существует 

уплотнение ф : С
р
 (У) —=> -? , где 2 -сепарабельное метри-

вуемое [4].- Так как 2 наследственно функционально замкнуто, 

то таким же будет и Ср(У) (см. например Г 53). .7Гу ( Р) огра

ничено в С р ( У )
 ?
 следовательно, относительно компактно. 

Так как компакт С $г
у
 ( Р ) 3 с (у) уплотняется^ в 2 , то он 

метризуем. Для всякой точки ъ е^-Яу (Р)3
С
 (

у
» выполняется 

условие: зг~ (%) п С
р
 (X) + 0.» Действительно, если бы 
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для некоторой % ето было бн не так, то нашлась бм непрерыв

ная функция ^ : С-, С У) —> Я такая, что $(%) - О н 

!? <*');> 0 при х ± ъ . Положив У (х) « X е 4
, ЧГ; К ~-> К мы* 

имели бы непрерывную функцию ^«> У** от* : С
р
 (X) —> К не 

ограниченую на Р . 

Выбрав по точке % е .тГу (^) п С
р
 (X) и присоеди

нив эти точки к Р (ПРИ %, е Ия?
у
(-Р)] \ зг, ( Р) ), получим Р. . * 

Доказательство завершено* 

Для псевдокомпактных множеств имеет место более сильное 

Предложение 2» Если Г псевдокомпактно в Ср(Х)
 ;
 то 

зХу (-?) компактно и метриэуемо для всякого сепарабельного 

У <=- X . 

Доказательство. В обозначениях предложения 1 

К = ф (&у ( р Л есть компакт в метризуемом пространстве 2: , 

Ф_1 Яу (Р)—> К есть уплотнение псевдокомпактного пространства 

на метриэуемое, следовательно, ф гомеоморфно на слг (Р) Сб] . 

Предложение доказано. 

. Напомним, что ^ СА,В)= тлъК* - А & ТВ'.], Б' Е В, 1В
7
! ̂  г? . 

Определение 2. йусть х е С А 3 \ А » Если после (произ

вольного) выбора окрестности Ут/ точки «х можно подобрать мно

жество 5^ с А, ̂ ^Зп/У^-чУ*,) такое, что * О,*,* > ̂  ** 

н ^ ^ ^ 3 о (^О^У^) Ф я , то -х назовем слабой 2,-точкой 

относительно А . Если каждое незамкнутое множество в X кме«» 

ет слабую <^-точку, то X назовем слабым ^-пространством. 

Совокупность всех слабых ^-пространств обозначим черев, 

0. • Понятие слабого о -пространства носит технический харак

тер, но имеет некоторое оправдание в силу ниже излагаемых 

предложения 3 и теоремы 1. 
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Предложение 3, Слабыми (^-пространствами являются? 

а) ^-пространства Майкла 117], в частности, счетно компакт

ные пространства, 

Ъ) квази-к-пространства Нагата 181, в частности, к-прост-

ранства, 

с) пространства счетной тесноты, в частности, секвенциальные 

и пространства Фреше-Урысона, 

61) локально сепарабельные пространства., 

Не ясно, входят ли в 0, <о -компактные и псевдокомпакт

ные пространства. 

Теорема 1. Если X е 0, , то С
р
( Х ) есть ^-прост

ранство. 

Доказательство. Пусть р ограничено в С
р
 (Х)

;
 г̂  « I РЗ

 х
 . 

Так как 1-̂  компактно, то необходимо показать, что г̂  .» Ср (X). 

Пусть -X =-х(-Ь) е Р̂  . Докажем, что х е Ср (X) . 

Пусть В замкнуто в г\ , А = ос~ ( В )
 #
 Предположим, 

что А незамкнуто. Тогда найдется слабая с^-точка Ьс относи

тельно А . Пусть ь ==б->(х(т,
0
),гЗ). Тогда е > 0 . 

Построим по индукции последовательности: 1) точек х^е Р
 5 

2) окрестностей У^ точки "Ь
0
 , 3 ) множеств 8^ о А и счет-

ных множеств Т^ = ̂ ^ 5 ^ . ^ таких, что [ г^ 1 2 5^ . Потре

буем при этом выполнения условий: 

а) ,^С1:
о
)-.ха

о
)| < *А 

Ь) У
;
. и ! 1 х

4
и ) - ь< С-Ь

0̂
 1 ̂  е/

4
| 

с) если Т^и'еЬЧТ^к*;^. 1*а')-*и
о
) I > ЗД & , то 

^о-^к ' ~*^
0
^

 >
 А̂

 е л р и в о в х
 '"

г
 * * таких, что 

Это очевидно можно сделать, взяв в качестве х^ любую 
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функцию под условием 1х
1
 С*

0
) - л С*

0
) | < еД. , и исполь

зуя определение слабой %-точки. 

ПУСТЬ ̂ е 1 Д 5 ^ 0 , , ^ ) . Тогда ̂ е [ Д т
л
З . 

Действительно, пусть V окрестность 1; . Найдем точку V и 

номер лг так, чтобы ^' с 5^ п V . Так как 2 = г^ I) { VI 

счетно, то Сж
г
 С Р )3

с
 ^ компактно (предложение 1). Это 

означает, что зт̂  х непрерывно на Е .Так как -х (V) — 

- хС"Ь
0
)|.> ь , то найдется точка \!' е. ?П1 О V такая, что 

. * и ' ) - * С *
0
) | > | е . Ясно, что ^ Ч Т ^ , , . 

со 
Положим У ^ С^и^Т^) и 4"^* и •{ *

о
 } , Найдете» точка 

% е Ср (X) такая, что ^ СяО е С 5г
у
 С-Сх^!^^ :,

с (
^ 

(предложение 1). 

Если 1 е ^ Т^ , то и^С±) - * (*
0
) I 5г ЗД & при всех 

достаточно больших т (условие с ). Тогда \х,(-Ь) ~ хС±0)\ 2 &/ц.*" 

Так как ̂  6 [ Д Т^З
 ?
 то \х С ^ ) ~ х С*

0
) I г ЗД

 6
 , Но 

со 

*<» €^0>г У
^ • Следовательно 1^^ С±

со
)-х (*

0
) I <: Ь/ц. (усло

вие Ъ ) Ук \ х Ст;^) — х С±
0
 > I <: 6/̂ .

 #
 Противоречие. Следователь

но, А эамкнуто в X и х е С С Х ) . Теорема докаэана. 

3. Определение 3. Пространство X назовем (слабо) 64т) -

псевдокомпактным, если X - ША^'оС еА^ ( X = С1иА
оС
: ос е АЗЛ ), 

где 1А I 4. 'с' и А
Л
 псевдокомпактно. 

Положим 1
р
 (А

3
гЗ) = таб'пЛг'; А е СВ'1 , В'д. В, В'- &Ы)-псев

докомпактно}. 

Определние 4. Пусть х е С АЛ \ А ., оо -< -г • Если после 

выбора окрестности V*, точки х можно подобрать множество 5», с. 

а А такое, что г? С 5 ^ X ) * * и С и Д Р П ( Г П 4- 0 , 

то х назовем слабой р# -точкой относительно А . Если лю

бое незамкнутое множество в X имеет слабую р.^-точку, то X 
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навовем слабо р^ -пространством. 

Класс слабых р^ -пространств обозначим Р^ . Договорим

ся всегда опускать индекс ъ , если т; --= -К • 

Ясно, что 9, е Р с р и в Р входят б -компактные 

или более общо: локально слабо &-псевдокомпактные простран

ства. 

Определение 5. [2] Пространство X называется монолит

ным, если при каждом % выполняется условие-» I А I -*= 1? вле

чет, что >)г'цг([ АЗ^) *-* V , где лгиг(К) - сетевой вес К . Про

странство X называется точным, если любое счетно компактное 

множество в X является монолитным компактом счетной тесноты. 

сО 

Предложение 4 С 2] . Если X - I и . 5
т
 3 и 5~ компактно, 

то Ср С X ) точно. 

Е.Г. Пыткееву принадлежит следующее 

Предложение 5. Если X псевдокомпактно, то С
р
 С X ) точ

но. 

Докаеательство» Легко проверить, что непрерывное отобра

жение $г^ : С С|ЗХ ) — > Ср С X ) у определяемое по формуле 

аб (-Р) =- "Г|ч/ , будет уплотнением, переводящим счетные диск

ретные множества в дискретные, т.е., счетно компактные мно

жеств» в СрС(2>Х) и СрСХ) одни и те же, и предложение 

5 вытекает из предложения 4. 

Следствием предложения 5 и результатов из ИЕЗ является 

Предложение б. Если X слабо 6 -псевдокомпактно, то 

Ср С X) точно. 

Определение 6. Пространство X назовем х -ивокомпакт-

ным, если любое ^-компактное множество в X относительно ком-
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пактно. 

Под х -компактным мы понимаем пространство, любое откры

тое покрытие которого мощности ^= х содержит конечное под

покрытие. 

Отметим, что определение х-иэокомпактности слегка отли

чается (при х -= &0 ) от понятия иэокомпактности, введенного, 

в С9]. 

Определение 7. Пространство X назовем I х ,соЗ -монолит

ным, если условие монолитности выполняется лишь для ть -2 х 

(т.е. IА 1 *==• ГГУЪ влечет лг'и/САЗ^ -=. пггь ). Пространство X назо

вем ^xлоо1 -точным, если любое х-компактное множество в X 

является Съ^ооЗ -монолитным компактом тесноты --- т? . 

Предложение 6 обобщается следующим образом. 

Предложение 7. Если X слабо <о(тп) -псевдокомпактно, то 

Ср ( X ) Е.лгцсоЗ -точно. 

Доказательство будем вести по индукции. Утверждение вер

но для сггь = -*
0
 (предложение 6). Допустим, что утверждение 

верно для всех х < ть и пусть X слабо б'(пггь) -псевдоком

пактно. 

Пусть Г е- С
р
 С X )

 ?
 ть -компактно, г̂  = С РЛ

 х
, х е Р

0
 . 

Пусть X = Е1Н Х̂ .-оС е/#гЛ] и Х^ псевдокомпактны. Положим 

^ « С Ш Х р :./*<<* 33, У = -1^; ос-с/т}. Тогда X -= С УЗ . Пусть 

.7̂  = я , Тогда У, слабо <о (I об 1) -псевдокомпактно, зС( Р) 
ос- 'ос 

I об I -компактно и по предположению индукции Ж^ ( Р) есть 

СI ос Ц со 3 -монолитный компакт с теснотой *-- I ос I . Следователь-

н о
1 ^ ( * ) <= ^ ( Р ) и найдется точка х в Р такая, что 

Точку х^ <= Р выберем для каждого ьс < ть лод усло-
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вием (1). Тогда последовательность {х^; ос <г тг 1 имеет тг -

предельную точку % е Р , т.е. такую точку, для всякой окрест

ности V которой и для любого ос найдется элемент <̂л такой, 

что (3 > ее и Хр 6 V , Действительно, если для каждой точки 

% е Р найдутся ос С^ ) и окрестность У>, такие, что 1̂  ф *л 

при [3 > об(%) то положив Г, .=- и-Г"\̂ ; <х:Сх)^ ос ? получим от

крытое покрытие Р мощности ^ ^ , не имеющее конечного под

покрытия. Ясно, что зГу (х,) = аГу С«х ) . Таким образом :ПуСР)-= 

— Л'у (Р^) компактно. 

Пусть А ^ Р , \ А\ - ъ г т, и #
у
 С̂ ,) € Г яу С А ) 3 . 

Тогда 1^гоС(А)1 эзгеС(<у,)у \яоС(А)} -^ -г: . По предположению 

лг-дг (Сл^ ( А ^ ) -̂  ъ и найдется множество А^ о А такое, 

что (А^!-^ 1ос1 и Е ^ (А^)Л эзг^ С^)* Положим А'= ША^гсС^^5. 

Тогда | А
#
 I --- /т/ и от С^,) е Гтг (А'^ . Таким образом 

± (ггу (?)) 4 ть , 

Вмберем в [^ С/4 ) Л базу { У. : X е 7^. I • мощности ^ -гг . 

Положим И/^ » ̂  (Хс-Ь^ ' Т о г
Д

а
 семейство 

Г = * И/^ Л Е̂ Гу С А)Л : ос <. «гъ01 с Т^ 5 - база С ?гу
 (А) Л , что 

легко проверяется, и I ̂  I ̂  # . Итак го-[от (А)^ ̂  г и 

^ ( Р) Е гггъ^ соЗ-монолитно. 

Отображение спу является уплотнением С
р
 (X) в С

р
(У) 

и на Р оно гомеоморфно: если А замкнуто в Р , то оно /щ> -

компактно и Яу (А) компактно. Таким обраэом, р Г-т^лэЛ-

монолитный компакт тесноты ^ пгь 

Предложение доказано. 

Теперь мы в состоянии доказать второй основной резуль

тат. 

Теорема 2. Если X е ?^ , то С С X) мп/ -ивоком-

пактно. 
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Доказательство. Пусть Г е. С
р
СХ) ^ -компактно, 

р
о =

 Е
Р *

]

0
х ^ € ^ ? Б

 замкнуто в К и А = х"* С В) . Снова 

предполагаем, что А незамкнуто, -Ь
0
-слабая р^-точка от

носительно А , & ~ р Сл ао)у В1 ^> 0 ^ 

Но индукции строим последовательности {* ; <эс «< тI ., 

^Х<.:оС<<т'\>{Ц^1сс< /т1,1 Р
с
;<х</пг} под условиями: 

1) 1л, С-Ь ) ~ * и )1 < 4 
оС О О *Г 

2) V. -Л*. I х_ С-6) -
л
« )| < 4 

ОС» ОС от" 

3) если Т = {-{/<= 1ЯР ./$<«;}•. 1.x а') - л (.4, ) I г | б , 
(3 

ţ ъ пpи ъ є i^ тo tcx . CiO-лC-fc )l ~ f
 e
 пpн ť б l 

4) Р /г?г -псевдокомпактно и Г Р ] 2. 5^ • 

Это можно сделать с помощью следующих соображений. Так 

как К = I Ш г г ; [Ь < оо} Ц { ±с }1 слабо &( IосI) -псевдо

компактно, то аг^ ( Г) компактно (предложение 7), следова

тельно, найдется точка -х:̂  в Р такая, что л^ С«х̂ ) = згк (х) . 

Для гХ̂  условия 1) и 3) выполняются автоматически, У^ опре

деляется согласно 2) и 2̂с ? 2о выбираются в соответствии с 

определением. 

Пусть -Ь. е С и 5, ] Л ( П V,. ) . Тогда!. еГ и Т З , 

что доказывается также как и в теореме 1 (с использованием 

предложения 7 вместо предложения 1). 

Так как Г тгь -компактно, то последовательность 

•̂  «х : ее < тг} имеет /т.-предельную точку % (см. доказатель

ство предложения 7). Так как по условию 3) . ^ С - Ь ) — х (Ъо) > 

> ̂  ь при I е \ 9 то \% (Ч)-лС1
с7
) | г ̂  Е/ при 1: е Т ^ 

и \ъ и^) - /х С±
0
) I 2: ̂  е в силу ^ е - ^ ^ ^ 3 . Так как 

"Ь а П V , то по условию 2) I *. С! ) - .х Ст. ) I < &~ 
оо ос «с тх, ее " <х/ г̂ > о *г 
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для всех сзс</^1
;
 и \х(± ) —л (±

0
)1 -< -г . Противоречие, 

которое завершает доказательство теоремы. 

При "с -* 4^
0
 получается 

Теорема 2
й
* Если X е Р 9 то всякое счетно компактное 

множество в С
р
 (X) относительно компактно, 

4. Определение 8. Пусть *х е [А1 \ А 9 если для вся

кой последовательности окрестностей {У^ 1 точки х можно 

найти множество 3 с. А., 1 (5^ X ) ^ ^
о
 такое, что 

, СО 

Е53 Л ( А V ) Ф 0 то -X назовем слабой Р-точкой отно-

сительно А . Если всякое незамкнутое множество в X имеет 

слабую Р -точку, то X назовем слабо Р -пространством. 

Совокупность слабых Р -пространств обозначим через 3. 

Ясно, что 61 ̂  5 ., ив класс 3 входят Р-пространства. 

Теорема 3. Если X е 6 , то всякое ограниченное множест

во в С„ (X) относительно счетно компактно. 

Доказательство. Пусть Р ограничено в С
р
 ( X )., ^ ̂ ^ : 

; ̂п б N ? е Р ш х е [{«х^ЗЗ
 х
 . Пусть В замкнуто в К , А = 

А ^ 

- »х"" (В) • Предположим, что А не замкнуто, и пусть "Ь
0
 сла

бая Р -точка относительно А . Пусть ъ ~ <р (<к(~к0\ В) ^ 0. 

Можно считать, что при любом т е Н выполняется не

равенство I* (!")-- «х (̂
0
 ) I < х • 

Положим Хги - {± : .«х̂  С Ч ) - <х 0>0) \ < ^ для всех 

т в N . 

Найдем 5 & А и счетное множество Р -=. X так, что-
со 

бы Е РЗ 2 5 , Г 5 3 Л (' /Л. У\ ) * 0 . Пусть г е С 5 3 Г) 

П('Л V" ) . Положим У « Е Р 1Н * } 1М~6 ? 3 . Точка яг (*) 
ла= /| ог со о У 
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является предельной для яг ({х 7) в СрСХ), следователь

но, згу С*х) непрерывно на У по предложению 1. 

Так как ^ б Д У Л , то I * « * , ) - • * С*0) I < | • 

С другой стороны, так как ±^е[53 и на И53 огу С*х) 

непрерывно, то найдется точка т/ в 5 такая, что !«х С-̂ ') — 

- ,х Ст.̂  ) I < 4 • Кроме того 1.x Ст/) - л С1:0 ) I > е* так как 

т/ в А . Тогда 

ист^)-* ао)1 г иио- .хи 0 ) ,~иа^)~*а'л г | : & , 

Противоречие, которое доказывает теорему» 

5. Рассмотрим примеры* 

1# Пусть ^ несчетное пространство с одной неизолиро

ванной точкой со окрестностями которой служат дополнения до 

счетных множеств. Легко проверить, что \~* е 5 но --* Ф ®> •> 

Значит О, Ф 5 • Более того I ф Р. так как С
р
 С ̂  ) изо

морфно 21 -произведению прямых, которое не является иэоком-

пактным. Однако ^\ 4 со 1 дискретно и Ь\{са! с 0, „ Таким 

образом, замыкание множества класса 0, может не входить в Р. 

2. Усилим топологию в ^ • Разобьем ^ на счетное число 

несчетных множеств Ь^ и окрестностями со объявим дополнения 

до конечных объединений множеств ^т/ и их конечные пересече

ния • Ср СЦ) будет содержать X -произведение отрезков, за

мыкание которого в произведении отрезков не содержится: в 

Ср (Ь) . Множество Р ^ 1*^ 0 {со} дискретно, потому Р е й 

но Ь ф- 6, . Таким образом 0, не замкнуто относительно счетных 

объединений. 
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