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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

23,1 (1982) 

О ПРОСТРАНСТВАХ, КАЖДОЕ ФАКТОРНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ НА КОТОРЫЕ 

ПСЕВДООТКРЫТО 

Н . Г . ОКРОМЕШКО 

Содержание. Дается внутренняя характеристика прост
ранств, каждое факторное отображение на которые псевдоот-
крыто. В частности, характеризуются регулярные пространст
ва, принадлежащие к втому классу. 

Ключевые слова: Факторное отображение, псевдооткры
тое отображение. 

Classification: 54B15, 54C10 

Интерес к псевдооткрытым отображениям, введеным А.В. 

Архангельским 121, вызван тем, что, занимая по своим свой

ствам промежуточное положение между факторными и открытыми 

отображениями, они позволяют установить существенные связи 

между широкими классами топологических пространств [3, 4*1. 

Известно, что всякое псевдооткрытое отображение факторно 

12], но обратное, вообще говоря, не верно. Существуют, од

нако, пространства, внутренняя структура которых гаранти

рует, что каждое факторное отображение на них псевдооткры-

то (таковы, например, хаусдорфовы пространства Фреше-Урысо-

на). Не трудно заметить, что свойство быть хаусдорфовым 

пространством Фреше-Урысона не является в «том смысле необ

ходимым: к тому же классу относятся пространства, порядок 
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х) 

разрежености которых равен 2 

В данной заметке при помощи некоторого обобщения клас

сического понятия последовательности решается задача нахо

ждения необходимых и достаточных условий того, чтобы каждое 

факторное отображение на пространство было псевдооткрытым. 

Если X - топологическое пространство, А с X' с X ^ то 

I АЗ и ГАЗу/ означают, соответственно, замыкание А в 

X и в X' (с топологией, индуцированной и^ X );{хА-1А1\А 

- нарост А в X . Ъг& А - внутренность А в X . Символом 

Л обозначается пустое множество. Все отображения предпола

гаются? непрерывными отображениями "на", 3 остальном термино

логия и обозначения те же, что в 111, 

Определение 1. Множество € с X называется ^-после

довательностью, сходящейся к точке »хеХ , если .х <=: ^^" и 

2* изолирована в (-*| . В этом случае пишем; $ — > х . 

Определение 2. Пространство X называется- -р, Р -про

странством, если из А с X и X е О-А следует; существу

ет ^-последовательность с с А такая, что
 с

— 3 * «* .• 

Вспомогательные определения: 

Определение 3. Пространство X называется 4ъл -про

странством, если из А с X и 6А Ф А следует* существу

ют точка 5( в 6 А и ^-последовательность ^ с А такие, 

что ? — > ,х , 

Определение 4. Пусть X - пространство и СГ -топология 

на нем. Для каждой точки &
0
 с X рассмотрим пространство 

х) Пространство имеет порядок разреженности 2, если оно 
является объединением двух своих дискретных подпрост
ранств, одно из которых открыто. 



X
 у
 , определенное на множестве X с топологией 

СГ(^0) , задаваемой следующим образом? если .X € X \ 4У
0
1т ? 

то ,х изолирована в Х^ , а баэы точки ;х0 в X и в Х^ 

совпадают. Семейство Л =- -I Т(х Ъ х е Х5 определенных та

ким обравом топологий называется стандартным семейством над 

пространством X -

Теорема. Для того, чтобы пространство X было ^Р ~ 

пространством необходимо и достаточно, чтобы каждое фактор

ное отображение на X было псевдооткрыто. 

Доказательство. Необходимость. Пусть -т~; У—-> X "" Ф
а к
~ 

торное отображение; Х- ^ Р -пространство; В с X' с X ^ 

У" * $~' X' и А - Г ^ В замкнуто в У' . Предположим, 

что В не замкнуто в X' . Тогда найдутся х
о
 е А'П О-Ъ ж 

^ с В такие, что ^ —> *
0 9 если (г* | « (те \~1.Х

0
} , то 

^ # С 0 * р . Положим: А'^-Г-^.; ^ * Г
4
( 6 * | ) и Р = 

« Г~
1
 У

о
 ; тогда ф = •?"

/|
[^) = А'У $ У Р замкну

то в у . Покажем, что Р * ф | Г замкнуто в У . Действи

тельно, если зто не так, то для некоторой точки ^ «г Г име

ем: /ць е I Р] = ПА'1 и I 81 . Поскольку А ' с А = ^АЗ , 

Г" С у
-/

 и
 Р П А'ф-ЛуТо -̂

с
 ^ ГАЗ 5 следовательно, ^ с 

б 13.1; но тогда, так как -р непрерывно, «х
0
 в С, { 5 3 * 

~ &̂*(~.] - противоречие. Таким образом, Р действительно 

замкнуто в у ; но Р ~ { " ^ ^ ^ &*% ) > поэтому ^ и <5-*̂  

замкнуто в X , то есть .х̂  ф С $ 1 - противоречие. Мы по

казали, что отображение наследственно факторно по полным про

образам подпространств X • Как известно, это равносильно 

тому, что "г* псевдооткрыто 121. 

Достаточность. Легко показать, что верны: 
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х) 
Лемма 1. Всякое разреженное пространство является 

/|г/5> -пространством. 

Лемма 2. Пересечение стандартного семейства топологий 

над произвольным пространством совпадает с его топологией. 

Пусть {Г - топология пространства X и X не является 

^гР -пространством. Построим пространство 2 и факторное 

отображение а>: .2 — > X которое не псевдооткрыто.
 х х

' 

Построим сначала пространство У и почти открытое ото

бражение
 ххх) ъ* V — > X удовлетворяющее некоторым спе

циальным условиям. 

Пусть У « Х
1
 и Х

2
 У Х

3
 , Х

г
 Л Х|. « Л при г + ^ и 

I Х^| в IX I- для каждого ^ -» 3 зафиксируем взаимооднознач

ное отображение Ягу^ ' X .—> X. Примем следующие обозначения* 

если А с X , то А. -= %ъ. А . в частности, если :х е X ., то 
7 ~\> А/ " 

**Ч
 =
 ^ч ** • Поскольку X не является -^гР-пространством, 

то найдутся точка х* е X и множество А* с X такие, что 

л* е б-А и ни одна ^-последовательность ив А не сходит

ся к «к* . Если ^ е Х ^ М х * ! и ^ ^ - л , то полагаем: 

К (/̂ ) -= Г-Х^т; если 4^ е Х^ \ •{ ,х* ? и Л/^-* -* , то К (пд) = 

= Ц , Х * т ; если ^ - * * , те К (^) ^ {** , х* ? -

Зададим топологию ^С на У , определив базу /3^ в каждой точ-

х) Напомним, что пространство называется разреженным если 
любое его не пустое подпространство имеет изолированную 
точку. 

хх) Если Х- Т ^ -пространство, то 2 - паракомпакт. 

ххх) Отображение а.° У —> X называется почти открытым 153, 
если для любой точкы Ла а X существует точка п^0 «=" 

&цГ1*0 такая, что из *Ц^ & и и Ц открыто в у сле

дует: У, «= Ъг&с^И э 



ке г^е У * если щ с Х3 и ( * * 1 , то ^ =• ХЧ /^ И - если 

^ е С Х 1 и Х 2 ) \ 4 л * , х * » , то р ^ « С и ( ^ , о ) * 

- -С * р и С С\ \ К С ^ )).: * ь ^ с 0 € Г? 5 если ^ - ** , то 

^^>-4иц7о)--%5иа(о2\Ар^о3)^К(^,)): х ^ о ^ т ^ . 
Легко проверить, что данное определение корректно. Заметим 

также, что если X - Т^ - пространство, то и У - Т^ - про

странство. 

Определим отображение % : У —> X следующим обравом: 

если <и е Х^ , то <%<ц -= Ль. ̂  . Непрерывность отображении д-

следует из очевидного включения И ( о ^ 0 ) с ̂
- ,

0
 ?
 если 

с ^ е 0 . Кроме того, для любой точки ^ е Х^ из 11-Ц(Р,'^) е 

в /З̂ы следует: ^/у. е дД1 « 0 е Т* поскольку <^СХ^) « X , 

то это означает, что отображение <х, почти открыто Си, тем бо

лее, факторно). 

Очевидно, У - разреженное пространство, поэтому из лем

мы 1 следует: 

(1) У - ^А> - пространство. 

Нам понадобится также следующий факт; 

(П) Для каждой точки л$> е У семейство ^ ( ^ - « { А с У : 

; о г е СгА и ни одна ^ь -последовательность из А не сходит^ 

ся к ̂ ,5 замкнуто относительно конечных объединених, то есть 

если ч> с з" С*уЛ и 1 » I -< -У»
0 ?
 то I)>> е у (п^) . 

Достаточно показать, что семейство 3" Со^) замкнуто 

относительно попарных объединений. Положим: X* = $ * " * $ э 

Х*« СХ
1
иХ

2
)\-и^,х* »

5
 Х*« Х

3
 1 4 * * * . Очевидно, У » 

= Х
1
 и Х^ У Х

а
 и для любого -С- ̂  3 X* дискретно и всюду 

плотно в и ^ Х г г ^ ^ - ^ З г поэтому если ^ с X? , то 6| Л 

^ ^ А
 :
 ̂  2 1 ^ ) « Л .Следовательно, если /̂ . ф ,** то 
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Г̂ Ц > = А , ПуС Т Ь { в Г } с у Сх* ) и 42) = В иС . Предпо-
1 а л 

ложим, что 3) ф т Сх* ) и зафиксируем >|г -последовательность 

С с Ъ такую, что ^ —> ,х* - Положим; с ' «• ^ Л X* ; 

^'СВ) - ^'Л В; ^ ' ( С ) « ? 'Л С . Если х * е 1§'2 ; то спра

ведливо по крайней мере одно ив следующих включений: х * е 

С € ' ( В ) 3 либо х * е С | ' С С ) 3 „ Пусть, для определенности, 

х * с С ё ' С г З ) 3 ? тогда, очевидно, О^'СВ) =-(х*3 , то есть 

Е'СВ)—*> х * , но <р'Сб>) с 13 ь что противоречит выбору В ^ 
е -V («х* ) * Таким образом, х* ф И | ' И ; так как х* <ф с

 ? то 

Г ' ^ ч Е Р с Х з и ** * б ? ' / в 1 но тогда § " — * х * . Дей

ствительно, 0§"с 0 | 11 С ^ ' ] ; фиксируем и 1 7 и а е /Зх* 

такие, что и,, П 1 $ ' . 3 =- А и их Л СО%\ •( х * О = Л , оче

видно х* е И е т и и П ( б с " \ { х * 5 ) = А 7 то есть 

§ " _ > х * Положим: § И ) = §"Л В, | С 2 ) = § " \ § С1> -, тогда 

Поскольку б ^ Ч ^ " -г &^\ а^г\ у" - С § ш и 

^ ^ " - ^ Ч ^ А , то <^"=- < ^ > и < ; ? ^ # П о ^ 

скольку х* е & ^ " , то справедливо по крайней мере одно иэ 

следующих включений: х* е б^
с / | )

 либо х* е (.* ̂
 с а
 . 

Пусть, например, о<!* е С |
( 1 )

; поскольку б ^
(
 с Ц " и 

х* изолирована в <3^" , то х* изолирована и в &С 7 

то есть ̂  — V х* Но Р
с
 с В> , что противоречит выбору 

В 6 уСх*)ф Таким образом, й е у Сх* ) - (П) докаэано. 

Покажем, что верно: 

СШ) А* € -у С**) 

Предположим, что это не так и зафиксируем ^-последо

вательность ^ с А* такую, что ̂  —V #* ф Положим: 

X
 = 9г $$ 5 очевидно, х^ с &%• и & §

3
 з ( & § )

2 ?
 по-



©тому найдется Н » НС О* *х* ) с р .х* такое, что 

и л ( ( Ц ) а = Л - Но тогда СО*\А*)ГиС*|) а = Л , где 

0*§ = 6 | \ < * * Ч и С0Э*\А*)ПС*§ - Л . Положим: С*| ПО*-

~п\ч=а*§ Ч Ч\ я с н 0 > ч т 0 Ч^^*ь х ж ф С ^ л З 

и 5 ' - ^ ^ с А* . Очевидно, ** е 6 § ' и С ^ ' = 

= ^ ' \ - (
х
* ^

 с
 71г/ * но тогда <з|' э сх* и х* изолирована 

в ц" О 1 х* } => С-^' . Таким образом, §' — > ** ; но 

^' с А* , что противоречит выбору А* . 

Построим пространство 2 и факторное отображение -Г :.?—>-

—> У . Пусть Л - -С х (<&): щ е. У } - стандартное семейст

во топологий над У ; пространство, определенное на множест

ве У с топологией х (*у.) будем обовначать черее У^* . Пусть 

х' (п^) наименьшая топология на У , содержащем ^ (%) и 

всевозможные множества вида У I А , где А с -у (п^) ж х (у) 

определяется так же, как в (П); пространство с топологией 

т^'С*^) будем обозначать черев У'
 #

 Рассмотрим семейство 

^={х'(^): п^ е У I и
 покажем, что (\^и ~ <с . Так как 

х(л^)с х'(<у),то в силу леммы 2, г с П(а , Пусть &(*у) и 

3*' (п^) означают семейства всех замкнутых множеств в У,-, н 

Ч'и, » соответственно. Для доказательства включения 

О (ои с т покажем, что справедливо: 

(IV) #4^) иу(<&) -* 5"(^) Д
л я
 л»бой точки ^ 6 У . 

Действительно, если 1> с ̂  С̂ .) ж I >>1 < .к0 , то, в силу 

(П): Оу € ̂ -(ор - Если >' --СД^ л б М к ^ Ь ^ ) н А ^ П ^ > , 

то воэможны только два случая: либо <̂  ̂  С АЛ
 7
 тогда 

А с 34'^) поскольку ''̂  - единственная не изолированная в 

У
а
 точка, либо л^ е С АЗ, тогда для любого ос е М: Ас А^ е 

€ Г
(
^ Ь

0 Т К
У

д а
 следует: А 6 -у Сл.*) , Если 
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А -- Р О А^ . А^с у (̂  ). Рс Т ( ^ ) ,то ^ е 1. А 3- если <$с Р, 

то, очевидно, А с Я 0%); иначе А е -̂  (<^) так как А с А ^ . 

Если А = Р П А^ , то ив ,1) е 1 АЗ следует: А е у <^>5 если 

.и ^ [ А 3
 0
 то А ^ II (.̂  ) (1У) доказано-

Предположим, что найдется А <*. У такое, что А замкну

то в У ^ (пространство, определенное на множестве У с то

пологией 0(0, ), но А не замкнуто в У . Поскольку, в силу 

(I), У является >|г,л>-пространством и [ А ] Ф А, то В = 

-= 4<г̂  « О А : существует ф,-последовательность 9 с А та

кая, что ^ —* /»̂  г Ф 7\.. Фиксируем произвольно /ц^0 в В * По

скольку А замкнуто в У ^ , то в силу (IV): А & & Г^
0
) О 

I! у С^
0
) ; но если А е. З Х ^

С
) то /у^ $ I А1 - приходим к 

противоречию, поэтому А е ^ (о^
0
).Но тогда не существует 

«-р,-последовательности из А , сходящейся к п^0 , что про

тиворечит выбору ^о б Р>
 Л
 Таким обраэом, действительно, 

Пусть Н =-• Х-СУ^: ^ ^ У ^ - свободная сумма прост

ранств У'*̂ , и -р; Н —> У - естественное отображение, тож

дественное на множестве У ^ для любой точки <ц, е У • Посколь

ку П/О/ -в Ъ , то отображение -Р факторно. Зададим отображе

ние о р = ^ о Г г 5 —• X , как композицию определенных выше фак

торных отображений ^
 и

 ^ • Ясно, что <р факторно; покажем, 

что ер не псевдооткрыто. Действительно, пусть Г * с?~ ;** и 

/̂ы,
 в
 ^ ̂  ^4- '

 0 ч е в и
Д

н о
> если л^ ф ** , то точка з изо

лирована в "2 , поэтому для любого открытого в 2 множества 

М э *,- система # = С № А I? I I ̂ ^ т : <у & ? \ соста

вляет открытое покрытие множества Р . Пусть №'= •{ ** I О 

и С Х
д
 I А* ) О Х

э
 ; очевидно, V/' & -с (**) л В силу (Ш) 

- ø -



и (IV) А* замкнуто в У'
х
* , поэтому \А/-* V*' I А* =* 

* ^ * И ( Х * 1 А р и
 ( Х

. Г
1 А

з
1 е ч'***^ и, следователь

но, открыто в 2 . Очевидно, <рУ/ == X \ А* причем, посколь

ку ос* ̂  Г А* ] то / ^ 1<г& ср VI/ = 1/^ ср С I/1* ) . 

Таким образом, факторное отображение ср: 2 — V X не псевдо-

открыто. Теорема доказана. 

Следствие. Для того, чтобы камсное факторное отображе

ние на регулярное пространство X было псевдооткрыто, необхо

димо и достаточно, чтобы для любых А с Х и э с е С А З су

ществовала; В с А, такое, что С В 1 - В Ы С х т . 

В заключении мне приятно принести самую искреннюю бла

годарность Александру Владимировичу Архангельскому; етот р е 

зультат получен под его руководством. 
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