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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

23,3 (1982) 

О ВОРЕЛЕВЫХ ТИПАХ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ АРИФМЕТИЧЕСКИХ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

0. ДEMУT (0. DEMUTH) 

Содержание: В статье исследуются борелевы типы классов 
арифметических действительных чисел, введенных в С41, и не
которые свойства эффективно открытых множеств. 

Ключевые слова; Арифметические действительные числа, 
борелевы множества, точка разрежения• 

Classification: 03F65, 04A15 

В 14] мы ввели классы арифметических действительных чи

сел (АДЧ) Ал> А* А. » А* и Л
д
 . На этой основе в настоящей 

• 2. оС сС [О 

статье исследуются некоторые свойства множеств АДЧ типов 

Сг , С»> и 0- • Показано, какое место в борелевой 

иерархии занимают названии» классы АДЧ* Полученные результа

ты имеют важние приложения в теории конструктивных функций 

действительной переменной, 

В следующем мы пользуемся без дальнейших ссылок опреде

лениями и обозначениями из Г. 43 - в частности - перечисленны

ми там переменными. Определения основных понятий конструктив

ного математического анализа содержатся, например, в СЗЗ. 

Мы введем конструктивные аналоги борелевых множеств. Мы 

построим последовательность слов в алфавите •{ оГ
 э
 ̂  ?

 #
 Пусть 

ф
0
 пустое слово и для всякого НЧ к, Ф2.&-и ^ ^ 2 ^ ^

 н 

^ 2 ^ 2 ^ ®*2Ь,^ь • ^ л я
 любого НЧ /п можно индукцией по 4> опре-
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делить множества АДЧ типа 0 ^ • Эти определения отлича-

ются от классических ([23) тем, что открытые множества и по

следовательности еаданы эффективно относительно 0
( т Л

 , т.е. 

ЦгиЗ -эффективно. Так, например, мы о множествах АДЧ Ш и 71 

скажем, что Ш типа & л
 и Ж типа О ^

1
 , если существу

ют НЧ /т, и [ «ъ 1 -ОРФ -р такие, что Ж = I И/ с
 "^ Д и УЬ -

ж
 0^^х

(
й.\ -1 > т.е. 931 является 1т, 3 -открытым множеством 

(см. 143) и \/Х(Хб^=У^^п^^(.Ч-Ра)>1:т':1(>е)2сХб ^°а) )) . 

Для таких 71 к $ существует НЧ ± , для которого выполнено 

VАXС<^(^)>^г)^<^>^^,^)^<^(^,^^)>^:'УVЭ(^)) 

и, следовательно, верно %=гГ.СИЛ
т
' 3 . Аналогичные ре-

еультаты имеют место и для типов Ь^1
 » где /Ъ г 2 . Так, 

например, множество АДЧ ̂ 2 является множеством типа Ь^ 

в том и только том случае, если существует ОРФ ̂  такая, что 

32-г О Г\Ш*-?2 ,3 (ср. теорему 2.9 из [33). 

Замечание 1. На основании определений, теоремы Шенфиль-

да о предельной вычислимости С13 и в-т-п -теоремы для всяких 

НЧ лг и Л и множества АДЧ 7Л типа <э
/
5
лг
"
1
 верно: Ш множгест-

во любого И8 типов ц-. , ь
л
 ,0 И (х-. 

а Л \ Ш множество типа С-уЛ" 

Теорема 1» 1) Лл множество типа Оу- и, следователь
но: 

2 типа <*
л 

а г с о 1 . 
но, Л 2 типа (* 

Л ^ множество типа Сг^ и, следовательно, Л^ 

%*л " дг* ™па °ЛУ > 
л * ^ 1 0 1 

А^, множество типа Ц ^ « 

2) Ни для какого НЧ т ни одно из множеств Лг , Л , и 
Л * не является множеством типа б ^

1

 и
 д

 н е я в д я е т с я 

множеством типа С-г-,̂  
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а г 1 0 2 

Л^ не является множеством типа (л-, . 

Определение. Для любых НЧ /[ь и <̂  мы посредством Т Со̂ ) 

(соотв. ТС^
7
^,) ) обозначим? выполнено 5 (%) (соотв. 

5 (^ь,^) ) и 

^(аеУ^^В*1(ъе&\1)Ь&Ш$^0 1Я. 3 »& 

у.г-1-1 с^(х)с ^ V ( ^ ( г ^ ^ ) < | ^ с ^ ) 1 ) . 
л» -* 

Замечание 2. 1) Если для НЧ ̂  выполнено 7^ (%) , то 

X [11-открытое множество АДЧ и *&(Л) -а #~ является 

[13 -общерекурсивным предикатом переменной .^ . 

2) Ввиду 1) и 5~т-п -теоремы существует ОРФ (Г такая, 

что для всякого НЧ <2, , для которого верно Т0 (д,) „ < СТ'С̂,
,
>> 

С11-ОРФ и \/Л(«в'(г)>^1(Л)-=0~ &(1) е ̂ ) 8с 

С ^ С ^ ^ Ш >0 = ̂ С ^ о ^ ) < | # а > 1 » . 

Теорема 2» Существуют ОРФ т?
0
 и ^ такие, что для 

всяких НЧ ̂  , (̂  и Л> верно 

VI 5(^,^ Э Т(?
0
(|1, Л)

;
 ̂  (^,Л)) . 

Лемма 1. Пусть ЪСХолъ) словарный предикат и пусть 

Ь0 и Л НЧ,4^/Ъ,иуС/ъЗ -ЧРФ такие, что для всяких НЧ 

ф, , <̂  и "Ь , для которых выполнено 

(1) т с ^ ) & # а ) е # с ± 0 ) & ^ ( 2 , а * ) < 1 # т . , 

и для любого НЧ т, имеет место 

С2) Л 

± ̂ •1^С4:)1Вср
:2
(^а-цгС^-Ь,^)) < \^(^(%^,гтА)\ 

и 

(3) УХ(Хб*(т|г(^,^))\?эВ(Ха/«/)). 
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Тогда существует 1А> 2 -КДЧ пг такое, что 

С4) «г е А^п Ж±о)&Vт ЪЫ пап,). 

Доказательство, а) Легко построить ОРФ % и е 1 и 

[11-ЧРФ д> такие, что для всяких НЧ ^ , ф,2 » %А , %2 и * 

выполнено V 2 ^ ^ о ^ 2 ) э 5 о Ч ^ ^ ) ) а \ а V ^ ^ ^ ' 

^^.г^^^^^^^зсе/^т^и/я^^ и 

Пусть ^ 0 и <д0 НЧ, для которых верно Чк1«^0У{^)с± 

^<<10> (куЛ ) а- 0 ) . Тогда имеет место Тб/г, ,^ & С1-* ^2о^ " 

-=0<1^-С-6о)1 . Мы испольэуем ОРФ % , 6^ , ^ , ^ 0 и % и 

[23-ОРФ ^ из .замечаний 4 и 8 ив Г43 и теоремы 2 и построим 

С/о } -ЧРФ <=р э ^ и Лг/ и Гттки; С/&,2 )3 -ЧРФ су0 такие, что 

^ ( 0 ) ^ 0 , %Ш* ^0> % ^ ) ^ % 0 пК(0)^^о и для 

всяких НЧ/т/ и Ф , 0 ^ ^ =̂ ^ , 

а (/«г +- -7) -^ <р С<̂  С/т,)7 А С/т^)) , 

су^(т + /1)^^ Се̂ С<^С/>л), б^С&6т,), д; 6т. + ^»), <̂  6т, + 4 » и 

А (/т.+ 4) е.. у (<^ (тг + 4)}Ж1> (гт,), /т- ) • 

б) Ввиду а), предположений нашей леммы, замечаний 4 и 8 

из [43 и теоремы 2 для всякого НЧ /т, выполнено ? а 6 т Л , 

2 ^ / .» ^ у ч Ш -открытое множество (эамечание 2 ) , 

(^Лшц-1) > с ^ 0»г/ 

ЖЬ,(ап+<\))$ <&(Ь,(<т,))<к # С * в ) , 1 ^ ( ^ С ^ ) ) 1 ^ - - " ^ 1 ^ ^ о ) | ? 

^(^(гггь) аЛи (гпь)) < \^г (Ль(/уги))\ И 
У Х ( Х € * ( ^ ( / л ) ) \ ^ 1 м д У А ( А < ^ э В ( Х о А ) ) ) . 

в) Существует СъЗ-ЩЧ V такое, что 

У/т (<г € & (К (ть))) . На основании б) и ТОГО, ЧТО 
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Аг = И ^ „ , ,-ш ораву получаек ( 4 ) . 0 0 & 1?» См,) 7 

Замечание 3. Пусть /ъ НЧ и пусть С С г̂ "в, яги, *Ь^ ) 

[/.^-частичнорекурсивный предикат ( Г/*0-ЧРП). Тогда, как из-

вестно, существует Г/^-ЧРФ ^ С^^ у от,), длы которой для вся

ких НЧ 9, , ^ и тг выполнено С !-цг С ,̂"̂ , мь) « 1 

а тпЗй СС^*,^, ^ ) & ( ! у ( 2 Л ^ 

Теорема 3* Пусть ^ и т;о НЧ и '376 множество АДЧ типа 

О^ . Тогда 

1) если Я^г\ &(±0) & 7Л, % то существует 

1тоис Слг94) ^-НДЧ пу ив »ЛЛ п *& С10 ) п ^ ; 

2) если Ш п>& (±) с 1 то Г "па*. Слг + 4 3 2 ) ^ -сущест-

вуют НЧ 4* , ф, и ^ такие, что (1) и ^ п ' з б ' Ш ^ X (ср, 

леммы 2 и 3 И8 С41) • 

Доказательство. Существует ОРФ -Р такая, что 7#> п *ЛгОЬс) = 

-* ЛЕИ/Х/. ч ^ . Мы используем лемму 1. Пусть 
гт> Т I <гг\,) 

В(Хо^) ^ Хс ЕИ^^-! и 
с ^ ^ ^ Л ^ ^ ^ ^ 6 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 0 ^ ^ л 

^^(^)и^ч*с^)^а,{<п^>й^с•61)а<^С2/)>I:>,:,с^1)^о,) . 
Тогда С С тьах ( лг, 4) ^ -ЧРП. Согласно замечании 3 /щест-

вует I гтох (т ,4) 2 -ЧРФ у , обладающая описанными там свой

ствами. 

а) Пусть Я* п *$г С-Ьо) д. УЛ и пусть /р, , % и * НЧ, 

для которых верно (1) и, следовательно, <(ГС )̂!> СЬ) ^ О 

(замечание 2 ) . Ввиду леммы 3 из С4] выполнено Зек Сое & 

ъ А^п С&(Ь)\Уд)) и, таким образом, для всякого НЧ /т, вер

но чпЗ-Ц С (^, г;, /ГУЪ, й^ ) и, следовательно, имеет место (2) 

и ( 3 ) . Применением леммы 1, где л> ф. <тлтк, С/пэ 4 ) , доказатель-
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ство части 1) завершено. 

б) Пусть ЯУЬ г\ & (т:0) 5 Л^ • Мы используем часть 

а) доказательства леммы 1, где /•» # гтоос (т7 4)7 и построим 

перечисленные там функции. Ясно, что -1 Чгггь (?& (гт)) и, та

ким образом, I гулах ( т •+• А 2)2 -существует НЧ гт0 , 

/т, О. лл,гт (п { Яг (гтУ) » Выполнено гт0 Д> 0 , Мы определим 

лр, ф <^ биг^, ^ Ф 9^ ^^^сз) и "6 Ф .Яг (ли0- -1) • Тогда вер

но (1) и т З ^ С (<^7'Ьг гпъ0~~ А7*Ь) и, следовательно, 

#<*) л Ш??1 А* % . 

Теорема 4. Пусть т и +; НЧ, -Г ОРФ и 2 # множество АДЧ 

такие, что М = и П ^ С ^ и ЯЛ^Я-С* ) 5 Л_ . 

Тогда 

1) существует {.гтсоС (т •+• 4 ? ^ ) ^ -ЧРФ г}г такая, что 

для всяких НЧ лгь , 2, и "Ь 9 Для которых верно ( 1 ) , и для? лю

бого НЧ гт имеет место (2) и 

(5) О Г » . * 3

| > З л ! Й ' ( Г ( Х » / * » 4 ) ) 5 \ 
& ^(.(УГЬ^ " 

и, следовательно, 

2) существует [гтиадс (т + 1,2)3-1054 пг иэ 

<ААЛ ( * а 1 \ Ж ) . 
ИльЗ 

Доказательство. Пусть В (X р ть) ^ п (X € 0 * - ^ ^ >%) ̂  и 

с (я>*, ™,7̂ ) ^сак^) б #«)&1 я-^)!* 1 •) #ал& 
м < ; % ) > Е П т ; , т ^ 
^хчг)^&«^ь&°б*ш<^ 
Тогда С I (ггьооо ('П/ + 4 , 2 ) Э -ЧРП и согласно замечанию. 3 

существует [/т**̂  (т< •+- 4, 2 )3 -ЧРФ т|г , обладающая описанными 

там свойствами. 

а) Пусть *р , 9 и ̂  НЧ, для которых верно (1). Ввиду 
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леммы 2 ив [43 существуют НЧ ̂  я ̂  такие, что ЗС^ц^),
 (Г^1 

множество типа О^?1
 (см. замечание 4 из [4]), которое содер-

а 

жится в Л \ $ и является псевдоплотным в Л ^У0 < Сле-

довательно, согласно предположениям нашей теоремн выполнено 

^! п ̂  п ^ (̂
л
 ) г ^ и ~ в связи с этим - для любого НЧ ть 

-л 31 С (%1"Ьугт,01; ) , Но тогда верно (2) и (5). Таким обраэом, 

имеет место (3). 

б) Ввиду а) для завершения доказательства достаточна 

применить лемму 1, где л> ̂  ти&с (т+ А ^ 1 ) . 

Лемма 2, Пусть ~Ъо НЧ и пусть УУЬ множество АДЧ типа 

6 ^ такие, что Ш п ^/(Ь0) в Л^ . Тогда существует С13-

кдч пг из л^ п (&а0)\т). 

Доказательство. Согласно замечанию 8 из [43 Л ^ мно

жество АДЧ [1]-меры нуль. Повторив доказательство леммы 4 иа 

[4] для сегмента % (*Ь
0
 )

 9
 мы докажем нашу лемму. 

Лемма 3. Пусть ^ , ̂  и 1 НЧ и 2̂ множество АДЧ типа 

С ^
3
 такие, что Л^п&Ш в ф ш Т(^,%)&(Лг (%0±) < 

< \&('Ь)\ . Тогда [1]-существуют НЧ ^ и ^ и [21-существу-

ет НЧ Ь. , для которых выполнено Т(н п ) %>% В У Ъ. 
• "7 / А- "7 50" х-̂  

ЬЯ-1^)5 & Ш 2с |*С^)К|ч^«)»&
(
й;

а
Г

2 1
а^)<1*С^)|& 

& #г (т;.) N 'Уь ^ ^ , и, следовательно, ̂  содержит замкну

тое множество АДЧ положительной 113-меры. 

На основании этой леммы можно способом блиэким испольэо-

ванному в доказательстве леммы 1 доказать следующее утвержде

ние. 

Теорема 5. Пусть ±0 НЧ и ^ множество АДЧ типа ^ .г^ 

такие, что Л п & С г:) в У#1 . Тогда существует Ц2}-КДЧ 
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Доказательство теоремы 1. Часть 1) утверждения непосред

ственно следует ив определений Лл и Л2 и замечаний 3, 4 и 7 

из [43 и замечания 1. Л2 не может быть множеством типа 6^, , 

ибо Л2 ** Л\ Л , Л. типа Ог^ к А к Л2 всюду 

плотиме множества АДЧ. Остаток части 2) утверждения прямо сле

дует ив теорем 3, 4 и 5. 

Мм займемся »ффективно открытыми (т.е. ЕО]-открытыми) 

множествами АДЧ, в частности, их точками раэрежения. 

Определения. Для любых НЧ пп и т и АДЧ X 

1) мы обозначим З^р^СХ,™,) ̂  ^ " п Э т , VI (Хе &°(1)& 

\ЪШ\<1Лэ&г(т,п1)<2*« 1*а>1), 

\ЯШ\<2 * э^(^аЛ)<2 П^а)1))
; 

2) если верно ЫьрКл (Х,ть) (соотв.ДЙ5р (Х
7
/тп.) ), 

мы скажем, что X является точкой псевдоразрежения (соотв. 

I <гьЗ -разрежения) множества АДЧ I 1!У^ Л . 

Замечание 4. Для любых НЧ пь ж ть и 1т,3-КДЧ V выпол

нено Ж & р ^ (т
7
/т-) э 1>1вр ̂  (пг

7
/»г) . 

Теорема 6. Существуют НЧ ш и ^ , [03-последователь

ности НЧ ^Чн^*?1 и
 "^/Й, V

 н
 -^•

ор<
-* ? такие, что 

&(^,^),для всякого НЧ ̂  верно З Г ^
;
/ ^ )

?
 {"Ч^т*)-

2 

ш У^ 111 -открытое множество АДЧ, ̂  = ̂  ̂  > А - %> 

я 

1) для любых НЧ I и ^г и АДЧ X , для которых выполнено 

и^я'ЧпСХеЗ.., ) &-. (ХеСй/. "П верно 

600 -



ЧкЯ(р,4&ЬХь&°(1)&\&Ш\<2~*н<к)

эр, а01)<2Л.1Ш)0 

и, следовательно, $)1&р (Х?-Ь)? 

2) для всяких НЧ т и ^ , ^ г. ^ существует Г сгъ 3 -ото

бражение (СЗ], стр. 33-34) типа (Ъ1/п^0 Ц~>Ц) <{& такое, 

что 

ЧхЫ\Ь Ы1п\ %. ) о («& Схг"°а I) = 0 = л 1 * 3 * С УУ. 3 )> , 

и, следовательно, 

3) для любых НЧ ггь , 4 & т, ^ и С^Л-КДЧ -V если вер

но 1 (от <* <#̂  ) (и, тем более, е С л и ^ е Л* ) , то не может 

не существовать СогЗ-ОРФ $ такая, что 

у а с т ) = о ~оге 1ж±з)&аш>о ~= твр^С'У^))). 

Теорема 7, Существуют НЧ ̂  и «^ такие, что 3 С^
;
 у ) и 

для всяких НЧ Ь и АДЧ X , для которых выполнено 

т1Х б У ^ ) * - 1 ( Х * СИ/
4
3) , 

а) верно -Р^бр^^СХ^ ) ; 

б) если гц НЧ, ^ ^ <ть ? и существует СтъЗ-ОРФ А- такая, 

что Ут(Ь(т.)=0= Хб С И ^ Л , »о Д Н & р ^ С X Д ) „ 

Замечание 5. Пусть ^ и ^ ОРФ. Тогда существуют НЧ ^ 

и % , для которых выполнено Упъ $ о Ц ( / п ) Ъ $ 0 ( % ) & и ^ ^ - л^ 

к ^ З С ^ и ) , ^ ^ ) ) э ^ С ^ Ь 

Замечание 6. 1) Пусть I и ^ НЧ, &°(Я)*1Я>ап1 . Тогда 

существуют НЧ /т0 и тл такие, что 3>т%о и °^т^ — ^/т, ? 

-С г̂°С-6)̂ . л и { & с С е ) 5 ^ с » системы дизъюнктных ин-

тервалов, &° Ш = 1$^ и 3.^1 *» следовательно, 

1 & Ш 1 * <и,в С/^0) + ^ ( ^ ) * 2 . \&(1)\ . 

2) Существует ОРФ у такая, что для всяких НЧ * и Яг 
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верно У^ ~ *СХ I ^ ("̂  а/6 ) > 2" • \&(Л)11 и, следовательно, 

ввиду 1) выполнено \/сп, ((л, (~Ь)^2Г э ^(^(Ьу М,)) ^ 2~ ) 

и С\А/,2 с СН^ ( * А ) 3 • 

Доказательство теорем 6 и 7. а) Пусть % и "Г̂  ОРФ та

кие, что для всяких НЧ -Ь и А выполнено ^гС^(А))з-"--2 А 2 

Мы используем замечания 1 и 4 иэ [41 и замечание 6 и по

строим ОРФ ^ и НЧ у и лу, , для которых для всяких ЕЧ лгь у М 

и /й выполнено 

<%(<т.)Хк71) ~ 

^ ^ ^ 2 ^ < ^ > ( ^ + ^ ) , у ( < ^ 1 С > > 2 Г ^ > т ; ( А ) ) , 2 А + 3 ; > ( ^ ^ Л » , 

< ^ > ( ^ ) - 2 3 ^ + б Г и < ^ > ( & } Л ~ < ^ ( & ) > 0 ^ ) . 

Тогда 8 ( ^ , ^ ) &. \/тг Э ( ^ ^, 6?п/)) и согласно замечанию 

5 существуют НЧ ^ и ^ , для хоторых выполнено §(ц>74) & 

и ^ / т . ) ^ ^ • Д л я всякого НЧ ф, мы определим фрЦ (ц>, ^ + 4 ) 
и Уь, ^ ^1 ^*^> 41* + ^ ) (см. замечание 4 из [41) . 

Существуют [1]-0РФ % % уг , $, , 7 и §" такие, что для 

всяких Н Ч о и , ^ и г , , / / ^ ^ ^ 2 ; верно 

^ С ^ Л ^ & ^ ( а е ^ ( ^ : 2 ( ^ ? ^ 0 ( ^ ) ) , 2 ^ + 3 » , 

<̂  6т,, А,) - Й ^ Ц ф (^4 <0) , 
Г и , > ) ^ ^ ( у ^ ^ б Э ? ^ ^ 

•л
 9
С ^ Ы - Р ^ С ^ М ^("п,,*» и, следовательно,С^1п 

б) Пусть /т, ," г̂ и ̂  НЧ и X АДЧ, для которых выполнено 

и и *Чх* 4°(«& |#«л < 2-*~'*)& -г сх* с ^ г ,л)„ 
Югда X * СУ^-, = * ш л С Э ^ ( ^ Д ) 3 С ф Д и если верно 
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-ч (ХеСИ/^З) , то^^аЛи^(^(т,,к)оЛ)^2^1^С1)1^ 
в) Для любых НЧ <гь » ^ и г и С™3-КДЧ с * ^ СФЪОХ (<ь,4)1-

существуют НЧ А, и ^ такие, что 

Если верно 1(УХ ^ € $<*, ) и (6), то 

"*(& е ъС-С С-Ь А) ^ С-Ь Аъ)) и с о г л а с н о б ) и свойствам ОРФ 

^ лмеет место ^ € СИ̂ Л -5 ^ Ш п Г ^ Ц ( Ч / & > ; ^ а ^ ) ) ^ + ^ 

и ТС**"3* Ц ] Ь ( а 2 Й о Л < 2-4 I # Ш 1 . 

Итак, мы доказали теорему 6. Что касается теоремы 7, то 

ввиду б) достаточно отметить, что для любых НЧ /т/ и АДЧ X 

верность п(Х €. ^-^(п,)) равносильна инфинитности числового 

множества {&, \п (X е С Що(лП/&>3 )} • 

Замечание 7. 1) Пусть тгъ и А НЧ и пусть (й^Оию л) е Л^ 

(т .е . И]-мера множества ГгУ ]̂ о °̂С/$>) равна ГЦ-числу). Тогда 

согласно 15] существуют ОРФ о̂  и Г.13 -ОРФ М? , для которых вы

полнено 

Ввиду этого, замечания 1 из 14] и замечания 6 легко пока

зать, что для всякого АДЧ X такого, что Хс $г°(/э)\ 1М^1 , 

верно Зк 1 (X е ^ ̂ г^у(и)^^ ° ^ 5 Р (X, тг) и, следова

тельно, Хб ^ Э П 7)1&р М 1 (X, Л̂ г) . 

2) На основании П*-покрытия (см. С5], стр. 324) можно 

построить НЧ (ггь и С1]-КДЧ пг такие, что лге Л2& \/Х(Х е СМ З̂ г 

з= 0 < Х< 1/) и, следовательно, "^^^ркл Слггтг) . 

Пример 1. Существуют НЧ т0 и для любого НЧ /П/ , 1 & лг, 

СлтЗ-КДЧ 1 ^ , для которых выполнено 
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а ) п (пг е С У\Л Л) %^тг е С V ^ \ А г

 и тогда согласно тео-
Л% '7П,С Ф, сС 

реме 7 и замечанию 4 верно ЗНбр
 /п
"
ь
 ^^,

/пг
с>^? 

б) п М ^ р "̂  С^,/»^) и, следовательно, 

в) не существует [/>г<3-ОРФ Ль такая, что 

)/л>(АъМ~0 г л ^ е СИ/^Л) . 

На основании замечания 4 ив 141 для всяких НЧ ть и г; , 

для которых выполнено \/л ( (лд (уо(т9 л> ) ) ^. 2 ) , легко по

строить НЧ <\ь> и <2, такие, что 3(>^г ? ^)9с%, ~ С И/^ Л . Как 

мм увидим, часть результатов, которые мы получили для Г.ОЗ-от

крытых множеств АДЧ, можно перенести на множества -& , где 

З^ь 5 С ^ г , о ) . Следует отметить, что для всяких НЧ тп, , л> , 

/\ь и с^ , где в 0/%&) , П1-КДЧ ^ О т , ) , $1 (ли,р/ь); ^ (%) * 

^ ( ^ о л ) являются влементами А* . 

Замечание 8. Пусть ^ и т^ ОРФ. Тогда существуют НЧ 

/)ъ , <̂  и д) такие, что 

а) если верно Уп(Ь^{1М)Ь&(.*,1(<п>+/1)) & -Г""" ) -

5 л С о ) а § (3 ) 8, % = О Я ^ , 
О *> О ^ О /П/-Р (/п̂ )

 7 
то имеет место 

ЧЬ ( и У В %_, ,̂  , ) (см. замечание 4 ив С41), и, 

следовательно, Г\ ^ У-г Е ^ * 

^ /п.21 +,, (<гъ) ф 

б) выполнено 

Чт,(В<Яе(<п,\^ЫУ)Ь ^СтЗ-СлИ)) 6 2'*
1
"') э 6 (

м
) & 8(^,2 ) • 

На основании этого замечания, замечания 4 из И41 и заме

чания 6 легко доказать следующие утверждения. 

Теорема 8. Для АДЧ X выполнено X € Л. в том и только 

том случае, если не могут не существовать ОРФ +̂> и 4^ такие, 

что 
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У л С б С ^ С л ) , - ^ ) ) * ^ ^ ^ ) ) . * 2'т&Хе \ м ) • 

Теорема 9 . Для всяких НЧ •р, и % и АДЧ X , для которых 

выполнено 8(-(г, с )̂ 2с X е Л„ , верно 

- л ( Х е \ у З ^ К ( , ( г < ^ > и ' ( * П И ( Х 6 Г Ш & 

1 # Ш 1 < 1-^>^и'')^(1г(.га1)< 2"*. 1 & Ш 1 ) ) ) , 
т . е . если выполнено 1 ( X е У_) ? то X не может не быть точкой 

[11-раэрежения множества АДЧ X Л 

Пример 2 . Сутцествухт НЧ ^ и & и Г11-КДЧ 1г такие, что 

5 С^,^) & -г (V е ^ ) & т (лг е Д ^ ) и 

УАппЭ1(«г€&°(1)к\&(Я)\<2-^&1й2(<1оПг1-1&Ш\} 

и, следовательно, тг не является точкой псевдораережения мно

жества АДЧ V -

Л и т е р а т у р а 
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