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UN THEGREME D’ ERUIVALENCE POUR LES I"-STRUCTURES FEUILLETEES

TONB VAN DUC

Abstract : It is shown that if the general theorem of equivalence

i true for the l‘i-structures, it is also true for the
T‘H-foliated strucéures

Keywords : G-structure, foliation.
Classification : 53 C 10 .

I. - PROBLEME D'EQUIVALENCE D'ELIE_CARTAN (3]

On se place dans la catégorie des variétés différentiables ¢” .
Soit M une variété différentiable de dimension n . Pour ch;aque entier
k 21 , on désigne par Gk un sous-groupe de Lie du groupe de Lie
Gl K des k-jets inversibles de source et de but 0 dans R" ,

E‘;A(M,pk,Gk) un sous-fibré principal du fibré Bk(M) des repeéres
d'ordre k de M de groupe structural Gk .

Soit (Ek) une suite de structures d'ordre k sur M se
Mk21

k

projetant 'un sur l'autre. Pour k>¢ , on note p: :ET - Ee la pro~

jection naturelle.

Je remercie M. le Professeur P. Molino de m'avoir suggéré ce
travail.
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Soient I‘(E‘;ﬂ) le pseudo-groupe des automorphismes locaux et

.r,(E:A) le faisceau d'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux

K - k - k t
de EM - Soient Ty krz‘l r(EM) et £y krle x(BM) . Enfin, soien
rk le "pseudo-groupe engendré par les relevés dans E‘;d des éléments

k

de rM et & le faisceau d'algadbre de Lie des germes des relevés
des éléments de £

M
k k k
DEFINITION. Si pour k=1 , & et T  sont transitifs sur EM’
on dit que I‘M est un pseudo-groupe de Lie transitif sur M .,
k

La suite (EM)k21 est une suite de définition de Ty -

Cette suite n'est pas unique. Les suites de définition de I‘M se
déduisent l'une de l'autre par conjugaison.

k k k

La restriction de la forme fondamentale eM sur B (M) A& EM R

notée encore e‘]‘w , est & valeurs dans un sous-espace vectoriel vk_1

de l'espace Rl?-l des (k-1)-jets des champs de vecteurs & l'origine
de R" .

Soit maintenant une variété différentiable V de meéme dimension
que la variété M .

DEFINITION. Une presque—l‘M

donnée d'une suite de structure (Ek)
Vkz1

-structures sur V est définie par la

sur V , se projetant
1'un sur l'autre et vérifiant :

(1) vk , Es a méme groupe structural que la structure d'ordre k

modeéle E‘;A .

(i1) vk , la forme fondamentale et sur Bk(\/‘) en restriction &
k

Ev est & valeurs dans V. _; .

Une équivalence locale de la presque—I‘M—structure sur la I‘M-

structure modé&le est un difféomorphisme local ¢ de V dans M tel
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que, pour tout ¥k =1 , le relevé Bk(cp) de ¢ dans les fibrés des
repéres d'ordre k envoie (localement) Eb sur E:/I .

Le probleéme d'équivalence locale pour l‘M peut s'énoncer de la
fagon suivante : si (Ek)

Vst est la suite de définition d'une presque-
rM-structure arbitraire, existe-t-il au voisinage de chaque point de V
une équivalence locale de la presque-structure (E‘:I)k21 sur la structure

k
modéle (E M)k>1

o1 la réponce a cette question est affirmative, on dira que le

théoréme général d'équivalence est wrai pour I‘M .

II. - T-STRUCTURE FEUILLETEE.

On se donne & partir de maintenant un pseudo-groupe de Lie tran-
sitif I‘M sur une variété modeéle

k
€

M ayant pour suite de définition
k=1

Soit V une variété différentiable quelconque.

DEFIN ITION. Une I‘M-structure feuilletée sur V est définie par

la donnée d'une famille (U _,f ) ou (U) est un recouvre-
o’ o a€a o oca

ment ouvert de V et ol va€a ., fa:Ua—» M est une submersion
vérifiant la condition suivante :

4 . .
vo,B € o avec Uaﬂ Ua # ¢ , il existe g eI‘M tel que

fu(x) = (gaeofs)(x) , ¥X € Uan Uﬁ

Une I‘M—structure feuilletée sur la variété V définit sur cette

variété un feuilletage % . Soient ﬁk = (f)*Bk(M) et §k = (fk)*e
To. a Ta, a' M
ou f: : f‘,;u—— Bk(M) désigne la submersion canonique. Sur U,nvy,

B
supposé non vide, la relation fu = ga.B° fB montre que les fibres de

Ek et Ek au-dessus de tout x & 11 N TV sont isomorphes. En iden-
T T
(3 B
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tifiant de telles fibres, on obtient un fibré principal E; de base V

et de groupe structural Gln k * El,; est appelé le "fibré des repéres
transverses d'ordre k" de § . Les formes (§k ) définissent une
Ty a€a
=k ~k n
ET une forme eT a valeurs dans Rk_1 .
. k _ »_k ko _ ke ok
Soient d'autre part ETo. = (fa.) EM et STQ (fo,) GM ol
fk : Ek - Ek désigne la submersion canonique. La famille (Ek)
a Ty M T, a€o
définit sur V un fibré principal E‘,; de groupe structural Gk , sous:
fibré principal de o . Les projections : X ~E° pour k>@¢ in-
T k.t M M

duisent des submersions 11e : ET - BT et on obtient une suite de
fibrés principaux

k k-1 1

ET E‘I‘ - ET

se projetant 1l'un sur l'autre.
Si l'on choisit une autre suite de définition de l‘M , on obtient
sur V une autre suite de fibrés principaux qui se déduit de la suite

€5

ksl par conjugaison.

Enfin, la famille (6f ) définit sur EX une forme o< a

Ty a€a T
k k

k -
valeurs dans V, _, . ST est la restriction de eT a ET .

Soit maintenant (V,$) une variété feuilletée dont la codimension
des feuilles est n . Soit (f:;)k21 la suite des fibrés des repéres
transverses d'ordre k de & qu'on obtient & partir des fibrés des

repéres d'ordre k de R" . E',; est muni d'une forme 5; a ‘valeurs
n
dans Rk—l .

DEFINITION. Une presque-I‘M-structure feuilletée sur (V,5) est
définie par la donnée d'une suite (E:')kzl de fibrés principaux

se projetant 1l'un sur 1l'autre et vérifiant :
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(1) vk , E; est un sous-fibré principal de E'.;, ayant méme
groupe structural Gk que la structure modéle E‘;ﬂ .

(i1) vk , la restriction 9‘.; de 5‘,; a E‘,; est & valeurs dans
Vk-l .

On a vu qu'a toute r‘M-structure feuilletée sur une variété V

est associée une presque-rM-structure feuilletée.

Le probléme d'équivalence pour les I‘M-structures feuilletées
peut s'énoncer ainsi : toute presque-l‘M-structure feuilletée provient-elle
d'une rM-structure feuilletée ? ou bien de fagon équivalente : quelle

que soit la presque I‘M-structure feuilletée (B:')kzl

t-il au voisinage de chaque point de V une submersion de V dans
k
M telle que (ET)k21

k
de structures modales (P.M)kzl ?

sur (V,%) , existe-

soit (localement) 1'image réciproque de la suite

Si la réponse a cette question est oui, on dira que le théoréme

général d'équivalence est vrai pour les -structures feuilletées.

™

THEOREME. 8§ji le théoréme général d'équivalence est vraj pour
les rM—structures, il I'est aussi pour les I‘M—structures feuilletées.

k
Preuve. Soit (ET)kzl

structure feuilletée sur une variété feuilletée (V,%) . Puisqu'il s'agit

la suite de définition d'une presque-I‘M-

d'un probl2me local, on peut supposer que le feuilletage % est défini

par une submersion g de V sur un ouvert W de R® . Alors

ff‘,; = g* Bk(W) . Soit gk :fg - Bb(W) la submersion canonique et soit

Esv = gk(E'T() . I1 est clair que la restriction de pk : Bk(W) —-W a E\‘:V
est surjective. Soient zk et z'K € P‘\‘;V tels que pk(zk) =pk(z'k) =y

et soit x €V tel que g(x)=y . Il existe un seul xX et un seul un x
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de E,‘; situés au-dessus de x tels que gk(xk)=zk et gk(x'k)=z'k
.

puisque gJ° t un isomorphisme sur les fiches. D'autre part, il existe

k
Yk kyk k

un seul . Par suite, L. Y  puis-

que gk est un morp i1sme de fibrés principaux. Enfin, l'existence des

k
T

tions locales de E‘\;V . Il en résulte que E\‘:V est un sous-fibré prin-

cipal de Bk(W) ayant méme groupe structural Gk que E;

part, si ek est la restriction de la forme fondamentale sur Bk(w)
k ky#o K k k
a Ey »ona (g") By = 8p . Ainsi 8,y est a valeurs dans

W)kzl définit une presque-I‘M

sur W , Puisque le théoréme général d'équivalence est vrai pour les

M

k k
qui envoie la suite (EW)kzl sur la suite (EM)kzl . Alors f=@pog

est une submersion de V dans M tel que E:,

€Gy ! que x'k = x

sections locales de g et celles de E implique l'existence des sec-

. D'autre

V-1

Par conséquent, la suite (E -structure

-structures, il existe un difféomorphisme (local) ¢ de W dans M

k
= f*
f EM pour tout
k21
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